
PODLASKI KONKURS MATEMATYCZNY 2005
ZADANIA PRZYGOTOWAWCZE

KLASY DRUGIE

Zadanie 1. Czy liczba m = 1 00...00︸ ︷︷ ︸
n zer

5 00...00︸ ︷︷ ︸
n zer

1 może być:

a) kwadratem liczby naturalnej,
b) sześcianem liczby naturalnej?

Zadanie 2. Ile cyfr ma najmniejsza liczba naturalna podzielna przez 275, której suma cyfr jest
równa 275?

Zadanie 3. a) Wykazać, że liczba a = 0, 12345 . . . 101112 . . . , powsta la przez wypisanie po prze-
cinku wszystkich kolejnych liczb naturalnych, jest niewymierna.

b) Wykazać, że liczba b = 0, 2481632 . . . 10242048 . . . , powsta la przez wypisanie po
przecinku wszystkich kolejnych pot ↪eg dwójki, jest niewymierna.

Zadanie 4. Dla danej liczby naturalnej n wyznaczyć maksymaln ↪a pot ↪eg ↪e dwójki dziel ↪ac ↪a liczb ↪e
7n − 1.

Zadanie 5. Zbiór M sk lada sie z 2005 różnych liczb naturalnych. Wykazać, że można wybrać
trzy różne liczby a, b, c ∈ M takie, że a(b− c) dzieli si ↪e przez 2005.

Zadanie 6. Prostok ↪aty P1, P2, . . . , Pn pokrywaj ↪a ca lkowicie figur ↪e F o polu 1. Wykazać, że przy-
najmniej jeden z tych prostok ↪atów ma obwód nie mniejszy od 4/

√
n.

Zadanie 7. Rozwi ↪azać równania:
a) (x− 2)6 + (x− 4)6 = 64; b)

√
x−

√
x + 1 −

√
x + 4 +

√
x + 9 = 0

Zadanie 8. a) Wielomian W (x) stopnia 2n + 1 ma wspó lczynniki ca lkowite. Wykazać, że jeśli
istniej ↪a różne liczby ca lkowite x1, x2, . . . , x2n+1 takie, że

|W (x1)| = |W (x2)| = · · · = |W (x2n+1)| = 1,

to W (x) nie jest iloczynem dwóch wielomianów dodatnich stopni o wspó lczynnikach
ca lkowitych.

b) Niech W (x) b ↪edzie wielomianem stopnia 7 o wspó lczynnikach ca lkowitych. Wy-
kazać, że jeśli istnieje pi ↪eć różnych liczb ca lkowitych x1, x2, . . . , x5 takich, że

|W (x1)| = |W (x2)| = · · · = |W (x5)| = 1,

to W (x) nie jest iloczynem dwóch wielomianów dodatnich stopni o wspó lczynnikach
ca lkowitych.

Zadanie 9. Dla danej liczby naturalnej n > 2 rozwi ↪azać uk lad równań:
x2 = 2x2

1 − 1
x3 = 2x2

2 − 1
....................
xn = 2x2

n−1 − 1
x1 = 2x2

n − 1

Zadanie 10. Rozwi ↪azać równanie

x2 − x + [x]2 − [x] = 1 + x[x],

gdzie [x] oznacza cz ↪eść ca lkowit ↪a liczby x.
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Zadanie 11. Liczby x1, x2, . . . , xn s ↪a nieujemne oraz x1 + x2 + · · · + xn = 1. Jak ↪a najwi ↪eksz ↪a
wartość może przyj ↪ać suma x1x2 + x2x3 + · · · + xn−1xn?

Zadanie 12. Na bokach równoleg loboku zbudowano kwadraty, tak że każdy kwadrat ma jeden bok
wspólny z równoleg lobokiem oraz nie ma innych punktów wspólnych. Udowodnić, że
środki tak otrzymanych kwadratów tworz ↪a kwadrat.

Zadanie 13. Dany jest czworok ↪at, którego dwa przeciwleg le k ↪aty s ↪a proste; d lugości boków przy
jednym z k ↪atów prostych wynosz ↪a a i b, d lugości boków przy drugim k ↪acie prostym
s ↪a równe. Obliczyć odleg lość mi ↪edzy wierzcho lkami przy k ↪atach prostych.

Zadanie 14. Na p laszczyźnie dana jest prosta ` oraz dwa punkty A, B nie należ ↪ace do ` . Wy-
znaczyć zbiór środków ci ↪eżkości wszystkich trójk ↪atów ABP takich, że P należy do
prostej `.

Zadanie 15. Czworościan foremny o kraw ↪edzi d lugości a przeci ↪eto p laszczyzn ↪a, otrzymuj ↪ac czwo-
rok ↪at o minimalnym obwodzie. Wyznaczyć ten obwód.
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