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Rozwi ↪azania zadań przygotowawczych - klasy drugie

Zadanie 1. Wyznaczyć wszystkie liczby naturalne, które s ↪a 11 razy wi ↪eksze od sumy swoich cyfr.

Rozwi ↪azanie.

Niech A = anan−1 . . . a1a0 b ↪edzie liczb ↪a tak ↪a, że A = 11(a0 + a1 + · · · + an), gdzie
ai ∈ {0, 1, . . . , 9} . Z  latwości ↪a stwierdzamy, że

(10n − 11)an + (10n−1 − 11)an−1 + · · · + 89a2 = 10a0 + a1 = a0a1.

Po prawej stronie mamy liczb ↪e co najwyżej dwucyfrow ↪a (w systemie dziesi ↪etnym),
a wi ↪ec taka jest liczba stoj ↪aca po lewej stronie powyższej równości. Wynika st ↪ad,
że n 6 2. Nietrudno sprawdzić, że nie ma liczb jedno i dwucyfrowych spe lniaj ↪acych
warunki zadania, zaś dla n = 2 prosty rachunek pokazuje, że jedyn ↪a liczb ↪a jest
A = 198.
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Zadanie 2. Niech {x} oznacza cz ↪eść u lamkow ↪a liczby x. Wykazać, że jeśli {a}+ {1/a} = 1, to a
nie jest liczb ↪a wymiern ↪a.

Rozwi ↪azanie.

Przypuścimy, że dla pewnego u lamka nieskracalnego a = m/n (tzn. m, n s ↪a wzgl ↪ednie
pierwszymi liczbami ca lkowitymi) zachodzi równość {a}+ {1/a} = 1. Zauważmy, że
m/n + n/m jest wtedy liczb ↪a ca lkowit ↪a. Bez zmnieszania ogólności możemy za lożyć,
że |m| < |n|. Jednak m/n + n/m = (m2 + n2)/mn. W szczególności wynika st ↪ad,
że m | n2 oraz n | m2, a wi ↪ec 1 < |m|. Dla dowolnego dzielnika pierwszego p liczby
m mamy podzielność p | n2, czyli p | n, wbrew za lożeniu, że m i n s ↪a wzgl ↪ednie
pierwsze.

Zauważmy, że liczba a = 2 −
√

3 spe lnia równanie {a} + {1/a} = 1. �
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Zadanie 3. Wykazać, że jeśli n jest liczb ↪a naturaln ↪a oraz 0 6 x < 1, to

1 − x2n > 2nxn(1 − x).

Rozwi ↪azanie.

Skorzystamy z nierówności mi ↪edzy średni ↪a artmetyczn ↪a o średni ↪a geometryczn ↪a.

1 − x2n

1 − x
= 1 + x + x2 + · · · + x2n−1 > 2n

2n
√

1 · x · x2 . . . x2n−1

= 2n
2n
√

x1+2+···+(2n−1) = 2n
2n
√

xn(2n−1) = 2nxnx− 1
2 > 2nxn.
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Zadanie 4. Dla danej liczby naturalnej n wyznaczyć sum ↪e:

12

1 · 3
+

22

3 · 5
+ · · · +

n2

(2n− 1)(2n + 1)
.

Rozwi ↪azanie.

Zauważmy, że

k2

(2k − 1)(2k + 1)
=

1

4

(
4k2 − 1

(2k − 1)(2k + 1)
+

1

(2k − 1)(2k + 1)

)
=

1

4
+

1

8

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)
Rozważana suma Sn jest wi ↪ec równa

Sn =
n

4
+

1

8

(
1 − 1

3
+

1

3
− 1

5
+ · · · +

1

2n− 1
− 1

2n + 1

)
=

n

4
+

1

8

(
1 − 1

2n + 1

)
=

n

4
+

n

4(2n + 1)
=

n(n + 1)

2(2n + 1)
.

�

∗ ∗ ∗

Zadanie 5. Na p laszczyźnie dany jest skończony zbiór wielok ↪atów taki, że każde dwa wielok ↪aty
maj ↪a punkt wspólny. Wykazać, że istnieje prosta maj ↪aca punkty wspólne z każdym
z wielok ↪atów.

Rozwi ↪azanie.

Niech W1, W2, . . . ,Wn b ↪ed ↪a rozważanymi wielok ↪atami. Rozważmy dowoln ↪a prost ↪a
` leż ↪ac ↪a w tej samej p laszczyźnie co wielok ↪aty Wj, a nast ↪epnie zrzutujmy je prostopa-
dle na `. Oczywíscie obrazem wielok ↪ata Wj b ↪edzie pewien odcinek LjPj prostej `.
Wsród prawych końców otrzymanych rzutów wybierzmy pierwszy, powiedzmy Pk,
licz ↪ac z lewej strony. Ponieważ dowolne dwa wielok ↪aty maj ↪a punkty wspólne, wi ↪ec
ich rzuty na ` też maj ↪a punkty wspólne. St ↪ad wynika, że Pk należy do rzutu każdego
wielok ↪ata. Teraz z  latwości ↪a stwierdzamy, że prosta prostopad la do ` w punkcie Pk

przecina każdy z wielok ↪atów Wj. �
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Zadanie 6. Punkty M , P s ↪a środkami boków BC i CD wypuk lego czworok ↪ata ABCD. Wykazać,
że jeśli AP + AM = a, to czworok ↪at ABCD ma pole mniejsze niż a2/2.

Rozwi ↪azanie.

Poprowadźmy przek ↪atn ↪a BD czworok ↪ata ABCD. Oznaczmy przez K punkt przeci ↪ecia
AP z BD. Ponieważ M i P s ↪a środkami boków trójk ↪ata BCD mamy: MP ‖ BD
oraz SMKP = SMCP . Z wypuk lości czworok ↪ata ABCD wynika, że K leży mi ↪edzy A
i P , a wi ↪ec SMPC = SMKP < SAMP . Przyjmuj ↪ac, że AP = x i stosuj ↪ac nierówność
mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a i średni ↪a geometryczn ↪a otrzymujemy:

SAMCP = SAMP + SMCP < 2SAMP 6 AM · AP

= x(a− x) 6

(
x + (a− x)

2

)2

=
a2

4
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Z drugiej strony trójkaty APD i APC maj ↪a równe wysokości i podstawy (CP = PD),
a wi ↪ec ich pola s ↪a równe. Analogicznie SAMC = SAMD. Zatem

SABCD = 2SAMCP <
a2

2
.
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Zadanie 7. Niech f : R → R b ↪edzie funkcj ↪a tak ↪a, że

f(x + 1) + f(x− 1) =
√

2f(x)

dla dowolnej liczby x ∈ R. Wykazać, że f jest funkcj ↪a okresow ↪a.

Rozwi ↪azanie.

Zauważmy, że jeśli x ∈ R, to

f(x + 2) + f(x) =
√

2f(x + 1) =
√

2(
√

2f(x) − f(x− 1))

= 2f(x) −
√

2f(x− 1),

czyli

f(x + 2) = f(x) −
√

2f(x− 1).

St ↪ad wynika, że

f(x + 4) = f(x + 2) −
√

2f(x + 1)

= f(x) −
√

2(f(x− 1) + f(x + 1)) = −f(x).

czyli
f(x + 8) = −f(x + 4) = f(x).

Funkcja f(x) jest zatem okresowa, a liczba 8 jest jej okresem. �
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Zadanie 8. W czworok ↪acie ABCD o polu S obrano punkt O taki, że

OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = 2S.

Wykazać, że czworok ↪at ABCD jest kwadratem, zaś O jest jego środkiem.

Rozwi ↪azanie.

Zauważmy, że dla dowolnego trójk ↪ata XY Z jego pole można wyrazić jako po low ↪e
iloczynu d lugości ramion trójk ↪ata i sinusa k ↪ata mi ↪edzy nimi. Korzystaj ↪ac z nierówności
mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a i średni ↪a geometryczn ↪a otrzymujemy:

XY 2 + XZ2

2
> XY ·XZ > XY ·XZ sin ∠Y XZ = 2SXY Z ,

gdzie SXY Z oznacza pole trójkata XY Z. W powyższych nierównościach zachodz ↪a
równości wtedy i tylko wtedy, gdy ∠Y XZ = 90◦ oraz XY = XZ. Mamy zatem

2S = OA2 + OB2 + OC2 + OD2

=
OA2 + OB2

2
+

OB2 + OC2

2
+

OC2 + OD2

2
+

OD2 + OA2

2
> OA ·OB + OB ·OC + OC ·OD + OD ·OA

> 2SAOB + 2SBOC + 2SCOD + 2SDOA = 2S
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Widzimy, że w powyższych nierównościach musz ↪a zaj́sć równości, a wi ↪ec na mocy
wcześniejszej uwagi odleg lości punktu O od wierzcho lków czworok ↪ata s ↪a jednakowe i

∠AOB = ∠BOC = ∠COD = ∠DOA = 90◦.

St ↪ad wnosimy, że ABCD jest kwadratem.
�
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Zadanie 9. Liczby a1, a2, . . . , an (przy czym n > 2) s ↪a dodatnie oraz a1 + a2 + · · ·+ an = 1. Jak ↪a
minimaln ↪a wartość może przyj ↪ać iloczyn(

1

a1

− 1

) (
1

a2

− 1

)
. . .

(
1

an

− 1

)
?

Rozwi ↪azanie.

Wprowadźmy oznaczenia

Ai = a1 + a2 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + an oraz Pi = a1 · a2 . . . ai−1 · ai+1 . . . an,

dla i = 1, 2, . . . , n. Z nierówności mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a i średni ↪a geome-
tryczn ↪a wnynika, że Ai > (n− 1) n−1

√
Pi, a wi ↪ec(

1

a1

− 1

) (
1

a2

− 1

)
. . .

(
1

an

− 1

)
=

A1

a1

· A2

a2

· . . . · An

an

>
(n− 1) n−1

√
P1

a1

· (n− 1) n−1
√

P2

a2

· (n− 1) n−1
√

Pn

an

= (n− 1)n
n−1
√

P1P2 . . . Pn

a1a2 . . . an

= (n− 1)n.

Zauważmy, że jeśli a1 = a2 = · · · = an = 1/n, to rozważany iloczyn przyjmuje
wartość (n− 1)n.

�
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Zadanie 10. Znaleźć wszystkie liczby ca lkowite x, y, z spe lniaj ↪ace równanie:

2x4 + y4 = 7z4 .

Rozwi ↪azanie.

Liczby x = y = z = 0 stanowi ↪a oczywíscie rozwi ↪azanie równania. Udowodnimy,
że jest to jedyne rozwi ↪azanie w liczbach ca lkowitych. Przypuśćmy, że przynajmniej
jedna z liczb x, y, z jest różna od zera. Niech d b ↪edzie najwi ↪ekszym wspólnym dziel-
nikiem liczb x, y, z, tzn. x = dx′, y = dy′, z = dz′. Po podstwieniu do równania
otrzymamy d4(2x′4 + y′4) = 7d4z′4, a wi ↪ec 2x′4 + y′4 = 7z′4. Możemy wi ↪ec zak ladać,
że NWD(x, y, z) = 1. Zbadamy podzielność lewej strony równania przez 7. Poniższa
tabelka zawiera reszty z dzielenia przez 7 liczb x2, x4 oraz 2x4 w zależności od reszty
jak ↪a daje liczba x.
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x 0 1 2 3 4 5 6

x2 0 1 4 2 2 4 1
x4 0 1 2 4 4 2 1
2x4 0 2 4 1 1 4 2

Widać z niej, że lewa strona równania jest podzielna przez 7 tylko wtedy gdy obie
liczby x i y s ↪a podzielne przez 7. Wtedy jednak lewa strona jest podziela przez 74, a
wi ↪ec i liczba z musi byc podzielna przez 7. Przeczy to za lożeniu, że NWD(x, y, z) = 1.

�
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Zadanie 11. W pola kwadratowej tablicy n×n wpisano symetrycznie wzgl ↪edem g lównej przek ↪atnej
(tzn. przek ↪atnej  l ↪acz ↪acej lewy górny róg tablicy z jej prawym dolnym rogiem) liczby
1, 2, 3, . . . , n tak, że w każdej kolumnie i każdym wierszu tablicy znajduj ↪a si ↪e różne
liczby. Wykazać, że liczby na g lównej przek ↪atnej tablicy też s ↪a różne.

Rozwi ↪azanie.

W sformu lowaniu zadnia zabrak lo za lożenia, że n jest liczb ↪a nieparzyst ↪a. Dla n
parzystej można z  latwości ↪a podać przyk lad przecz ↪acy tezie zadania.

Rozważmy zatem przypadek, gdy n jest liczb ↪a nieparzyst ↪a. Przypuśćmy, że pewna
liczba j nie wyst ↪epuje na g lównej przek ↪atnej. Ze wzgl ↪edu na symetri ↪e, wyst ↪epuje ona
na tablicy parzyst ↪a liczb ↪e razy. Jest to jednak niemożliwe, bo zgodnie z za lożeniami
(patrz ↪ac na wiersze), liczba j wyst ↪epuje w każdym wierszu dok ladnie jeden raz, a
wi ↪ec dok ladnie n-razy w ca lej tablicy. Na g lównej przek ↪atnej musi wi ↪ec wyst ↪epować
każda z liczb 1, 2, . . . , n.
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Zadanie 12. Dany jest trapez ABCD (AB ‖ CD). Na podstawie AB obieramy punkt K, zaś na
podstawie CD punkt L. Niech C b ↪edzie cz ↪eści ↪a wspóln ↪a trójk ↪atów ALB i CKD.
Przy jakim po lożeniu punktów K i L figura C ma najwi ↪eksze pole?

Rozwi ↪azanie.

Niech M oznacza punkt przeci ↪ecia AL z KD, zaś N punkt przeci ↪ecia CK z BL.
Wprowadźmy oznaczenia: AB = a, CD = b AK = x, LD = y. Wówczas LC = b−y
oraz BK = a − x. Ponieważ trójk ↪aty LKM i LKD maj ↪a wspóln ↪a podstaw ↪e LK,
wi ↪ec

SLKD

SLKM

=
KD

KM
=

KM + MD

KM
= 1 +

MD

KM
= 1 +

DL

AK
=

x + y

x
.

Analogicznie otrzymujemy

SLKC

SLKN

=
a− x

(a− x) + (b− y)
.

Przyjmuj ↪ac, że h jest wysokości ↪a trapezu (odleg lości ↪a mi ↪edzy podstawami AB i
CD) otrzymujemy:

SLKM =
hy

2
· x

x + y
oraz SLKN =

h(b− y)

2
· a− x

(a− x) + (b− y)
.
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St ↪ad

SNKML =
h

2
·
(

x + y

x
+

a− x

(a− x) + (b− y)

)
Bezpośrenio można sprawdzić, że

SNKML =
h

2
·
(

ab

a + b
− (ay − bx)2

(a + b)(x + y)(a + b− x− y))

)
6

abh

2(a + b)
,

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
x

a
=

y

b
.

Ostatecznie figura C ma najwi ↪eksze pole, jeśli K i L spe lniaj ↪a zależność:

AK

AB
=

DL

DC
.
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Zadanie 13. Wyznaczyć wszystkie wielomiany anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0, gdzie ai ∈ {−1, 1}
dla i = 0, 1, . . . , n, maj ↪ace n pierwiastków rzeczywistych.

Rozwi ↪azanie.

Przypuśćmy, że wielomian anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ma n pierwiastków
rzeczywistych x1, . . . , xn. Wtedy

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 = an(x− x1) . . . (x− xn).

Bez zmniejszania ogólności rozważań możemy przyj ↪ać, że an = 1. Po wymnożeniu
prawej strony i porównaniu wspó lczynników otrzymamy

x1 + x2 + · · · + xn = ±1

oraz

x1x2 + x1x3 + · · · + xn−1xn = ±1

St ↪ad obliczamy

x2
1 + x2

2+ · · · + x2
n =

(x1 + x2 + · · · + xn)2 − 2(x1x2 + x1x3 + · · · + xn−1xn) = 1 ± 2.

Ponieważ suma kwadratów jest nieujemna, wi ↪ec z powyższego wynika, że

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n = 3.

Z nierówności mi ↪edzy średni ↪a arytmetyczn ↪a i średni ↪a geometryczn ↪a (uwzgl ↪edniaj ↪ac
fakt, że x1x2 . . . xn = ±1) wynika, że

3

n
=

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n

n
> n

√
x2

1x
2
2 . . . x2

n = 1.

Tak wi ↪ec n 6 3. Dla n = 3 z powyższych nierówności wynika, że x2
i = 1 dla

i = 1, 2, 3, a wi ↪ec xi = ±1. Należy rozważyć tylko wielomiany: ±(x − 1)3,±(x +
1)3,±(x− 1)(x + 1)2,±(x + 1)(x− 1)2. Dwa ostatnie wielomiany spe lniaj ↪a warunki
zadania. Z  latwościa sprawdzamy, że wsród ośmiu wielomianów stopnia drugiego o
wspó lczynnikach równych ±1 pierwistki rzeczywiste maj ↪a nast ↪epuj ↪ace: ±(x2 − x −
1),±(x2 + x− 1). Dla n = 1 mamy oczywíscie cztery kolejne wielomiany spe lniaj ↪ace
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warunki zadania: ±(x + 1) i ±(x − 1). Ostatecznie warunki zadania spe lnia 12
wielomianów. �

∗ ∗ ∗

Zadanie 14. Niech p > 3 b ↪edzie liczb ↪a pierwsz ↪a. Wiadomo, że pewna pot ↪ega liczby p ma 20 cyfr.
Wykazać, że wśród tych cyfr przynajmniej trzy s ↪a jednakowe.

Rozwi ↪azanie.

Przypuśćmy, że żadna z dwudziestu cyfr rozważanej pot ↪egi pm liczby pierwszej
p > 3 nie powtarza si ↪e trzy razy. Oznacza to, że każda z cyfr wyst ↪epuje dwukrotnie.
W szególności suma cyfr liczby pm wynosi 2(1 + 2 + · · · + 9) = 90, a wi ↪ec jest
podzielna przez 9. St ↪ad wynika, że liczba pm jest podziela przez 9, co jest oczywíscie
niemożliwe. �
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Zadanie 15. W przestrzeni wybrano 2n punktów tak, że żadne cztery nie leż ↪a w jednej p laszczyźnie.
Nast ↪epnie po l ↪aczono pewne punkty tworz ↪ac n2 + 1 odcinków. Wykazać, że pewne
trzy odcinki tworz ↪a trójk ↪at.
Rozwi ↪azanie.

Rozważmy punkt A z którego wychodzi najwi ↪ecej odcinków. Powiedzmy, że z A
wychodzi k odcinków. Punkty po l ↪aczone z A oznaczmy kolejno przez B1, B2, . . . , Bk.
Pozosta le punkty (jest ich 2n − k − 1) przez C1, C2, . . . , C2n−k−1. Jeśli pewna dwa
punkty Bi i Bj s ↪a po l ↪aczone, to mamy oczywíscie trójk ↪at ABiBj. Za lóżmy, że nie ma
po l ↪aczeń mi ↪edzy punktami B1, B2, . . . , Bk. Oszacujemy teraz z góry liczb ↪e po l ↪aczeń.
Każdy z punktów Bi jest po l ↪aczony wtedy z punktem A oraz z co najwyżej 2n−k−1
punktami spośród punktów C1, C2, . . . , C2n−k−1. Każdy z punktów Cj jest po l ↪aczony
z nie wi ↪ecej niż k innymi punktami. Dodaj ↪ac do tego k odcinków wychodz ↪acych z A
otrzymujemy, że liczba poprowadzonych odcinków nie przekracza;

1

2
(k(2n− k) + (2n− k − 1)k + k) = k(2n− k) 6

(
k + (2n− k)

2

)2

= n2,

wbrew za lożeniu, że poprowadzono n2+1 odcinków. Mi ↪edzy punktami B1, B2, . . . , Bk

musi istnieć zatem po l ↪aczenie.
�
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