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Podlaski Konkurs Matematyczny 2006

Rozwiazania zadan przygotowawczych - klasy drugie

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne, ktore sa 11 razy wieksze od sumy swoich cyfr.

Rozwigzanie.

Niech A = @,a,_1-.-aiao bedzie liczba taka, ze A = 11(ag+ a1 + - - + a,), gdzie
a; €{0,1,...,9} . Z latwoscia stwierdzamy, ze

(10" — 11)a, + (10" = 11)a,_1 + - - - + 89ay = 10ay + a; = Goa;.

Po prawej stronie mamy liczbe co najwyzej dwucyfrowa (w systemie dziesietnym),
a wiec taka jest liczba stojaca po lewej stronie powyzszej réwnosci. Wynika stad,
ze n < 2. Nietrudno sprawdzi¢, ze nie ma liczb jedno i dwucyfrowych spetniajacych
warunki zadania, za$ dla n = 2 prosty rachunek pokazuje, ze jedyna liczba jest
A =198.

OJ

Niech {x} oznacza czes¢ ulamkowa liczby x. Wykazaé, ze jesli {a} +{1/a} =1, toa
nie jest liczba wymierna.

Rozwigzanie.

Przypuscimy, ze dla pewnego utamka nieskracalnego a = m/n (tzn. m, n sa wzglednie
pierwszymi liczbami catkowitymi) zachodzi réwnosé {a} + {1/a} = 1. Zauwazmy, ze
m/n+n/m jest wtedy liczba catkowita. Bez zmnieszania ogélnosci mozemy zalozy¢,
ze |m| < |n|. Jednak m/n + n/m = (m?* + n?)/mn. W szczegélnosci wynika stad,
ze m | n? oraz n | m?, a wiec 1 < |m|. Dla dowolnego dzielnika pierwszego p liczby
m mamy podzielno$¢ p | n?, czyli p | n, wbrew zalozeniu, ze m i n sa wzglednie
pierwsze.

Zauwazmy, ze liczba a = 2 — /3 spelnia réwnanie {a} + {1/a} = 1. O

X 3k ok

Wykazaé, ze jesli n jest liczba naturalng oraz 0 < z < 1, to

1— 2 > 2n2™(1 — 7).

Rozwigzanie.
Skorzystamy z nieréwnosci miedzy Srednia artmetyczna o $rednia geometryczna.
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Dla danej liczby naturalnej n wyznaczy¢ sume:

12 22 n2
T3 35 T @Dt

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze

k2 1 4k — 1 1
Qk—1)2k+1) 4 ((% D)@k T @k =@k 1))
1

1 1 1
:4+§(2k—1_2k+1>
Rozwazana suma S, jest wiec réwna

n 1 1 1 1 1 1
Sn:z+§(“5*3‘5*“'*%_1‘2”“)

n

4

1 1 n n _n(n+1)
+§(l_ )_Z+4(2n+1)_2(2n+1)'

Na plaszczyznie dany jest skonczony zbior wielokatow taki, ze kazde dwa wielokaty
maja punkt wspolny. Wykazaé, ze istnieje prosta majaca punkty wspolne z kazdym
z wielokatow.

Rozwigzanie.

Niech Wy, Ws, ..., W, beda rozwazanymi wielokatami. Rozwazmy dowolna prosta
¢ lezaca w tej samej plaszczyznie co wielokaty W, a nastepnie zrzutujmy je prostopa-
dle na ¢. Oczywiscie obrazem wielokata W; bedzie pewien odcinek L;P; prostej £.
Wsréod prawych koncéw otrzymanych rzutéw wybierzmy pierwszy, powiedzmy P,
liczac z lewej strony. Poniewaz dowolne dwa wielokaty maja punkty wspdlne, wiec
ich rzuty na ¢ tez maja punkty wspdlne. Stad wynika, ze P nalezy do rzutu kazdego
wielokata. Teraz z latwoscia stwierdzamy, ze prosta prostopadta do ¢ w punkcie Py
przecina kazdy z wielokatéw W;. 0

Punkty M, P sa $rodkami bokéw BC'i C'D wypuktego czworokata ABC'D. Wykazaé,
ze jesli AP + AM = a, to czworokat ABC'D ma pole mniejsze niz a?/2.

Rozwigzanie.

Poprowadzmy przekatna BD czworokata ABC'D. Oznaczmy przez K punkt przeciecia
AP 7z BD. Poniewaz M i P sa $rodkami bokéw tréjkata BC'D mamy: MP || BD
oraz Syxp = Sucep. Z wypuklosci czworokata ABC'D wynika, ze K lezy miedzy A
i P, awiec Syype = Sykp < Samp. Przyjmujac, ze AP = x i stosujac nierownosé
miedzy srednia arytmetyczna i Srednia geometryczna otrzymujemy:

Samvcep = Samp + Suep < 25amp < AM - AP

—2(a—2) < (wy:“{
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Z drugiej strony tréjkaty APD i APC maja réwne wysokosci i podstawy (CP = PD),

a wiec ich pola sa rowne. Analogicznie Sayc = Saypp. Zatem
a2
Sapcp = 2S5amcp < CR

Niech f: R — R bedzie funkcja taka, ze

[+ 1)+ fx = 1) = V2f(x)
dla dowolnej liczby x € R. Wykazaé, ze f jest funkcja okresowa.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze jesli z € R, to
fle+2) + f(z) = V2f(z +1) = V2(V2f(2) — f(z — 1))
— 2f() — V2 (x — 1),

czyli

flz+2) = fz) = V2f(x — 1),
Stad wynika, ze

flo+4) = flx+2) —V2f(x +1)
= f(@) = V2f(x = 1) + fz + 1) = —f(a).

czyli

fl@+8) =—flz+4) = f(a).

Funkcja f(z) jest zatem okresowa, a liczba 8 jest jej okresem.

X 3k ok

W czworokacie ABC'D o polu S obrano punkt O taki, ze
OA*+ OB* + 0C* + OD* = 25.
Wykazaé, ze czworokat ABCD jest kwadratem, zas O jest jego srodkiem.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze dla dowolnego trojkata XY Z jego pole mozna wyrazi¢ jako polowe
iloczynu dtugosci ramion tréjkata i sinusa kata miedzy nimi. Korzystajac z nieréwnosci

miedzy Srednia arytmetyczna i Srednia geometryczna otrzymujemy:
XY?+ XZ?

5 > XY - XZ 2 XY -XZsinZYXZ =2Sxyyz,

gdzie Sxyz oznacza pole tréjkata XY Z. W powyzszych nieréwnosciach zachodza

rownosci wtedy i tylko wtedy, gdy £Y XZ = 90° oraz XY = XZ. Mamy zatem

25 = 0A?> + OB?*+ 0OC? + OD?

OA2+0B?2 OB2+0C%? OC?2+0D?> OD?+0A?
- 2 + 2 + 2 + 2
OA-OB+OB-0C+0C-0D + 0D -0A

25408 + 2Spoc + 25cop + 25poa = 25

VoWV
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Widzimy, ze w powyzszych nieréwnosciach musza zaj$¢ rownosci, a wiec na mocy
wczesniejszej uwagi odlegloéci punktu O od wierzchotkow czworokata sa jednakowe i

LAOB = /ZBOC = ZCOD = £ZDOA = 90°.

Stad wnosimy, ze ABCD jest kwadratem.

Liczby ay, as, ..., a, (przy czym n > 2) sa dodatnie oraz a; +as + - - -+ a, = 1. Jaka
minimalna wartos¢ moze przyjac iloczyn

)2

Wprowadzmy oznaczenia

Rozwigzanie.

Ai=ay+as+---+ai1+a1+--+a,oraz P,=ay-as...a; 1 Qg1 ... a0y,

dla ¢« = 1,2,...,n. Z nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna i Srednia geome-
tryczna wnynika, ze A; > (n — 1) "V/P;, a wiec

GGG
——1 _1.. -1 )=—— ... . —
ai 5) Qnp, a; Qg an,

>
aq (05} Qp,
VPP .. P
=(n—1)" 2T (= 1),
a1ao . ..0Ay
Zauwazmy, ze jeSli a; = ay = -+ = a, = 1/n, to rozwazany iloczyn przyjmuje
warto$¢ (n — 1)™.
OJ
* K k

Zmalez¢ wszystkie liczby catkowite z,y, 2z spelniajace réwnanie:
20t + ot =724

Rozwigzanie.

Liczby x = y = z = 0 stanowia oczywiscie rozwigzanie rownania. Udowodnimy,
ze jest to jedyne rozwiazanie w liczbach calkowitych. Przypusémy, ze przynajmniej
jedna z liczb x,y, z jest r6zna od zera. Niech d bedzie najwigkszym wspélnym dziel-
nikiem liczb x,y, z, tzn. = = da’, y = dy’, z = dz’. Po podstwieniu do réwnania
otrzymamy d*(2z'* + y'*) = 7d* 2", a wiec 22" 4+ y'* = 72'*. Mozemy wiec zakladac,
ze NWD(z,y,z) = 1. Zbadamy podzielnosé¢ lewej strony réwnania przez 7. Ponizsza
tabelka zawiera reszty z dzielenia przez 7 liczb 22, x* oraz 22* w zaleznosci od reszty
jaka daje liczba x.
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Widaé z niej, ze lewa strona réwnania jest podzielna przez 7 tylko wtedy gdy obie
liczby « i y sa podzielne przez 7. Wtedy jednak lewa strona jest podziela przez 74, a
wiec i liczba z musi byc podzielna przez 7. Przeczy to zatozeniu, ze NW D(x,y, z) = 1.

O

W pola kwadratowej tablicy nxn wpisano symetrycznie wzgledem gtownej przekatne;j
(tzn. przekatnej laczacej lewy gérny rég tablicy z jej prawym dolnym rogiem) liczby
1,2,3,...,n tak, ze w kazdej kolumnie i kazdym wierszu tablicy znajduja sie rézne
liczby. Wykazaé, ze liczby na gléwnej przekatnej tablicy tez sa rozne.

Rozwigzanie.

W sformutowaniu zadnia zabraklo zalozenia, ze n jest liczba nieparzysta. Dla n
parzystej mozna z latwoscia podac przykiad przeczacy tezie zadania.

Rozwazmy zatem przypadek, gdy n jest liczba nieparzysta. Przypusémy, ze pewna
liczba j nie wystepuje na gtownej przekatnej. Ze wzgledu na symetrie, wystepuje ona
na tablicy parzysta liczbe razy. Jest to jednak niemozliwe, bo zgodnie z zalozeniami
(patrzac na wiersze), liczba j wystepuje w kazdym wierszu dokladnie jeden raz, a
wiec doktadnie n-razy w calej tablicy. Na gléwnej przekatnej musi wiec wystepowad
kazda z liczb 1,2, ..., n.

OJ

Dany jest trapez ABCD (AB || CD). Na podstawie AB obieramy punkt K, zas na
podstawie C'D punkt L. Niech C bedzie czescia wspdlna tréjkatow ALB i CKD.
Przy jakim polozeniu punktéow K i L figura C ma najwieksze pole?

Rozwigzanie.

Niech M oznacza punkt przeciecia AL z KD, zas N punkt przeciecia CK z BL.
Wprowadzmy oznaczenia: AB =a, CD =0 AK =x, LD =y. Wéwczas LC =b—y
oraz BK = a — x. Poniewaz tréjkaty LKM i LK D maja wspdlna podstawe LK,
wiec

Analogicznie otrzymujemy

SLKC a—

Sekny (a—2)+(b—y)
Przyjmujac, ze h jest wysokoscia trapezu (odlegloscia miedzy podstawami AB i
CD) otrzymujemy:
hy x h(b —y) a—z

2 x—l—yoraZSLKN: 2 .(a—:c)—l—(b—y)'

SLKM =
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Stad

_h (xz+y a—x
Sk = 5 ( v +<a—x>+<b—y>>

Bezposrenio mozna sprawdzi¢, ze

(b (oy — bu)” o
SNKML—2 (a—l—b (a+b)(x+y)(a+b—x_y>)><2(a+b)’

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Y
a b
Ostatecznie figura C ma najwieksze pole, jesli K i L spehiaja zaleznos¢:
AK DL
AB ~ DC’
OJ
% % %

Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany a,z" +a, 12" '+ - - +a1x +ag, gdzie a; € {—1,1}
dlat=0,1,...,n, majace n pierwiastkéw rzeczywistych.

Rozwigzanie.

Przypusémy, ze wielomian a,x" + a,_ 12" ' + - - + a1z + ap ma n pierwiastkéw
rzeczywistych xq, ..., x,. Wtedy

2™ + Q2"+ ag = an(r —11) .. (T — 2).

Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze a, = 1. Po wymnozeniu
prawej strony i porownaniu wspétczynnikow otrzymamy

T+ x4+ x, = E1

oraz
T1r9 + 123+ -+ Tp12, = E£1
Stad obliczamy
T+t =
(1 4+ a9+ +2,)* = 2129 + 1923 + - + 2y 17,) = 12,

Poniewaz suma kwadratéw jest nieujemna, wiec z powyzszego wynika, ze

i+t =3
Z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i Srednia geometryczna (uwzgledniajac
fakt, ze z12z5 ...z, = £1) wynika, ze

3 af4ai+---+al

= > {alxl. a2 =1
1 2--- .
n n "

Tak wiec n < 3. Dla n = 3 z powyzszych nieréwnoéci wynika, ze z7 = 1 dla
i =1,2,3, a wiec z; = +1. Nalezy rozwazy¢ tylko wielomiany: +(z — 1)3, +(x +
13, +(z — 1)(x + 1)%, +(x + 1)(x — 1)?. Dwa ostatnie wielomiany spehiaja warunki
zadania. 7 tatwoscia sprawdzamy, ze wsrod osmiu wielomianow stopnia drugiego o
wspétezynnikach réwnych +1 pierwistki rzeczywiste maja nastepujace: +(x? —x —
1),£(z*+x —1). Dlan = 1 mamy oczywiscie cztery kolejne wielomiany spehiajace
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warunki zadania: +(x + 1) i £(z — 1). Ostatecznie warunki zadania spetnia 12
wielomianéw. O

Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Wiadomo, ze pewna potega liczby p ma 20 cyfr.
Wykazaé, ze wsrdd tych cyfr przynajmniej trzy sa jednakowe.

Rozwigzanie.

Przypusémy, ze zadna z dwudziestu cyfr rozwazanej potegi p™ liczby pierwszej
p > 3 nie powtarza sie trzy razy. Oznacza to, ze kazda z cyfr wystepuje dwukrotnie.
W szegélnosci suma cyfr liczby p™ wynosi 2(1 + 2 + --- +9) = 90, a wiec jest
podzielna przez 9. Stad wynika, ze liczba p™ jest podziela przez 9, co jest oczywiscie
niemozliwe. 0

W przestrzeni wybrano 2n punktéw tak, ze zadne cztery nie leza w jednej plaszczyznie.
Nastepnie polaczono pewne punkty tworzac n? + 1 odcinkéw. Wykazaé, ze pewne
trzy odcinki tworza tréjkat.

Rozwigzanie.

Rozwazmy punkt A z ktorego wychodzi najwiecej odcinkéw. Powiedzmy, ze z A
wychodzi k odcinkéw. Punkty polaczone z A oznaczmy kolejno przez By, Bs, ..., By.
Pozostale punkty (jest ich 2n — k — 1) przez C1,Cs, ..., Cyyk—1. Jesli pewna dwa
punkty B; i B; sa polaczone, to mamy oczywiscie trojkat AB;B;. Zalézmy, ze nie ma
polaczen miedzy punktami By, Bs, ..., By. Oszacujemy teraz z géry liczbe potaczen.
Kazdy z punktéw B; jest polaczony wtedy z punktem A oraz z co najwyzej 2n—k—1
punktami sposréd punktéw Cf, Cs, . .., Cop—p—1. Kazdy z punktéw Cj jest polaczony
z nie wiecej niz k innymi punktami. Dodajac do tego k odcinkéw wychodzacych z A
otrzymujemy, ze liczba poprowadzonych odcinkéw nie przekracza;

1 k4 (2n—k)\?
§(k(2n—k)+(2n—k—1)k+k) =k(2n—k) < <¥> =n?
wbrew zalozeniu, ze poprowadzono n?+1 odcinkéw. Miedzy punktami By, Bs, . .., By
musi istnie¢ zatem polaczenie.

O



