Zadanie 1.

Zadanie 2.

ROZWIAZANIA ZADAN
PRZYGOTOWAWCZYCH - 2005

KLASY DRUGIE

Czy liczba m = 100...005 00...00 1 moze by¢:

n zer n zer

a) kwadratem liczby naturalnej,
b) sze$cianem liczby naturalnej?

Rozwigzanie.
a) Zauwazmy, ze
100...004 00...004 < 100...00500...001 < 100...006 00...00 9.
S—— = S—— —— =
F AT — . n+1 2n+2 _ n+1\2 —
Z drugiej strony 100...00400...004 = 4 +4 - 10" 4+ 10 (2 4+ 10" m

n zer n zer

. n+1 2n+2 — . n+1 2n+2 __ n+1)2
I1+5-10"" +10 oraz 100...00600...009 = 9+6-10""" + 10 (34107

n zer n zer

Tak wiec
(24 10" <m < (34 10"TH)2

Stad wynika, ze m nie jest kwadratem liczby naturalnej (jako liczba miedzy kwadra-
tami dwéch kolejnych liczb naturalnych).

b) Z réwnosci (3k+1)® = 27k3+27k*r +9kr? 4+ r® wynika, ze szescian liczby catkowitej
przy dzieleniu przez 9 moze dawaé reszte 0, 1 lub 8. Jednak m = 1+5-10"T1 410272 =
1+5-(941)"" + (94 1)*"2 = 9s + 7, dla pewnej liczby naturalnej s. Tak wiec m
nie jest sze$cianem liczby naturalne;j. U

Xk ok

Ile cyfr ma najmniejsza liczba naturalna podzielna przez 275, ktérej suma cyfr jest
réwna 2757

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze 275 = 25-11. Wykorzystamy nastepujaca ceche podzielnosci przez 11:

Liczba N = cpcp_q ... cocico jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
S(N)=co—c1+4 o — -+ (—1)"¢y jest podzielna przez 11.

Dowdd powyzszej cechy wynika stad, ze N = cy+c¢;- 10+ ¢y - 102+ -+ ¢, - 10" =
coter-(11—=1)+ep- (11 =12+ 4, - (11=1)" =11k +co—c1+co— -+ (—1)"cy,
dla pewnej liczby catkowitej k.

Oznaczmy przez S(N) sume cyfr zapisu dziesietnego liczby N. Zauwazmy, ze S(N)+
§(N) =2(co+ca+cq+...) jest zawsze liczba parzysta. Jezeli N jest taka liczba, ze
S(N) =275, to S (N) jest liczba nieparzysta. Jezeli dodatkowo N jest podzielna przez
11, to na podstawie powyzszej cechy, g(N) > 11 lub g(N) < —11. Udowodnimy, ze
liczba spetiajaca warunki zadania nie moze mie¢ mniej niz 33 cyfry. Poniewaz jest
ona podzielna przez 25, wiec ma ona jedna z czterech postaci:

N =c,cp_1...0500 lub N = ¢,,c—1 ... 225 lub
1



Zadanie 3.

N =cpcp_1...c501lub N =c¢,cp_q...¢c075,

gdzie ¢; € {0,1,2,...,9}. Zalézmy, ze n < 31. Jezeli §(N) > 11, to z powyzego
wynika, ze
275+ 11
cotcot+-+cgt+--+ez 2 72143

Jednak ¢q € {0,5}, wiec ¢ + - - + e+ -+ ez > 138, Jest to niemozliwe, gdyz
15-9 = 135. W przypadku, gdy S(N) < 11 rozwazamy réznice S(N) — S(N) =
2(cy + ¢34+ ¢5 + ...). Podobnie jak wyzej, uwzgledniajac fakt, ze ¢; € {0,2,5,7}
otrzymujemy

cs+es+---4c31 =143 —-7=136 > 159,

co jest niemozliwe. Nie istnieje zatem mniej niz 33 cyfrowa liczba podzielna przez
275 o sumie cyfr rownej 275. 7Z powyzszej cechy podzielnosci przez 11 wynika, ze
liczba

N =281 99...99 950

28 dziewiatek

jest podzielna przez 11 (bo §(N) = —5+9—1+8 = 11) oraz oczywiscie przez
25. Ponadto S(N) =549+ 28-9+ 1+ 8 = 275. Ostatecznie, najmniejsza liczba
podzielna przez 275 o sumie cyfr 275 ma 33 cyfry. 0

Xk ok

a) Wykazaé, ze liczba a = 0,12345...101112. .., powstala przez wypisanie po prze-
cinku wszystkich kolejnych liczb naturalnych, jest niewymierna.

b) Wykazaé, ze liczba b = 0,2481632...10242048 . .., powstala przez wypisanie po
przecinku wszystkich kolejnych poteg dwdjki, jest niewymierna.

Rozwigzanie

Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Liczba 0, cicocs . . ., gdzie ¢; € {0,1,2,...,8,9}, jest wymierna wtedy i tylko wtedy,
gdy ciag {c,} jest okresowy od pewnego miejsca, tzn. istniejq liczby naturalne ng oraz
T takie, Ze cpor = Cpy dla m = nyg.

a) W ciagu kolejnych cyfr liczby a wystepuja np. dowolnie dlugie ciagi kolejnych
zer, kolejnych jedynek, itp. Ciag cyfr liczby a nie jest zatem od Zadnego miejsca
okresowy. Liczba a jest wobec tego niewymierna.

b) Niech {b,} bedzie ciagiem kolejnych cyfr po przecinku liczby b, tzn. by = 2,by =
4,b3 = 8,0y = 1,b5 = 6,... . Dowdd oprzemy na dwoch tatwych do zauwazenia
faktach:

(1) Dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje potega dwdjki majaca w zapisie dzie-
sietnym doktadnie k cyfr;

(2) Jesli £(m) oznacza pierwsza (liczac od lewej strony) cyfre zapisu dziesietnego
liczby naturalnej m, to £(m) # £(2m).

Przypuséémy, ze ciag {b,} jest okresowy od pewnego miejsca. Niech b, 7 = b, dla
m > ng. Na podstawie (1) wéréd poteg dwdjki wypisywanych na prawo od pozy-
cji ng mozemy wybraé taka, ktérej liczba cyfr w zapisie dziesietnym jest calkowita
wielokrotnoscia liczby T. Zalézmy, ze zaczynajac od k-tej pozycji (k > ng) wy-
pisywana jest sT' cyfrowa potega 2". Wtedy zgodnie z przyjetymi oznaczeniami:
b = (27) oraz byysr = €(2""1). Poniewaz T jest okresem ciagu {b,} otrzymujemy
b = brysT, czyli £(27) = £(2"11). Przeczy to jednak (2).



Zadanie 4.

Zadanie 5.

Dla danej liczby naturalnej n wyznaczy¢ maksymalna potege dwojki dzielaca liczbe
™ —1.

Rozwiqzanie

Rozwiazanie oprzemy na znanej tozsamosci:
a" —1=(a—1)(a" ' +a" 2+ - +a+1).

Przypuéémy, ze n = 2¥s, gdzie k > 0 oraz s jest liczba nieparzysta. Z powyzszej
tozsamosci wynika, ze

T = (72k)5 —1= (72" o 1)<72k(s—1) + 72k(s—2) N 72k + 1)

Drugi czynnik powyzszego rozkladu jest liczba nieparzysta (jako suma nieparzystej
liczby nieparzystych sktadnikéw), wiec wystarczy znalezé najwyzsza potege dwojki
dzielaca liczbe 72° — 1. Niech zatem oy bedzie takie, ze

72 1 = 2%m,

gdzie m jest liczba nieparzysta. Korzystajac ze wzoru dwumiennego Newtona otrzy-
mujemy dla k£ > 1

72k+1_(8—1)2k+1—82k—<1>82k‘1+~~—<2k_1>8+1+1_2l,

gdzie [ jest liczba nieparzysta. Mamy wiec
72k+1 . 1 _ (72k i 1)(7276 + 1) — 2ak+1ml7

czyli ag1 = ai + 1. Poniewaz a; = 3, wiec z tatwoscia otrzymujemy, ze o = k + 2,
dla £ > 1.
Ostatecznie ag = 1 oraz a, = k+ 2, dla k > 1.
O

Zbior M skiada sie z 2005 réznych liczb naturalnych. Wykazaé, ze mozna wybraé
trzy rézne liczby a, b, c € M takie, ze a(b — ¢) dzieli sie przez 2005.

Rozwigzanie

Mozliwe sa dwa przypadki:

(1) Liczby ze zbioru M daja rézne reszty z dzielenia przez 2005;

(2) Istnieja dwie liczby (oznaczmy je przez b i ¢) dajace taka sama reszte z dzielenia
przez 2005.

W przypadku (1) istnieje w zbiorze M liczba a podzielna przez 2005. Wtedy dla
dowolnych b, ¢ € M mamy podzielno$é a(b—c) przez 2005. Jesli zas zachodzi sytuacja
(2), to b — ¢ dzieli sie przez 2005, a wiec dla dowolnej liczby a € M mamy 2005 |
a(b—c).

]
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Zadanie 6.

Zadanie 7.

Zadanie 8.

Prostokaty P, P, ..., P, pokrywaja catkowicie figure F o polu 1. Wykazaé, ze przy-
najmniej jeden z tych prostokatéw ma obwd6d nie mniejszy od 4/+/n.

Rozwigzanie

Oszacujemy najpierw pole dowolnego prostokata wzgledem jego obwodu. Niech a,b
sa dlugosciami bokéw prostokata o obwodzie p. Stosujac nieréwnos$¢ miedzy $rednimi
arytmetyczna i geometryczna otrzymujemy:

b 2
ab<<a;r > = p*/16,

Wynika stad, ze kazdy prostokat o obwodzie mniejszym od 4/y/n ma pole mniejsze
od 1/n. Poniewaz prostokaty Pi, P, ..., P, pokrywaja calkowicie figure F o polu 1,
wiec wéréd nich musi istnieé¢ przynajmniej jeden o obwodzie nie mniejszym od 4/y/n.

O

Rozwigzaé réwnania:
a) (t—2)°+ (x—4)°=64 b)Vr—Vr+l—-Var+4+/r+9=0

Rozwiqzanie

a) Podstawiajac y = x — 3 réwnanie przyjmuje postaé¢ (y — 1) + (y + 1)® = 64. Po
przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie y° + 15y* + 1592 — 31 = 0. Rozkladajac
lewa strone na czynniki otrzymujemy postaé¢ réwnowazna:

(y—D(y+1)(y* + 16y> + 31) = 0.
Sdad z tatwoscia wnioskujemy, ze y = —1 lub y = 1, czyli z = 2 lub x = 4.
b) Zauwazmy, ze x > 0. Zapiszmy réwnanie w postaci:
Vi+vVe+9=vr+1+vVae+4

Podnoszac obustronnie do kwadratu, po uproszczeniach otrzymamy 2 + /22 + 9z =
Va2 + 5r + 4. Podnoszac raz jeszcze ostatnie réwnanie obustronnie do kwadratu
otrzymamy x + Va2 + 9z = 0. Poniewaz x > 0, wiec z ostatniej zaleznosci wynika,
ze x = 0 jest jedynym rozwiazaniem naszego réwnania. 0

X %k ok

a) Wielomian W (x) stopnia 2n + 1 ma wspdlczynniki catkowite. Wykazaé, ze jesli
istnieja rézne liczby catkowite xy, xs, ..., 9,1 takie, ze

(W(z)| = [W(ws)| = - = [W(zan)| = 1,

to W (x) nie jest iloczynem dwdéch wielomianéw dodatnich stopni o wspédlezynnikach
catkowitych.

b) Niech W(z) bedzie wielomianem stopnia 7 o wspélczynnikach catkowitych. Wy-
kazac, ze jesli istnieje pie¢ réznych liczb catkowitych 1, xo, ..., x5 takich, ze

(W (z1)| = [W(xo)| = - = [W(zs)| =1,

to W (x) nie jest iloczynem dwéch wielomianéw dodatnich stopni o wspélezynnikach
catkowitych.

Rozwiqzanie

Skorzystamy z nastepujacej wlasnosci wielomianéw:



Zadanie 9.

5

(*) Jezeli W (z) jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia n oraz

T1,Ta, ..., X ToZRYymMI liczbami takimi, ze W (xy) = W(xy) = -+ = W(xg) = a, to
k< n.
Wtasno$é¢, ta wynika z faktu, ze xq1, 9, ...,z sa roznymi pierwiastkami wielomianu

W(x) —a, a wiec W(x) — a jest podzielny przez (v — z1)(x — x2) ... (x — zx).

a) Przypusémy, ze W (z) = P(z)Q(x) dla pewnych wielomianéw P(z), Q(z) o wspét-
czynnikach calkowitych i majacych dodatnie stopnie. Suma stopni tych wielomiandéw
wynosi 2n + 1, wiec jeden z nich ma stopien nie wiekszy niz n. Niech np. stopien
P(z) < n. Poniewaz dla i = 1,2,...,2n + 1, |P(x;)| - |Q(x;)| = 1 oraz P(z;), Q(z;)
sa liczbami catkowitymi, wiec |P(x;)| = 1. Oznacza to, ze liczby 1, s, ..., Zo, 1 S8
pierwiastkami wielomianu P(z)? — 1 stopnia < 2n, co jest niemozliwe.

b) Zalézmy, ze W (z) = P(z)Q(z) dla pewnych wielomianéw P(x), Q(z) o wspdlczyn-
nikach catkowitych i majacych dodatnie stopnie. Podobnie jak w a) mozemy zalozy¢,
ze P(x) ma stopienn < 3. Wtedy dlai = 1,2,...,5, P(z;) = —1 lub P(z;) = 1. Z
whasnosci (*) wynika, ze dla doktadnie trzech réznych wartosci ¢ P(x;) jest réwne
jednoczesnie —1 lub 1. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy przyjaé, ze P(z;) =
P(xy) = P(x3) = —1, 1 < 29 < w3 oraz P(xy) = P(x5) = 1. Wowczas P(z) +1 =
a(x — x1)(z — x2)(x — x3), gdzie a jest liczba calkowita. Podstawiajac z = x4 oraz
x = x5 1 uwzgledniajac to, ze P(xy) = P(x5) = 1 otrzymamy réwnosci

a(xy — x1)(xy — w2) (14 — x3) = 2 Oraz a(rs — 1) (x5 — x2) (x4 — 23) = 2.

Zauwazmy, ze zgodnie z przyjetymi zalozeniami x4 — 1 > x4 — X9 > x4 — T3 Oraz
T5 — X1 > Ty — To > x5 — x3. 4 drugiej strony jedynym rozktadem liczby w postaci
iloczynu trzech réznych czynnikéw jest (—2) - (—1)-1 =2, awieca=11luba=—1
oraz x4 — r1 = 5 — xr1. Stad x4 = x5, co przeczy zalozeniom zadania.

O

Dla danej liczby naturalnej n > 2 rozwiazaé¢ uklad réwnan:

$2:2$%—1
1'3:21'%—1

Rozwiqzanie

Zauwazmy najpierw, ze jesli |z| > 1, to 222 — 1 > z. (dokladniej, zbiorem rozwiazan
nieréwnosci 222 — 1 > z jest (—oo, —3) U (1,400)). Tak wiec, jesli |z1] > 1, to
T9 = 222 — 1> 1 oraz x9 > x;. Z tych samych powodéw x3 > w3,..., T, > T, 1 oraz
r1 > T, a wiec sprzecznosé. Zatem rozwazany uklad nie ma rozwiazan takich, ze
|.1'1‘ > 1.

Niech wobec tego |z1] < 1. Istnieje wtedy liczba t € R taka, ze x; = cost. Z
tozsamosci cos 2t = 2 cos?t — 1 wynika kolejno, ze xy = cos2t, x5 = cos 2%, ..., x, =

cos 2"t i w koricu z; = cos 2"t. Musi wiec zachodzié¢ réwnosé:

cost = cos 2™t.

Korzystajac z tozsamosci cos a — cos f = —2sin 2= a+5

2"+ 1)t 2" — 1)t
sm( ;)sin( 5 ) =0.

sin 2= otrzymujemy




Zadanie 10.

Stad wnosimy, ze t = 22 lub t = 28 dla pewnej liczby catkowitej k. Ostate-

241 2n—1
. . . . . . . . o iferr
cznie, rozwazany uktad spelnlaja ciagi (x1,e,...,x,) takie, ze x; = cos iy dla

 — _ 2ikr . _
i=1,2,...,nlub x; =cos 575 dlai=1,2,... ,n.

Nalezy jeszcze rozstrzygna¢ dla jakich wartosci k otrzymujemy rézne rozwiazania
uktadu. Podobnie jak wyzej stwierdzamy, ze rownos¢:

2k 2lm
cos2n_i_1 —C082n+1
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(k+D)m (k—U)m
— = lub —— =
P S T

dla pewnej liczby catkowitej s. Ostatni warunek jest rownowazny temu, ze jedna z
liczb k + [ lub k — [ jest calkowita wielokrotnoscia liczby 2™ + 1. Teraz z tatwoscia
zauwazamy, ze dla k = 0,1,...,2" ! odpowiadajace wartodci z; sa parami rézne.
Analogicznie otrzymujemy, ze wszystkie rézne wartosci w ciagu {cos Q?ffl} uzykujemy
przyjmujac [ = 0,1,...,2"! — 1. Zauwazmy ponadto, ze dla 1 < k < 2" oraz
1 <1< 2" ! —1 nie moze zajé¢ réwnosé:

2km 21w
S = COS )
2n 4+ 1 on — 1

W przeciwnym razie mieliby$my

CO

km Im km I
+ =sm lub —
2n 41 2n—1 2n+1  2n—1
dla pewnej liczby catkowitej s, czyli
k2" —1)£1(2"+1)=s(2" = 1)(2" + 1).

= ST

Zadna z ostatnich réwnosci nie moze jednak zajsé, gdyz liczby 2" — 11 2" — 1 sa
wzglednie pierwsze [nie mamy podzielnosci 2" +1 | k(2" — 1)]. Ostatecznie uktad ma
2™ roznych rozwiazan:

T; = COS 2kn lub  z; = cos 2im ,
2" +1 2n —1
gdzie k =0,1,...,2" Y [ =1,2,...,2"t — 1.
O
% %k %
Rozwigzaé réwnanie
o — v + [z — 2] = 1+ afa],
gdzie [z] oznacza cze$é catkowita liczby .
Rozwiqzanie
Niech « oznacza cze$¢ utamkowa liczby z, tzn. o = [2] + a oraz 0 < a < 1. Po

podstawieniu do rownania otrzymamy:

[2]? + (0 —a—1) = (2 — a)[z].

1

)% — 2 jest jasne, ze dla « € [0,1) mamy

Poniewaz a? —a — 1= (a —

<al—a—-1<-1.

| Ot

Zauwazmy teraz, ze jesli [z] = 3, to [z]*+ (0 —a—1) > [x]*—2 > 3[z] -2 > (2—a)[z].
Zatem réwnanie nie ma rozwiazan w przedziale [3,400). Jesli za$ [z] < —2, to



Zadanie 11.

Zadanie 12.

7

(2 —a)[z] < 0 oraz [z]? + (o®* —a — 1) > 0. Mozemy wiec dalej zaktadac¢, ze [z] €
{—1,0,1,2}. W kazdym z tych czterech przypadkéw nasze réwnanie sprowadza sie do
rownania kwadratowego wzgledem «. Przez bezposrednie sprawdzenie stwierdzamy,

ze tylko dla [x] = 2 stosowne réwnanie kwadratowe ma pierwiastek w przedziale
[0,1). Jest nim a = #5 Tak wiec nasze réwnanie ma jedno rozwiazanie:
-1+v5 3+5
r=2+ = .
2 2
OJ
* ok ok
Liczby x1,xs,...,x, sa nieujemne oraz xr; + x5 + --- + x, = 1. Jaka najwieksza
wartos¢ moze przyjaé¢ suma riTo + ToTz + - + Ty 12,7
Rozwiqzanie
Niecha =x;+2z3+...,b =23+ 2x4+... oznaczaja sumy wystkich x; numerowanych

odpowiednio liczbami nieparzystymi i parzystymi. Mamy a 4+ b = 1 oraz poniewaz
liczby x; sa nieujemne

a+b\> 1

T1Tg + Tox3 + -+ + Tpo1T, < ab < 5 =7
Zauwazmy, ze dla ciagu 1 = 9 = 1/2, x3 = x4 = -+ = x, = 0 rozwazana suma
przyjmuje wartos¢ 1/4. Tak wiec 1/4 jest najwieksza wartoscia tej sumy. O

X 3k ok

Na bokach rownolegltoboku zbudowano kwadraty, tak ze kazdy kwadrat ma jeden bok
wspoélny z réwnolegtobokiem oraz nie ma innych punktow wspélnych. Udowodnié¢, ze
srodki tak otrzymanych kwadratow tworza kwadrat.

Rozwiqzanie

Niech ABCD bedzie rozwazanym
rownolegtobokiem. Oznaczmy przez K,L, M, N
srodki dobudowanych kwadratéw (patrz ry-

M
sunek obok). Zauwazmy, ze ZKBL = 360° —
(LABC + ZKBA + ZLBC) = 270° — ZABC = /\
90° 4 180° — LABC = 90° + LBAD = ZKAN. -
)
K

Stad wnosimy, ze trojkaty KAN i KBL sa
przystajace. Poniewaz JAKB = 90°, trojkat
NAK jest obrazem tréjkata K BL przy obrocie
o srodku K o kat 90° (przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara). Stad w szczegdlnosci wynika,
ze |[KN| = |KL| i ZNKL = 90°. Analogicznie
pokazujemy prostopadtos¢ i rownos¢ dlugosci
pozostaltych par bokéw czworokata KLMN.
Ostatecznie K LM N jest kwadratem.
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Zadanie 13.

Zadanie 14.

Zadanie 15.

Dany jest czworokat, ktorego dwa przeciwlegle katy sa proste; dlugosci bokéw przy
jednym z katow prostych wynosza a i b, dlugosci bokéw przy drugim kacie prostym
sa rowne. Obliczy¢ odleglos¢ miedzy wierzchotkami przy katach prostych.

Rozwiqzanie

Niech ABCD bedzie rozwazanym czworokatem,
przy czym |AB| = a,|AD| = b, LBAD =
£ZBCD = 90° oraz |BC| = |C'D|. Przedluzmy bok
AB do punktu E takiego, ze |BE| = |AD| = b.
Poniewaz ZADC + ZABC = 180°, wiec ZEBC =
LADC. 7 réwnosci |CB| = |CD| wynika teraz
przystawanie tréjkatow EBC i ACD. Stad otrzy-
mujemy ZACE = 90° oraz |AC| = |CE|. Tréjkat
ACE jest zatem réwnoramiennym tréjkatem pros-
tokatnym, przy czym |AE| = a + b. Ostatecznie B
AC| = oi2.

Na plaszczyznie dana jest prosta ¢ oraz dwa punkty A, B nie nalezace do ¢ . Wy-
znaczy¢ zbior srodkéow ciezkosci wszystkich tréjkatéow ABP takich, ze P nalezy do
prostej /.

Rozwiqzanie

A
Wprowadzmy prostokatny ukltad wspéhrzednych
tak, ze 0§ OY pokrywa sie prosta ¢, punkt A lezy P(0,1)
na osi OX i ma wspéhzedne (a,0), punkt B ma A

wspéhrzedne (b, c¢). Rozwazmy dowolny punkt P
lezacy na prostej £. Oczywiscie P ma wspoirzedne
(0, 1), przy czym t moze by¢ dowolna liczba rzeczy-
wista. Wiadomo, ze wspolrzedne srodka ciezkosci
S tréjkata ABP sa $rednimi arytmetycznymi
odpowiednich wspétrzednych wierzchotkow, a wiec

b % S(atbit+eld)
| B

S ma wspohrzedne ( GTH’, &), Stad widad, ze Srodki
ciezkosci tréjkatow ABP sa wspélliniowe i wyz-

naczaja pewna prosta ¢’ rownolegla do prostej /.

Czworoscian foremny o krawedzi dlugosci a przecieto plaszczyzna, otrzymujac czwo-
rokat o minimalnym obwodzie. Wyznaczy¢ ten obwdd.

Rozwigzanie



Niech K LM N bedzie czworokatem powstalym w wyniku przeciecia ptaszczyzna czwo-
roscianu foremnego o krawedzi dlugosci a. Oznaczmy wierzchotki czworoscianu tak,
ze K, L, M, N leza odpowiednio na krawedziach AC, BC', BD, AD. Narysujmy siatke
czworoscianu w postaci réwnolegloboku o bokach dlugosci a i 2a (por. powyzszy
rysunek). Wierzchotki czworokata wyznaczaja tamana K LM NK, o dlugosci > 2a.
Oczywiscie minimalna dlugoscia tej famanej jest 2a. Z drugiej strony $rodki krawedzi
AC,BC,BD, AD leza oczywiscie na jednej plaszczyznie i wyznaczaja czworokat o
obwodzie 2a. 0J
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