Podlaski Konkurs Matematyczny 2006

Rozwiazania zadan przygotowawczych - klasy pierwsze

Zadanie 1. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia
ab a’® + b?
a? + b? * ab '
gdzie a,b sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi.

Rozwigzanie.

Funkcja f(z) = x + % jest rosnaca w przedziale (1, +00). Istotnie, jesli x >y > 1,

to
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Z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i Srednia geometryczna wynika, ze

a4 b la b
b a > 2.2 =1
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czyli dla dowolnych dodatnich liczb a i b zachodzi nieréwnosé:
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7 powyzszego wnioskujemy, ze
ab a® + b? 1 a b a b 5
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Zauwazmy, ze dla a = b = 1 rozwazane wyrazenie przyjmuje wartosc 3.

Zadanie 2. Dla danych liczb naturalnych n > k£ wyznaczy¢ sume:
! -
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Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0 zachodzi réwnos¢:

1 1
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k+i)k+i+D(k+i+2) 2 ((k+z’)(k+z’+1) a (k+z’+1)(k+z‘+2)>'

Rozwazana suma jest zatem réwna:
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Zadanie 3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa takie, ze a + b+ ¢ = 0. Wykazac, ze
a® +b* + ¢ = 3abe.

Rozwigzanie.
Z zalozen wynika, ze ¢ = —(a + b), czyli
a+b+c=a*+ b~ (a+b)®=a®+ b — (a® +b* + 3a®b + 3ab?)
= —3ab(a + b) = 3abc.

Zadanie 4. Cgzy istnieja liczby pierwsze p, g, r takie, ze

p2+q3:7”47

Rozwigzanie.

Niech liczby pierwsze p, q,r spelniaja réwnosé p? + ¢ = r*. Poniewaz r > 2
jest liczba nieparzysta, jedna z liczb p lub ¢ musi by¢ rowna 2, a druga musi by¢
nieparzysta liczba pierwsza. Jedli ¢ = 2, to r* = 8 + p?, czyli (1?2 — p)(r® +p) = 8.
Ostatnia réwnosé¢ nie moze jednak zajsé, gdyz r2 4+ p > 32 +p > 9. Jesdli zad p = 2,
tort = ¢® 4+ 4, czyli ¢ = (r* — 2)(r? + 2). Zauwazmy, ze 7> — 2 i 72 + 2 sa liczbami
wzglednie pierwszymi wigkszymi od 1 (obie sa nieparzyste i réznia sie o 4). Liczba
q® jako potega liczby pierwszej nie posiada jednak wzglednie pierwszych dzielnikéw
wiekszych od 1. Uzyskana sprzecznos$¢ dowodzi, ze nie istnieje trojka liczb pierwszych
p, q,r takich, ze p* + ¢® = rt.

O

Zadanie 5. Wszystkie cyfry liczby szesciocyfrowej a podzielnej przez 37 sa rézne i zadna z nich nie
jest zerem. Wykazaé, ze przestawiajac cyfry liczby a mozna utworzyé¢ przynajmniej
23 inne liczby podzielne przez 37.

Rozwigzanie.

Niech A = abcdef bedzie liczba podzielna przez 37 przy czym a,b,c,d,e, f €
{1,2,...,9} sa jej réznymi cyframi. Zauwazmy, ze 10%> —1 = 999 jest liczba podzielna
przez 37. Tak wiec

A =10°a+ 10" + 10%c + 10°d + 10¢ + f
= 10%(999 + 1)a + 10(999 + 1)b + (999 + 1)c + 10°d + 10e + f
=37B+10*(a+d) + 10(b+¢€) + (c + f),

dla pewnej liczby catkowitej B. Wynika stad, ze przestawiajac cyfry w parach {a, d},
{b,e} oraz {c, f} otrzymujemy réwniez liczby podzielne przez 37. W ten sposéb z
liczby A mozemy utworzy¢ siedem innych liczb podzielnych przez 37. Analogicznie,
z tatwoscia stwierdzamy, ze istnieja liczby catkowite C, D takie, ze

10°A = 37C + 10%(c+ f) + 10(a +d) + (b+e)
oraz
10*A = 37D + 10*(b+¢) + 10(c + f) + (a + d).



Zadanie 6.

Zadanie 7.
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Z powyzszych réwnosci wynika, ze jesli 37 | A, to réwniez 37 | efabed 1 37 | cde fab.
7 kazdej z tych liczb mozemy, podobnie jak z liczby A, utworzy¢ siedem innych liczb
podzielnych przez 37. Lacznie otrzymujemy zatem co najmniej 23 rézne od A liczby
podzielne przez 37. O]

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 5™ + 2 - 3"1 + 1 jest podzielna
przez 8.

Rozwigzanie.

Sposéb I. WprowadZmy oznaczenie A, = 5" + 2 - 3""1 4+ 1. Oczywiscie 4; = 8
oraz Ay = 32, a wiec 8 dzieli liczby A; i As. Zauwazmy, ze jesli n jest liczba
naturalna, to dla dowolnej liczby caltkowitej a istnieje liczba catkowita A taka, ze
(8a+1)" =8A+ 1. W szczegdlnosci dla liczby naturalnej k istnieja liczby catkowite
Ty, Yp takie, ze 25% = (24 + 1)* = 8z;, + 1 oraz 9* = (8 + 1)* = 8y, + 1. Rozwazymy
przypadki, gdy n = 2k + 1 lub n = 2k. Mamy

Agppr =55 42.3% 1 1=5.25F+2.9F 1
=58zxr+ 1) +28yr+ 1)+ 1
= 8(hxy + 2y + 1)
oraz
Aoy =5 4+2.3% 141 =925k46.9"1 41
=8r; +1+6(8y,—1+1)+1
= 8(x + 6yr—1 + 1)
Sposob 1I. Zauwazmy, ze
Apy1 — Ay =5"" = 5" 423" = 3" 1) =4.5" + 43" =4(5" +3"71).

Liczba 5™ + 3" jest parzysta, wiec réznica A, — A,, jest podzielna przez 8. Liczby

A, i A,y daja zatem takie same reszty z dzielenia przez 8 dlan = 1,2, ... . Poniewaz
Ay = 8, wiec wszystkie liczby ze zbioru {A;, As, ...} sa podzielne przez 8. O
%k k

a) Jakie warunki powinny spemiaé liczby catkowite a i b aby liczby P(z) = 2?+ax+b
byly parzyste dla wszystkich wartosci catkowitych z? b) Jakie warunki powinny
spelia¢ liczby catkowite a i b aby liczby Q(z) = 2 + az + b byly podzielne przez 3
dla wszystkich wartosci catkowitych 7

Rozwiqzanie.

a) Liczby P(0) = b oraz P(1) = 1+ a + b musza by¢ parzyste, a wiec b musi by¢
liczba parzysta, za$ a nieparzysta. 7 drugiej strony jeslib=2mia=2n—1, to

P(z) = (2* — x) + 2nx + 2m

jest liczba parzysta, gdyz 2 — x = x(x — 1) jest liczba parzysta dla kazdej liczby
catkowitej x.

b) Liczby Q(0) = b oraz Q(1) = 1+ a + b maja by¢ podzielne przez 3, wiec b musi
by¢ podzielna przez 3 zas a powinna dawac reszte 2 przy dzieleniu przez 3. Z drugiej
strony, jesli b = 3k oraz a = 3l — 1, to

Q(z) =2° —x +3lr + 3k = (v — Da(z + 1) + 3lz + 3k.



Zadanie 8.

Zadanie 9.

Zadanie 10.

Dla dowolnej liczby catkowitej z, (x — 1)z (z+ 1) jest iloczynem trzech kolejnych liczb
catkowitych, a wiec dzieli sie przez 3. Mamy wiec podzielnos¢ przez 3 dowolnej liczby

Q).
0

W tréjkat ABC wpisano okrag styczny do bokow AB, BC', C'A w punktach Cy, Ay, B;
odpowiednio. Wykazaé, ze jesli odcinki AA;, BB; i CC sa réwnej dlugosci, to trojkat
ABC jest rownoboczny.

Rozwigzanie.

Poniewaz CB; = CA;, tréjkat A1 B1C jest réwnoramienny. W szczegdlnosci
LA1BC = /ZB1AC < 90°. Stad wynika, ze

AABlAl == ABAlBl

i oba katy sa oczywiscie rozwarte. Z twierdzenia sinuséw wynika, ze

. AB; . A By . .
sin /A1 ABy = Al Al sin ZAB{ A, = Bl Bl sin /BA;B; = sin /B1BA;,

1 1
a wiec LZA1AB, = Z/B1BA; aw konsekwencji LZAA|B; = /BB A;. Trojkaty AA; B
i BB1A; sa zatem przystajace. 7Z réwnosci AB; = BA; wynika, ze AC = BC.
Analogicznie dowodzimy réwnosci AC' = AB.

O

W danym tréjkacie dwa boki maja dlugosci a i b, zas wysokosci opuszczone na te
boki maja odpowiednio diugosci h, i hy. Wykazaé, ze jesli a > b, to

a—+ hg = b+ hy.

Rozwigzanie.

Oznaczajac przez S pole rozwazanego tréjkata, mamy 2S5 = absin~y, gdzie v jest
miara kata miedzy bokami dlugosci a i b. W szczegdlnosci 25 < ab. Mamy takze
h, = 2S/a oraz h, = 2S/b. Stad

2 2 2
wtha= ot =a+ 20 B o (1-2) 50

a ab

Wykazaé, ze suma odlegtosci miedzy srodkami przeciwlegtych bokéw czworokata jest
rowna polowie jego obwodu wtedy i tylko wtedy, gdy czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie.

Niech ABC'D bedzie danym czworokatem. Oznaczmy przez K, L, M, N srodki
bokow AB, BC, CD i DA. Zauwazmy, ze
—_— == - —
KM =KA+ AD+ DM

oraz
—_— —_— = ——

KM = KB+ BC + CM.



Zadanie 11.

5

—_— — —_— —
Poniewaz DM = —CM oraz KA = —K B, po dodaniu powyzszych rownosci otrzy-
mujemny
—_— ] — —
KM = §(A + B(C)

Analogicznie obliczmy, ze
— 1] — —
NL = §(DC + AB)
Korzystajac z nierownosci trojkata otrzymujemy

l— — 1

l— — 1
W powyzszych nierownosciach réwnosci zachodza tylko wtedy, gdy wystepujace w
nich wektory sa rownolegle. Sumujac je stronami otrzymujemy

1
KM+NL<§MD+BC+AB+D®.

Ostatecznie suma KM + NL jest rowna polowie obwodu czworokata wtedy i tylko
wtedy, gdy czworokat jest réwnolegtobokiem. O

% 3k %

W tréjkacie T suma dlugosci jego wysokosci jest rowna 9r, gdzie r jest dlugoscia
promienia okregu wpisanego w ten tréjkat. Wykazaé, ze T jest trojkatem réwno-
bocznym.

Rozwigzanie.

Oznaczmy diugosci bokow rozwazanego tréjkata przez a, b, ¢, dlugosci odpowied-
nich wysokosci trojkata przez h,, hy h. zas pole tréjkata przez S. Zachodza rownosci:

28 25 2§
ha+hb+hc:_+_+_7
a b c
25
r=—-—":
a+b+c
7 zalozen otrzymujemy réwnosc:
25 25 28 25
_+_ p—

b * c  Ta+b+c
czyli

1 1 1
b -+-+-]1=09
(a+b+c) <a+b+c>
Po wymnozeniu prawej strony otrzymamy
a b b ¢ a c
—+-=-)+{-F7]F (— + —) =
b a c b c a

Dla liczb dodatnich a, b zachodzi jednak nieréwnosc:

2
+é>2 <:><\/§—\/§> =201,
a b a

Sl S



Zadanie 12.

Zadanie 13.

Zadanie 14.

przy czym rownos$é ma miejsce tylko wtedy, gdy a = b. Wynika stad, ze a = b = ¢,
a wiec T jest tréjkatem rownobocznym. O

* 3k ok

W troéjkacie prostokatnym wysokos¢ opuszczona na przeciwprostokatng ma dhugosé
h, zas dwusieczna kata prostego ma dlugos¢ m. Obliczy¢ pole tego tréjkata.

Rozwigzanie.

Niech kat przy wierzchotku C' trojkata ABC' bedzie prosty, zas katy przy wierz-
chotkach A i B maja miary « i # odpowiednio. Niech H bedzie spodkiem wysokosci
opuszczonej z wierzchotka C' oraz niech M oznacza punkt przeciecia dwusiecznej kata
prostego z przeciwprostokatna. Szukane pole S wynosi

1 1 A h h? h?
S = 3 AC - BC = = =

2 sinf3 sina 2cosasina  sin2a’

Z drugiej strony (zaktadajac, ze a < 45°) otrzymujemy: ZMCH = (90° — «) — 45° =
45° — «v oraz z tréjkata prostokatnego MCH obliczamy cos(45° — ) = h/m. Tak
wiec sin2a = cos2(45° — a) = 2co0s?(45° — a) — 1 = 2(h/m)? — 1. Ostatecznie
otrzymujemy:

h? h?m?
S = = :
2h2/m? —1  2h%? —m?
OJ
% % %
Suma dziesieciu liczb naturalnych aq, as, . . ., ag jest réwna 1001. Wyznaczy¢ mozliwie

najwieksza wartos¢ najwiekszego wspdlnego dzielnika tych liczb.
Rozwigzanie.

Niech d = NWD(ay,as,...,a19). Z réwnosci a; + ag + -+ + ajp = 1001 oraz
podzielnodci d | a; wynika, ze 10d < 1001, czyli d < 100. Z rozkladu 1001 = 99 - 11
oraz faktu, ze d jest dzielnikiem liczby 1001 otrzymujemy d < 99. Sytuacja d = 99
jest mozliwa, bo wystarczy rozwazy¢ a; = ag = - -+ = ag = 99 oraz a;g = 2 - 99.

O

Wierzchotki wypuklego czworokata C leza na réznych bokach kwadratu 1x1. Wykazac,
ze obwéd czworokata C jest nie mniejszy niz 2v/2.

Rozwigzanie.

Umiesémy kwadrat w ukladzie wspétrzednych tak by punkty (0,0), (1,0), (1,1)
i (0,1) byly kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Mozemy przyjaé, ze wierzchotki
czworokata C znajduja sie w punktach (0, x), (1,y), (2,1)1(0,t), gdzie 0 < z,y, z,t <
1. Obwdéd ¢ czworokata wynosi zatem:

=V =P+ + V(=2 + (1 —yPV2+ (L=t + Va? + 12



Zadanie 15.
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Skorzystamy z tatwej do wykazania nieréwnosci miedzy $rednia kwadratowa i srednig
arytmetyczna dwoch liczb a i b:

2402 b 2
“a—2|— >a—2|— = a2+bz>§(a—|—b).

Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze

2
€>%(1—x+y—|—1—z+1—y+z+1—t+x+t):2\/5.

Kwadrat i tréjkat maja rowne pola. Ktora z tych figur ma wigkszy obwod?
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze dla dowolnego tréjkata istnieje prostokat o takim samym polu co
tréjkat, ale o mniejszym obwodzie. Wlasnosé te ma np. prostokat ktérego jeden bok
ma dlugos¢ rowna potowie dtugosci podstawy tréjkata, a drugi bok ma dlugosé réwna
wysokosci tréjkata. Udowodnimy, ze wsrod prostokatéw o stalym polu S najmniejszy
obwod ma kwadrat. Istotnie, jesli boki prostokata maja dlugosé a i b to na podstawie
nierownosci miedzy $rednia arytmetyczna i Srednia geometryczna mamy

b
a; > Vab < 2(a +b) > 4VS.
Prostokat ma zatem obwdd nie mniejszy od obwodu kwadratu o polu S. Ostatecznie,
obwdd trojkata jest wiekszy od obwodu kwadratu. O

* 3k ok



