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ZADANIE 1
Czy istnieja liczby calkowite dodatnie a, b, c takie, ze a? + b3 = ¢®? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie.
Takie liczby istnieja. Przykladowo, liczby a = 2'2, b = 28, ¢ = 2° spelniaja to réwnanie, bo zachodzi
224 + 224 — 225'

ZADANIE 2

Proste ¢; i {5 przecinaja si¢ w punkcie X. Punkt nazwiemy rdwnoodlegtym jesli jego odlegltosci od prostych
l1 i £y sy rowne. Punkty A i B sa rownoodlegle i takie, ze A # X, B # X, A # B. Wyznacz wszystkie
mozliwe miary kata AX B.

Szkic rozwigzania
Rozpocznijmy rozwiazanie od nastepujacej uwagi: jesli punkt P C
lezy we wnetrzu kata BXC, patrz rysunek, to odlegtosci punktu
P od prostych XB i XC' sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy X P He
jest dwusieczna kata BXC.
Zaiste: jesli |[PHg| = |PH¢| to z twierdzenia Pitagorasa mamy P

|XHco|? = |XP)? — |PH¢|? = | XP|> — |PHp|> = | XHp|*

Trojkaty PHpX i PHo X sa przystajace na mocy cechy bok-bok- g
bok, wiec <HgX P = <Hc X P. X/ B Hp

Z uwagi wynika, ze punkty A i B leza na dwusiecznych katow pomiedzy prostymi ¢ i £5. Mozliwe sg
trzy przypadki:

1. Punkty A i B leza na dwusiecznych katéw przylegltych. Wtedy <AX B = % - 180° = 90°.

2. Punkty A i B leza na dwusiecznych katow przeciwlegtych. Wtedy <AX B = 180°.

3. Punkty A i B leza na dwusiecznej tego samego kata. Wtedy <AX B = 0°.

ZADANIE 3
Wykaz, ze liczba /2 + v/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie.
Niech a = ¥/2 + V2. Wtedy /2 = a — /2, a wiec

3
2= (\3/5) = (a —V2)% = a® — 3v24® + 6a — 2V2 = (a® + 6a) — (3a® + 2)V2.
Liczba 3a® + 2 jest dodatnia, wiec z réwnania powyzej otrzymujemy, ze

2 — (a® + 6a)
9 20 7T
V2 3a? + 2

Jesli a jest liczba wymierna, to widzimy, ze i v/2 jest liczba wymierna, co nie jest prawda. Zatem a jest
liczba niewymierna, co nalezalo wykazac.

ZADANIE 4
Dany jest trojkat ABC. Wyznacz taki punkt D lezacy na boku AB, ze suma odlegtosci punktéow A i B
od prostej C'D jest najwieksza.

Rozwigzanie.
Symbolem Pxyz bedziemy oznaczaé¢ pole trojkata XY Z. Skoro punkt D lezy na odcinku AB, to
zachodzi

Pacp + Peep = Pagc,



Pola po lewej stronie rownania mozemy odliczy¢ znajac odlegtosé hs punktu A od prostej C'D i odle-
glosé hp punktu B od tej prostej. Mianowicie, Pacp = %hA -|CD| oraz Pgecp = %hB -|CD|. Lacznie
otrzymujemy, ze

1
i(hA +hp)-|CD| = Pacp + Pecp = Papc,

czyli

Tym samym, suma odleglosci A i B prostej C'D jest najwieksza doktadnie wtedy gdy dtugos$é odcinka C D
jest najmniejsza. Niech H bedzie spodkiem wysokosci CH w trojkacie ABC. Rozwazmy trzy przypadki:

1. Punkt H lezy na odcinku AB. Wtedy dla kazdego punktu D tego odcinka mamy
|CD|> = |CH? + |DH|” > |CH|*.

Zatem dlugosé odcinka C'D jest najmniejsza dla D = H.
o Punkt H lezy na prostej AB w ten sposob, ze punkty

A i H leza po roznych stronach punktu B, patrz ry- @

sunek. Wtedy réwniez punkty D i H leza po réznych

stronach punktu B, zatem |DH| > |BH|. Wynika

stad, ze

|CD|> = |DH|? + |CH|* > |BH|* + |CH|? = |BC|?,

czyli |CD| > |BC|. Zatem najmniejsza dlugos¢ od- 4 D B f H
cinka C'D jest otrzymana dla D = B.

3. Punkt H lezy na prostej AB w ten sposob, ze punkty B i H leza po roznych stronach punktu A.
Ten przypadek jest analogiczny do poprzedniego i najmniejsza dhugos¢ odcinka C'D jest otrzymana
dla D = A.

ZADANIE 5

Znajdz najwieksza liczbe m taka, ze mozna wybraé¢ dwadziescia liczb catkowitych aq,as, ..., as z prze-
dziatu (1,2019) tak, ze istnieje liczba naturalna b, ktora mozna zapisa¢ na m réznych sposobow jako sume
dwoch liczb ze zbioru {ay, as, ..., a0}

Rozwigzanie.
Po pierwsze zauwazmy, ze nie optaca sie wybieraé kilkukrotnie tej samej liczby bo i tak w zbiorze
A={ai,az,...,a20} wystapi ona raz. Zalozmy zatem, ze liczby a1, ..., as sa parami rozne.

Wezmy dowolny wybor liczb i niech b bedzie dowolna liczba. Rozwazmy wszystkie m par liczb ze
zbioru A ktére sumuja si¢ do b. Jesli b = a; + a; i b = a; + ax, to a; = ay, zatem kazda liczba a;
wystepuje w co najwyzej jednej parze. Zadna liczba oprocz b/2 (jesli b/2 € A) nie wystepuje w parze
ze soba. Zatem kazda liczba ze zbioru A wystepuje tylko raz w powyzszych parach, poza liczba b/2
ktora potencjalnie moze wystapi¢ dwukrotnie. Kazda para sklada sie z dwoch liczb, wiec otrzymujemy
nier6wno$¢ 2m < 20 + 1, czyli m < 10.

Pozostaje pokazaé¢, ze mozliwe jest osiagniecie warto$ci m = 10. To proste: wybieramy liczby a; = 1,
az =2, ..., a9 = 10 oraz a;; = 1000 — a1, a1z = 1000 — aq, ...,a30 = 1000 — a19. Wtedy b := 1000 jest
sumy liczb a; + ajp4; dlai=1,2,...,10.
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