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ZADANIE 1

Ktoéra z liczb jest wieksza
22017 +1 22018 +1
22018 11 Y 2019 1 |

Odpowiedz uzasadnij.
Sposob I

Pokazemy, ze
22017 +1 22018 +1

922018 +1 > 22019 + 1°

Mnozac przez wspolny (dodatni) mianownik, otrzymujemy rownowazng nieréwnosé

(22017 4 1)(22019 + 1) > (22018 4 1)2. (1)

Mamy (22017+1)(22019+1) — 24036+22017+22019+1 oraz (22018+1)2 — 24036_’_2.22018_’_1 — 24036_’_220194_1'
Zatem nier6wnosé (1) jest prawdziwa.

Sposdb 2
Zauwazmy, ze
22017+1_%(22018+1)+%_1 % _1+ 1
22018 1 92018 1 T 9 9201811 9 2(22018 1 1)
Podobnie
2201841 1 1

92019 1 1~ 9 + 2(22019 4 1)
Oczywiscie 2(22918 + 1) < 2(22919 4 1), stad

1 1
>
2(22018 1 1) ~ 2(22019 4 1)

a wiec
22017+1—1+ 1 L 1 229184
22018 1 1~ 9 2(22018 1) 7 2 7 2(22019 4 1) T 92019 4 1°

ZADANIE 2
W trojkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata C, symetralna odcinka AC i wysokos$¢ opuszczona na
bok C'B przecinaja sie w jednym punkcie. Oblicz miare kata BC A.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez N srodek boku AC, za$ przez O punkt przeciecia
dwusiecznej, symetralnej i wysokosci. Oznaczmy przez M rzut A
na BC. Oznaczmy « := <ACO = <BCO.

Skoro AN = CN, to trojkaty CNO oraz ANO sg przystajace na
mocy cechy bok-kat-bok, wiec trojkat AOC' jest réwnoramienny.
Zatem <OAC = a. W trojkacie AMC suma katéw wynosi 3a +
90°, zatem 3a = 90°, wiec <BCA = 2a = 60°.




ZADANIE 3
Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p dla ktorych liczby p+6, p+ 12, p+ 14 i p+ 18 sg rowniez pierwsze.

Rozwigzanie.

Zatézmy, ze p spelnia warunek z zadania. Liczby p, p+6, p+ 12, p+ 18, p+ 14 daja takie same reszty
z dzielenia przez 5 jak liczby p, p+ 1, p+2, p+ 3, p+ 4. Liczby p, p+ 1, p+ 2, p+ 3, p+ 4 sa piecioma
kolejnymi liczbami catkowitymi, wiec jest wéréd nich liczba podzielna przez 5. Zatem i wérod liczb p,
p+6, p+12, p+ 18, p 4 14 jest liczba podzielna przez 5. Ale wszystkie te liczby sa pierwsze, zatem jest
wsrod nich liczba rdwna 5. Oczywiscie p+6,p+12,p+14,p+ 18 > 5, wiec to znaczy, ze p = 5 jest jedyna
liczba pierwsza, ktéra moze spetniaé¢ warunki zadania.

W przypadku p = 5 mamy p+6 = 11, p+ 12 = 17, p+ 14 = 19, p+ 18 = 23 i te liczby sa zaiste
pierwsze. Zatem p = 5 jest jedyna liczbg pierwsza spelniajaca warunki zadania.

ZADANIE 4
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z1, z2 oraz yi,ys zachodzi nier6wnoscé:

of i + Jw% +ys > \/(w1 +2)” + (1 + )"

Sposdb I
Obie strony nieréwnosci sg nieujemne, wiec podnie$é je do kwadratu i otrzymaé réwnowazng nieréw-
nosé

B4t a3 3 +2y/ad R\ a3 3 > (@ e 4 92)? = 23 4 2mams +aF 0+ 2ue + 3.

Odejmujemy od obu stron z? + y$ + 22 + y2 i dzielimy przez 2, otrzymujac

\/(I% +y3) (@3 + y3) > z122 + Y1y2.

Pokazemy nieco mocniejsza nieré6wnosé

V@ ) @3+ 93) > s + yayal.
Obie strony sg dodatnie, wiec po podniesieniu do kwadratu uzyskujemy réwnowazng nier6wnoscé
wiad +aiys +yied +yiys = (o +yi)(@d + u3) = (w122 + y1y2)? = 230 + yiys + 20122910,
Przenosimy wyrazy z prawej strony na lewa i otrzymujemy
22y 4+ 2 — 2w 2012 = 0.

Ale 22y3+12 23— 211 22y19Y2 = (T1y2—y172)?. Tak wiec ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, wiec wszystkie
poprzednie rowniez byly prawdziwe.

Sposcb 1T
Niech A = (0,0), B = (z1,41), C = (z1+®2,y1+Y2) sa punktami na plaszczyznie. Wtedy /% + y? =

|AB| oraz
Vo3 93 = V(@ + 22 —21)2 + (y1 +y2 —y1)? = | BC|

i rowniez \/(961 +22)> 4 (11 + 12)* = |AC|. Nieréwnoéé¢ z zadania mozna przepisac jako |AB| 4 |BC| >
|AC|, co jest znana nieréwnoscia trojkata.

Uwaga: to rozwigzanie, choé akceptowane, jest nieco niepokojgce — wtasciwie nierownoséci trojkgta
dowodzi sie pokazujgc powyzszq nierdwnosé.

ZADANIE 5
Na plaszczyznie dany jest odcinek AB i punkt C, lezacy poza tym odcinkiem. Wyznacz zbiér rzutow
prostopadtych punktéw odcinka AB na wszystkie proste przechodzace przez C.



Rozwigzanie.
Niech X bedzie ustalonym punktem odcinka AB. Poprowadzmy

dowolna, prosta przechodzaca przez C i niech X’ bedzie rzutem C
X na te prosta. Wtedy kat X X'C' jest prosty, wiec X’ lezy na
okregu o s$rednicy C'X. Z drugiej strony, niech punkt Y lezy na
okregu o $rednicy CX. Wtedy CY X jest prosty, wiec Y jest rzu-
tem X na prosta C'Y (przypadek C' =Y trzeba rozwazy¢ osobno).
Zatem zbior rzutow punktu X na proste przechodzgce przez C to
doktadnie okrgag o $rednicy CX.

A X B

Rzut odcinka A B na prostg sktada sie z rzutéw punktow X odcinka AB. Zatem zbior rzutéw prostopadiych
odcinka AB na wszystkie proste przechodzqce przez C' to zbior wszystkich okregéw o Srednicach C X, gdzie
X przebiega punkty odcinka AB. Ta odpowiedz, aczkolwiek poprawna, nie méwi wiele o tym, jok wyglada
ten zbidr.

Ustalmy prostg przechodzacg przez C. Niech A’, B’ bedg rzutami

punktéw A i B na te prosta. Niech 04 bedzie okregiem o $rednicy

AC, za$ og bedzie okregiem o érednicy BC. Wtedy A’ lezy na o4, A C B
za$ B’ lezy na og. Odcinek A’C zawiera si¢ w kole 04 i lezy poza D

kotem op, zas B'C zawiera sie¢ w kole op i lezy poza kolem 04. To

dowodzi, ze zbidr z zadania zawiera si¢ w pomaranczowej figurze

bedacej suma wnetrz kot (wraz z brzegiem).

Pokazemy, ze zbiér z zadania jest réwny tej figurze. Zaldézmy, ze

pewien punkt D # C lezy w figurze. Wtedy D lezy w jednym

z okregow, zalozmy, ze lezy on w 04. Poprowadzmy prosta CD

i oznaczmy przez A’, B’ jej punkty przeciecia z okregami o4 i 0p.

Odcinek A’C' jest przecieciem prostej A’C' z kotem 04. Zatem D A B
lezy na A’C. Tym samym D lezy na odcinku A’B’, zatem jest on

rzutem pewnego punktu odcinka AB na prosta CD.

ZADANIE 6

Na internetowy konkurs matematyczny przygotowano 12 zadan i ulozono z nich rézne zestawy: kazdy
zawierajacy pewne 7 z 12 zadan. W konkursie wystartowato 700 uczestnikéw i kazdy z nich dostat jeden
z zestawow. Uzasadnij, ze kazde z dwunastu zadan pojawilo sie u ponad potowy uczestnikow.

Rozwigzanie.

Wybierzmy jedno z zadain i nazwijmy je 2. Z pozostatych 11 zadari mozna ulozy¢ (171) = i‘—l;, = 330
réznych zestawow. Zatem co najmniej 370 uczestnikow otrzymato zestaw zawierajacy zadanie Q.

Krétkie uzasadnienie wzoru na liczbe zestawdw: chcemy utozyé zestaw 7 zadan sposréd 11. Pierwsze
zadanie tego zestawu wybieramy na 11 sposobow, drugie zadanie na 10 itd. az siédme zadanie wybieramy
na 11 —6 = 5 sposobow. Lgcznie daje to 11-10-9-...-5 sposobow. Kazdy ciag siedmiu zadan wybralismy
w tej procedurze doktadnie raz. Kazdy zbior siedmiu zadar wybralismy w tej procedurze 7-6-5-...-1
razy, zatem liczba zbiorow to % = 330.
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