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ZADANIE 1
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste spelniajace rownanie

(14 2%)(1 + 2%) = 42*.

Rozwigzanie, sposdb I
Po rozwinieciu nawiaséw z lewej strony réwnania z zadania otrzymujemy réwnanie

14 2% 4 2% 4 2% = 42, (1)

Zauwazmy, ze dla kazdych réznych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé a? +b? > 2ab, pochodzaca
od nieréwnosci (a — b)? > 0. Rownosé zachodzi jedynie dla a = b. W szczegdlnogci mamy nieréwnosci
1428 > 2% oraz 22 +25 > 22*, sumujace sie do 1422+ 25+ 2% > 42*. Skoro zachodzi réwnosé (1), to we
wszystkich tych nieréwnosciach musza zachodzié¢ réwnosci. W szczegdlnosei musi zachodzi 1+ 28 = 224,
a wiec 1 = 28, Stad = 1 lub 2 = —1. Obie te liczby spehiaja wyjsciowe réwnanie.

Rozwigzanie, sposcb IT

Przypomnijmy, ze dla dowolnych rzeczywistych a, b zachodzi a® + b > 2ab oraz réwnosé zachodzi
jedynie dla a = b. Stosujac te uwage do 1 i |23| otrzymujemy 1+ 2% > 2|23|. Stosujac te uwage do 11 |z|
otrzymujemy 1+ x? > 2|z|.

Rozwazmy dwa przypadki: |z| = 1 oraz |z| # 1. W pierwszym z nich = +1 i obie te liczby spelniaja
wyjsciowe réwnanie.

Zalozmy, ze |z| # 1. Wtedy 1 + 22 > 2|z|. Nier6wnosci powyzsze maja strony dodatnie (dla x # 0),
wiec mozemy je pomnozy¢ stronami, otrzymujac nowa prawdziwa nieréwnosé

(1+ 251 + 2?) > 4|23| - |z| = 4a*.

Ta nier6wnosé daje sprzecznosé z rownaniem z zadania.
Odpowiedz: Jedyne rozwiazania rownania z zadania to x =11z = —1.

Rozwigzanie, sposob 111
Rownanie z zadania mozna zapisaé w postaci rownowaznej

1+ 22 4+254+28 -4z =0.

Zauwazmy, ze 1 + 22 + 25 + 28 — 42* = (22 — 1)2 - (1 + 322 + 2*). Skoro iloczyn ten jest rowny 0, to
22 —1=01lub 1+ 322 + 2* = 0. Co wiecej, mamy 322 > 0 oraz z* > 0, stad 1 + 322 + 2* > 0.
Ostatecznie stwierdzamy, ze 2 — 1 = 0, skad « = 1 lub & = —1; obie te liczby sa rozwigzaniami.

Uwaga: mozna zastanawiaé sie, jak znalezlismy rownosé 1+z2+ 28 +28 —4a? = (22 —1)2- (14322 +2%).
Warto tutaj poczytaé¢ o twierdzeniu Bézout.

ZADANIE 2
W trojkacie ABC $rodki okregdéw wpisanego i opisanego pokrywaja sie. Wykaz, ze jest to trojkat réwno-
boczny.

Rozwigzanie, sposdb I

Oznaczmy przez I $rodek okregu wpisanego w ABC. Na mocy zatozenia I pokrywa sie ze $rodkiem
okregu opisanego. Oznaczmy przez r promien okregu wpisanego w ABC, za$ przez R promieri okregu
opisanego. Niech H oznacza rzut punktu I na bok AB; wtedy H lezy na odcinku AB oraz [ H = r. Ponadto



AI = BI = R. 7Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze AH = BH = v R? —r2 a stad AB = 2V R% — 2.
Identycznie dowodzimy, ze pozostalte boki trojkata maja te dlugosé.

Rozwigzanie, sposcb I1

Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na ABC'. Oznaczmy przez Hap, Hpc jego rzuty na boki
AB i BC. Z jednej strony, punkt O jest przecieciem symetralnych, wiec BH p = %AB oraz BHpc =
%BC . Z drugiej strony odcinki BHap i BHpc sa dwoma stycznymi z punktu B do okregu wpisanego
w trojkat ABC, maja wiec rowna dlugosé. Zatem

%AB = %BC, a wiec AB = BC.

Stosujac to samo rozumowanie do wierzchotka A dowodzimy, ze AB = AC.

ZADANIE 3
Czy istnieje liczba naturalna, ktéra da sie na trzy sposoby zapisaé¢ jako suma dwoch réznych liczb pierw-
szych?

Rozwigzanie.

Tak, przykladows liczbg jest 24 =5+19=7+4 17 =11 + 13.

Uwaga: zauwazmy, ze kazda liczba ztozona mniejsza od 25 ma dzielnik pierwszy mniejszy od 5, a zatem
rowny 2 lub 3. Wobec tego kazda liczba (poza 1) wzglednie pierwsza z 24 i mniejsza od 24 jest pierwsza.
Takich liczb jest siedem i ukladaja sie one w trzy pary powyzej oraz samotna liczbe 23.

Uwaga 2: Powszechnie przyjmuje sie, ze 1 nie jest liczba pierwsza (z powoddéw zwiazanych np. z jed-
noznacznoscia rozktadu na czynniki pierwsze).

ZADANIE 4
Pokaz, ze liczba

{/20+14\/§+ §/20—14\/§

jest catkowita.

Rozwigzanie, sposcb I

Zauwazmy, ze 20+ 14+/2 = (24++/2)3. Zatem /20 + 141/2 = 24++/2. Podobnie /20 — 14/2 = 2—+/2,
zatem suma tych liczb wynosi 4 i jest catkowita.

Uwaga: co zrobié, by nie uciekaé sie do sztuczki ,zauwazmy, ze” — patrz nastepne rozwiazanie.

Rozwigzanie, sposcb I1

Niech a = /20 +14v2 i b = v/20 — 14v/2. Wtedy a® = 20 + 14v/2, b®> = 20 — 14y/2 oraz ab =
400 — 196 - 2 = 2. Niech x = a + b. Wtedy

23 = (a+b)> = a® 4+ b* + 3ab(a + b) = 40 + 6.

Rozwiazmy to réwnanie. Jednym z rozwiazan jest = 4, wiec mozemy zapisa¢ 2° — 6x —40 = (v —4) (2> +
4x + 10). Skoro 4% — 40 < 0, to nie ma liczb rzeczywistych spetiajacych x? + 4z + 10 = 0. Wobec tego
r—4=0, czyli x = 4.

Ciekawostka: kazda liczba zbudowana z liczb catkowitych przy uzyciu czterech dzialar oraz symboli
pierwiastkéw spetnia wielomianowe réwnanie o wspotczynnikach wymiernych, takie jak 2% — 62 — 40 = 0.
Rownanie takie moze oczywiscie mie¢ duzy stopien.

ZADANIE 5
Dane sa trzy okregi. Kazde dwa z nich sa styczne zewnetrznie. Odcinki taczace srodki tych okregéw tworza
trojkat réwnoboczny. Pokaz, ze wszystkie te okregi maja rowne promienie.

Rozwigzanie.

Oznaczmy srodki okregow przez O1, Oz, O3 zas dtugosci ich promieni przez ry, ro, rs. Niech X oznacza
punkt stycznosci okregéw o srodkach O; 1 Oy. Wtedy XO; i XO4 sa prostopadle do wspolnej stycznej,
zatem réwnolegle. Proste XO; i XOs sa réwnolegle i maja wspolny punkt X, zatem pokrywaja sie.
Innymi stowy, punkt X lezy na odcinku O;05. To dowodzi, ze dlugo$é odcinka 0105 to r1 + 2. Podobnie



pokazujemy, ze dtugosé O103 to 11 + 13 zas dtugosé 0203 to ro + r3. Z zatozenia trojkat 010203 jest
réwnoboczny, wiec
Ty +Tr9 =79 +1r3="73+1].

Stad ry =rg =r3.

ZADANIE 6
W zaleznosci od n wyznacz sume cyfr zapisu dziesigtnego wszystkich liczb ze zbioru

{1,2,3,...,10" — 1}.

Rozwigzanie, sposdb I

Przyjmijmy, ze kazda liczba ze zbioru 1,2, ...,10™ — 1 ma zapis dziesietny sktadajacy sie z n cyfr (by¢
moze z pewna liczba zer z przodu). Dorzuémy do zbioru naszych liczb liczbe 0.

Kazda liczb z naszego zbioru zapisuje sie za pomoca n cyfr i zapisanie kazdego ciggu n kolejnych
cyfr daje jednoznaczna liczbe z naszego zbioru. Operacje te sa wzajemnie odwrotne, wiec mozemy odtad
mysle¢ o ciagach n cyfr.

Wisréd tych ciagow kazda cyfra pojawia sie 10™ /10 razy na kazdej pozycji, zatem lacznie kazda cyfra
pojawia sie n - 10" 1 razy. Wobec tego suma wszystkich cyfr wszystkich ciagéw wynosi (1 +2+...+9)-
n-10""1 =45.n-10"" L

Rozwigzanie, sposcb I1

Oznaczmy przez S, sume z zadania, za$ przez Z, zbior {0,1,2,...,10™ — 1}. Biorac kazda liczbe
ze zbioru Z, i dopisujac na koncu jej zapisu dziesietnego kazda mozliwa cyfre, otrzymujemy zbior
{0,1,2,..., 10" — 1} = Z,44.

Zatem S, 11 =105, +10" - (1 +2+ ... +9) = 10(S,, +45-10"71).

Wobec tego

S, =108,_1 +45-10""1 =10(10S,,_2 + 45 - 10""2) +45-10""! =102S,,_o +45-2-10""! =

102(10S,,_3 +45-10"73) +45-2-10""! = 103S,,_3+45-3-10""! =
c.=10"S) +45-n-10""' =45.n 10",



