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ZADANIE 1
Na plaszczyznie narysowano trzy okregi, przy czym otrzymano dokladnie pie¢ punktéow przeciecia. Do-
wiedz, ze pewne dwa z narysowanych okregdéw sa styczne.

Uwaga: Punkt przeciecia to punkt, przez ktory przechodza co najmniej dwa okregi.

Rozwigzanie.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy trzy okregi maja punkt wspoélny. Wtedy kazda para okregow
przecina sie co najwyzej w jeszcze jednym punkcie, wiec punktéw przeciecia jest 4 < 5. Mozemy zatem
zalozyé, ze taki punkt wspolny nie istnieje.

Zaltozmy, ze zadne dwa okregi nie sg styczne. Wobec tego kazda para okregéw ma zero lub dwa punkty
wspolne. Skoro tak, to liczba wszystkich punktéw przeciecia jest parzysta, sprzecznosc.

ZADANIE 2
Wiek Ani ostatniego dnia roku 2015 bedzie rowny sumie cyfr roku jej urodzenia. W ktorym roku urodzita
sie Ania? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.

Niech abed = 1000a + 100b + 10c + d oznacza rok urodzenia Ani, gdzie a,b,c,d € {0,1,2...,9}.
W ostatnim dniu 2015 roku bedzie ona miala 2015 — (1000a + 100b + 10c + d) lat. Warunki zadania sa
rownowazne stwierdzeniu, ze 2015 — (1000a + 1000+ 10c+d) = a + b+ c + d, czyli

2015 = 1001a + 1015 + 11c + 2d.

Jezeli a > 2 to prawa strona powyzszego réwnania jest wieksza od 3000. Jezeli a = 0, to jest ona nie
wieksza niz (101 + 11 +2) -9 < 114 - 10 < 2000. Wobec tego pozostaja dwie mozliwosci: a = 1 lub a = 2.
1. Jezeli a = 1 to otrzymujemy réwnanie 1014 = 101b + 11¢ + 2d. Skoro 11c + 2d < 130 oraz b < 9, to
b =29, czyli 105 = 11c + 2d. Wynika stad, ze c jest nieparzyste. Ponadto 2d < 20, wiec ¢ > 8. Stad
¢ =19, d =31 Ania urodzila si¢ w 1993 roku.
2. Jezeli a = 2, to b = 0 i otrzymujemy réwnanie 13 = 11c+ 2d. Wobec tego c jest nieparzyste i ¢ < 1,
stad ¢ =1, d = 1 i Ania urodzita sie w 2011 roku.

Odpowiedz: Ania urodzila sie¢ w 1993 lub 2011 roku.

ZADANIE 3
Roéwnolegltobok ABC'D jest wpisany w okrag. Udowodnij, ze jest on prostokatem.

Rozwigzanie.

Rozwazmy katy «, 8, 7, 0 przy wierzchotkach A, B, C, D. Skoro ABCD jest rownolegtobokiem, to
a=~yoraz =9 =180 — a.

Oznaczmy przez O Srodek okregu. Katy (wklesty i wypukly) BOD dopelniaja sie do 360° i maja
miary 2« oraz 27. Stad o + v = 180°. Skoro o = v, to

a=v=090° =zatem B3 =0=180°—90°=90°,
czyli ABCD jest prostokatem.

ZADANIE 4
Niech S(a) oznacza sume cyfr zapisu dziesietnego liczby a. Wyznacz wszystkie 100—cyfrowe dodatnie
liczby catkowite a dla ktorych iloraz

jest najwiekszy.



Rozwigzanie, I sposcb
Niech agg, ags, . .., ap oznaczaja cyfry liczby a, tzn.

a:a99~1099+...+a1~10+a0.

Wtedy S(a) = agg + agg + ...+ ag oraz

a a99-1099—|—a98-1098—|—...+a0 < agg-1099—|—a98~1099+...+a0~1099 . 1099(a99—|—...—|—a0)
S(a) a99+a98+...+a0 = agg + agg + ...+ agp o agg + ...+ ap

Wobec tego zawsze a/S(a) < 10%°. Réwnosé zachodzi, wtedy i tylko wtedy, gdy powyzsze szacowanie
jest dokladne, tzn. gdy agg - 1077 + ags - 1098 4+ ... 4+ ag = agg - 109 + agg - 109 + ... + ag - 10%°. Zapis
dziesietny jest jednoznaczny, wiec wynika stad, ze agg - 109 = agg - 10%%, agy - 1097 = agy - 1099 itd. czyli

agg = agy = ... = ap.
Odpowiedz: iloraz ten jest najwickszy dla liczb postaci agg - 10'°°, gdzie agg € {1,...,9}.
11 sposdb

Powyzsze rozwiazanie mozna opowiedzie¢ nieco mniej ,na palcach”. Niech a bedzie liczba stucyfrows,
za$ A bedzie jej cyfra wiodaca, wtedy a = A - 10%? + b, dla pewnego 0 < b < 10%9. Jezeli b = 0, to iloraz
a/S(a) wynosi 10%. Pokazemy, ze dla b # 0 ten iloraz jest mniejszy.

Jezeli b # 0, to S(b) > 1 oraz S(a) = A+ S(b). Zatem

o A 10%4b _A-10%4b _ A-10%+10%

= < :199.
S@) = A+S0) A+l ST A+ 0

Odpowied?: iloraz ten jest najwickszy dla liczb postaci A - 1019, gdzie A € {1,...,9}.

ZADANIE 5

Kwadratowg tablice 2015 x 2015 wypelniono liczbami catkowitymi w ten sposéb, ze suma kazdego wiersza,
kazdej kolumny i obydwu gtéwnych przekatnych jest rowna zero. Czy moze sie zdarzyé, ze zadna sposrod
wpisanych liczb nie jest zerem? OdpowiedZ doktadnie uzasadnij.

Rozwigzanie.

Odpowiedz: Tak moze sie zdarzyé.

Rozwazmy najpierw przypadek tablicy 5 x 5. Ponizszy kwadrat pokazuje, ze mozliwe jest takie wy-
pelnienie, ze suma kazdego wiersza, kolumny i obydwu glownych przekatnych jest rowna zero (skqdingd
ten problem jest bardzo zblizony do problemu rozstawienia n wiez na planszy n X n tak, by Zadne dwie nie
atakowaty sie, czy widzisz dlaczego?).

—4 11 1 1 1
1 1 1 | -4 1
1 | -4 1 1 1
1 1 1 1 | -4
1 1 |41 1

Majac powyzszy kwadrat, wypelniamy tablice 2015 x 2015 ktadac % = 403 rzedéw po 403 ta-
kich kwadratow. Suma kazdego wiersza tablicy jest sumg 403 wierszy kwadratéw, wiec jest réwna zero.
Podobnie dla kolumn i gtéwnych przekatnych.

ZADANIE 6
Rozstrzygnij, ktora z liczb /2011 + /2013 + /2015 4+ /2017 oraz 41/2014 jest wieksza. Odpowiedz
doktadnie uzasadnij.

Uwaga: w uzasadnieniu nie powoluj sie na obliczenia na kalkulatorze, czy komputerze.

Rozwigzanie.
Skorzystamy z pomocniczej nieréwnosci, ktéra podajemy ponizej. Niech a i b beda liczbami dodatnimi.

Wtedy

a+b

Va+ Vb <2 (1)

= 10%.



By jej dowie$¢, podniesmy obie strony (ktére sa dodatnie!) do kwadratu. Otrzymujemy a + b + 2vab <
2(a + b). Przeniesmy wszystkie wyrazy na prawa strone. Mamy pokazaé, ze 0 < a + b — 2v/ab. Ale
a+b—2vab = (y/a— vb)? > 0. Wobec tego nierownosé (1) jest prawdziwa.

Pozostaje sprytnie pogrupowa¢. Podstawiajac w nierownosci (1) liczby a = 2011 i b = 2017 otrzymu-
Jeny

V2011 + V2017 < 2v/2014.
Podstawiajac a = 2013 i b = 2015 otrzymujemy

V2013 + V2015 < 2v/2014.

Sumujac te nieréwnosci stwierdzamy, ze

V2011 + V2013 + V2015 + V2017 < 4v/2014.



