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ZADANIE 1

Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie n takie, ze suma

L+n+n®+... +n2H
jest wieksza od n?015,

Rozwigzanie, sposdb I

Dlan =1suma 1+ n+...+ n?™ wynosi 2015, wiec jest wicksza od 1 =n

2015
Zatézmy, ze n > 2. Zastosujemy wzOr na sume ciagu geometrycznego:

ltnt +n2014: n2015_1
]

Wzér ten mozna wyprowadzié¢ nastepujaco. Niech S = 14 n + ... + n?°™, Wtedy

nS=n+n?+...+n?% =85 4215 _1,

wiec (n —1)S = n?%1® — 1 i otrzymujemy powyzszy wzor.
Skoron > 2,ton—12> 1, wiec

1+n+...+n2014:n2015_1

< 2015 _ 1 < 2015,
n—1

To dowodzi, ze nie istnieje n > 1, dla ktorego teza zadania jest spelniona.
Odpowiedz: Jedynie liczba n = 1 spetlnia warunki zadania.

Rozwigzanie, sposcb II na podstawie rozwigzania Karoliny Tkaczuk
Dlan =1suma 1+ n+...+n?™ wynosi 2015, wiec jest wicksza od 1 = n?015,
Zalozmy, ze n > 2 oraz ze 1 +n+ ...+ n?%14 > n2015 Po podzieleniu stronami przez liczbe dodatnia
n?01% otrzymujemy
1 1 1
n2015+w+...+ﬁ+g>1.

(1)
Skoro n > 2, to
1 . 1
n2015 S 92015

1
YRR

Wobec tego

1 1 1
12015

1 1 1 1 1
+n2014 +"'+ﬁ+g S 92015 + 92014 ot +§:1_ 92015 <
i otrzymujemy sprzecznos¢ z (1). Tak wiec nie istnieje n > 2 spelniajace warunki zadania.

Odpowiedz: Jedynie liczba n = 1 spelnia warunki zadania.

] =



ZADANIE 2
Pole pewnego réwnolegltoboku jest réwne polowie iloczynu dtugosci jego przekatnych. Uzasadnij, ze row-
nolegtobok ten jest rombem.

Rozwigzanie.
Oznaczmy wierzchotki rownolegtoboku przez A, B, C, D. D C

Oznaczmy réwniez dlugosé AC przez e i dtugos¢ BD przez f.
Z zalozenia, pole rownolegloboku ABC'D wynosi ef /2.

Wiemy, ze przekatne réownolegtoboku przecinaja sie w potowie,
tzn. AE = CE =e¢/2 oraz DE = BE = f/2.

Niech AH bedzie wysokoscia w trojkacie ABD, wtedy pole tego e/2
trojkata wynosi hf /2. Skoro trojkaty ABD i C DB sa przystajace,
to pole calego rownolegltoboku jest dwukrotnie wicksze, tzn. wy-
nosi hf.

Otrzymujemy rownosé¢ hf = ef/2, stad h = e/2, tzn. AE = AH.
7Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AEH wynika teraz, ze £ =
H, tzn. przekatne rownolegloboku sa prostopadte. Kazdy z trojka-
tow AEB, BEC, CED, DFEA jest prostokatny o przyprostokat-
nych dlugosci e/2 i f/2. Ponownie korzystajac z twierdzenia Pita-
gorasa, stwierdzamy, ze AB = BC = CD = DA = \/e2 + f2/2.
Tak wiec ABCD jest rombem. A B

ZADANIE 3
Wyznacz wszystkie liczby trzycyfrowe n dla ktorych n® ma trzy ostatnie cyfry réwne 7. Odpowiedz
doktadnie uzasadnij.

Rozwigzanie, sposéb I
Zapiszmy n jako 100s 4+ 10d + j, gdzie 0 < s,d, j < 9 s3 liczbami catkowitymi. Zauwazmy, ze

nd =10(...) + 5%,

wiec na cyfre jednosci n ma wplyw jedynie j. Jezeli cyfra jednosci n jest 7, to j2 = 10r + 7 dla pewnego
r calkowitego. Sprawdzenie wszystkich przypadkéw pokazuje, ze j = 3, tak wiec n = 100s + 10d + 3.

Teraz interesuje nas cyfra dziesiatek liczby n3.

n® =100(...) +3-3%-10d + 3,

wiec liczba d musi spetnia¢ 270d+27 = 100r+ 77 dla pewnego r catkowitego, innymi stowy 27d = 10r +5.
Wobec tego d jest podzielna przez 5 i nieparzysta, czyli d = 5 i n = 100s + 53. Sprawdzenie mozliwosci
s=1,2,...,9 pokazuje, ze jedynie n = 753 spelnia zalozenia zadania.

Odpowiedz: Jedynie liczba n = 753 spetnia warunki zadania.

Rozwigzanie, szkic sposobu II

Tak jak w rozwiazaniu I, uzasadniamy, ze cyfra jednosci liczby n jest 3. Wobec tego n = 10k + 3 dla
pewnego k. Rozwazmy liczbe n® — 33. Z zalozen zadania wynika, ze n® — 33 = 1000 + 750 dla pewnego
catkowitego r, w szczegolnosci jest to liczba podzielna przez 125.

Z drugiej strony, na mocy wzoru na réznice szesciandéw, zachodzi

n® —3%=(n—3)- (n*+3n+3?).

Skoro n = 10k + 3, co cyfra jednosci liczby n? + 3n + 32 jest 7, wiec jest to liczba niepodzielna przez 5.
Wobec tego 125 dzieli 10k, czyli k = 25l dla pewnego [ i ostatecznie

n = 2500 + 3.

Podstawiajac | = 1,2, 3 sprawdzamy, ze jedyna mozliwoscig jest | = 3 i n = 753.



ZADANIE 4
Wykaz, ze istnieje szeSciokat wypukly majacy wszystkie boki dlugosci co najmniej 1 i wszystkie przekatne
dhugosci mniejszej niz 2.

Rozwigzanie.

Rozwazmy na poczatek trojkat rozwartokatny o ramionach dtu- . * .
gosci 1 1 wysokosci malej dlugoscei e (pozniej podamy jak mate B

ma by¢ e). Podstawa tego trojkata ma dlugosé 2v/1 — e2, czyli /\
mniejsza od 2. Zauwazmy ponadto, ze jesli e < @, to katy przy A C
podstawie trojkata maja miare mniejsza niz 60°.

Rozwazmy nastepnie szesciokat ABC' DEF powstaly z polaczenia

trzech takich trojkatow. Zauwazmy, ze trojkat ACE jest rowno-

boczny. Z zalozenia szesciokat ma boki dhugosci 1. Dla e < v/3/2
jest on wypukly, na mocy uwagi powyzej, gdyz przyktadowo F D

IBAF = <BAC + 60° + <FEAF < 60° 4+ 60° 4+ 60° < 180°.
E

Przekatne AC, CE, AE maja z konstrukcji dtugo$¢ mniejsza niz 2; podobnie mozna uzasadnié, ze
przekatne BF, F'D, DB maja dlugos¢ mniejsza niz 2.
Przekatne AD, BE i CF maja rowne dlugosci, ktére wynosza

AD:e+C’E~§<e+\/§,

gdyz AC < 2. Skoro tak, to wystarczy wziaé e < 2—1/3 (co jest liczba dodatnia!) by szesciokat ABCDEF
spetnial zalozenia zadania.

ZADANIE 5
Liczba rzeczywista r jest taka, ze liczby r° i r® sa wymierne. Uzasadnij, ze réwniez liczba r jest wymierna.

Rozwigzanie, sposcb I

Jezeli r = 0, to r jest liczba wymierna. Dalej zakladamy, ze r # 0, wiec mozemy dzieli¢ przez potegi
r. Jezeli pewna liczba jest wymierna, to rowniez jej potegi sa wymierne. Wobec tego (%)% = 725 jest
wymierna i (r%)3 = 724 jest wymierna. Zatem r = 12°/r? jest wymierna jako iloraz liczb wymiernych.

Rozwigzanie, sposob I1
Argumentujac jak w sposobie I, zaktadamy 7 # 0. Liczba r® = 78 /r® jest wymierna. Zatem r2 = r° /73
jest wymierna, wiec r = 73 /r? jest réwniez wymierna.

ZADANIE 6
Punkt P lezy wewnatrz szeScianu o krawedzi dlugosci 1. Jaka jest minimalna suma odlegtosci punktu P
od wierzchotkow szescianu? Odpowiedz doktadnie uzasadnij.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez X i Y korice dowolnej z gtownych przekatnych szescianu, wtedy XY = /3. Jezeli
P jest dowolnym punktem, to na mocy nieréwnosci trojkata zachodzi PX + PY > XY = /3. Sto-
sujac to rozumowanie do czterech gltéwnych przekatnych, stwierdzamy, ze suma odlegltosci P od osmiu
wierzcholtkow szescianu wynosi co najmniej 4v/3.

Pozostaje zauwazy¢, ze gdy P lezy na przecieciu wszystkich przekatnych szescianu, to suma odlegtosci
P od wierzchotkéw wynosi doktadnie 4./3.

Odpowiedz: Minimalna suma odleglosci od wierzchotkow wynosi 44/3.



