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Zadanie 1
Znajdź wszystkie liczby całkowite dodatnie n takie, że suma

1 + n+ n2 + . . .+ n2014

jest większa od n2015.

Rozwiązanie, sposób I
Dla n = 1 suma 1 + n+ . . .+ n2014 wynosi 2015, więc jest większa od 1 = n2015.
Załóżmy, że n > 2. Zastosujemy wzór na sumę ciągu geometrycznego:

1 + n+ . . .+ n2014 =
n2015 − 1

n− 1
.

Wzór ten można wyprowadzić następująco. Niech S = 1 + n+ . . .+ n2014. Wtedy

nS = n+ n2 + . . .+ n2015 = S + n2015 − 1,

więc (n− 1)S = n2015 − 1 i otrzymujemy powyższy wzór.
Skoro n > 2, to n− 1 > 1, więc

1 + n+ . . .+ n2014 =
n2015 − 1

n− 1
6 n2015 − 1 < n2015.

To dowodzi, że nie istnieje n > 1, dla którego teza zadania jest spełniona.
Odpowiedź: Jedynie liczba n = 1 spełnia warunki zadania.

Rozwiązanie, sposób II na podstawie rozwiązania Karoliny Tkaczuk
Dla n = 1 suma 1 + n+ . . .+ n2014 wynosi 2015, więc jest większa od 1 = n2015.
Załóżmy, że n > 2 oraz że 1 + n+ . . .+ n2014 > n2015. Po podzieleniu stronami przez liczbę dodatnią
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i otrzymujemy sprzeczność z (1). Tak więc nie istnieje n > 2 spełniające warunki zadania.
Odpowiedź: Jedynie liczba n = 1 spełnia warunki zadania.



Zadanie 2
Pole pewnego równoległoboku jest równe połowie iloczynu długości jego przekątnych. Uzasadnij, że rów-
noległobok ten jest rombem.

Rozwiązanie.
Oznaczmy wierzchołki równoległoboku przez A, B, C, D.
Oznaczmy również długość AC przez e i długość BD przez f .
Z założenia, pole równoległoboku ABCD wynosi ef/2.
Wiemy, że przekątne równoległoboku przecinają się w połowie,
tzn. AE = CE = e/2 oraz DE = BE = f/2.
Niech AH będzie wysokością w trójkącie ABD, wtedy pole tego
trójkąta wynosi hf/2. Skoro trójkąty ABD i CDB są przystające,
to pole całego równoległoboku jest dwukrotnie większe, tzn. wy-
nosi hf .
Otrzymujemy równość hf = ef/2, stąd h = e/2, tzn. AE = AH.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta AEH wynika teraz, że E =
H, tzn. przekątne równoległoboku są prostopadłe. Każdy z trójką-
tów AEB, BEC, CED, DEA jest prostokątny o przyprostokąt-
nych długości e/2 i f/2. Ponownie korzystając z twierdzenia Pita-
gorasa, stwierdzamy, że AB = BC = CD = DA =

√
e2 + f2/2.

Tak więc ABCD jest rombem.
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Zadanie 3
Wyznacz wszystkie liczby trzycyfrowe n dla których n3 ma trzy ostatnie cyfry równe 7. Odpowiedź
dokładnie uzasadnij.

Rozwiązanie, sposób I
Zapiszmy n jako 100s+ 10d+ j, gdzie 0 6 s, d, j 6 9 są liczbami całkowitymi. Zauważmy, że

n3 = 10(. . .) + j3,

więc na cyfrę jedności n ma wpływ jedynie j. Jeżeli cyfrą jedności n jest 7, to j3 = 10r + 7 dla pewnego
r całkowitego. Sprawdzenie wszystkich przypadków pokazuje, że j = 3, tak więc n = 100s+ 10d+ 3.

Teraz interesuje nas cyfra dziesiątek liczby n3.

n3 = 100(. . .) + 3 · 32 · 10d+ 33,

więc liczba d musi spełniać 270d+27 = 100r+77 dla pewnego r całkowitego, innymi słowy 27d = 10r+5.
Wobec tego d jest podzielna przez 5 i nieparzysta, czyli d = 5 i n = 100s + 53. Sprawdzenie możliwości
s = 1, 2, . . . , 9 pokazuje, że jedynie n = 753 spełnia założenia zadania.

Odpowiedź: Jedynie liczba n = 753 spełnia warunki zadania.

Rozwiązanie, szkic sposobu II
Tak jak w rozwiązaniu I, uzasadniamy, że cyfrą jedności liczby n jest 3. Wobec tego n = 10k + 3 dla

pewnego k. Rozważmy liczbę n3 − 33. Z założeń zadania wynika, że n3 − 33 = 1000r + 750 dla pewnego
całkowitego r, w szczególności jest to liczba podzielna przez 125.

Z drugiej strony, na mocy wzoru na różnicę sześcianów, zachodzi

n3 − 33 = (n− 3) · (n2 + 3n+ 32).

Skoro n = 10k + 3, co cyfrą jedności liczby n2 + 3n+ 32 jest 7, więc jest to liczba niepodzielna przez 5.
Wobec tego 125 dzieli 10k, czyli k = 25l dla pewnego l i ostatecznie

n = 250l + 3.

Podstawiając l = 1, 2, 3 sprawdzamy, że jedyną możliwością jest l = 3 i n = 753.



Zadanie 4
Wykaż, że istnieje sześciokąt wypukły mający wszystkie boki długości co najmniej 1 i wszystkie przekątne
długości mniejszej niż 2.

Rozwiązanie.

Rozważmy na początek trójkąt rozwartokątny o ramionach dłu-
gości 1 i wysokości małej długości e (później podamy jak małe
ma być e). Podstawa tego trójkąta ma długość 2

√
1− e2, czyli

mniejszą od 2. Zauważmy ponadto, że jeśli e <
√
3
2 , to kąty przy

podstawie trójkąta mają miarę mniejszą niż 60◦.
Rozważmy następnie sześciokąt ABCDEF powstały z połączenia
trzech takich trójkątów. Zauważmy, że trójkąt ACE jest równo-
boczny. Z założenia sześciokąt ma boki długości 1. Dla e <

√
3/2

jest on wypukły, na mocy uwagi powyżej, gdyż przykładowo

^BAF = ^BAC + 60◦ + ^EAF < 60◦ + 60◦ + 60◦ < 180◦.
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Przekątne AC, CE, AE mają z konstrukcji długość mniejszą niż 2; podobnie można uzasadnić, że
przekątne BF , FD, DB mają długość mniejszą niż 2.

Przekątne AD, BE i CF mają równe długości, które wynoszą

AD = e+ CE ·
√
3

2
< e+

√
3,

gdyż AC < 2. Skoro tak, to wystarczy wziąć e < 2−
√
3 (co jest liczbą dodatnią!) by sześciokąt ABCDEF

spełniał założenia zadania.

Zadanie 5
Liczba rzeczywista r jest taka, że liczby r5 i r8 są wymierne. Uzasadnij, że również liczba r jest wymierna.

Rozwiązanie, sposób I
Jeżeli r = 0, to r jest liczbą wymierną. Dalej zakładamy, że r 6= 0, więc możemy dzielić przez potęgi

r. Jeżeli pewna liczba jest wymierna, to również jej potęgi są wymierne. Wobec tego (r5)5 = r25 jest
wymierna i (r8)3 = r24 jest wymierna. Zatem r = r25/r24 jest wymierna jako iloraz liczb wymiernych.

Rozwiązanie, sposób II
Argumentując jak w sposobie I, zakładamy r 6= 0. Liczba r3 = r8/r5 jest wymierna. Zatem r2 = r5/r3

jest wymierna, więc r = r3/r2 jest również wymierna.

Zadanie 6
Punkt P leży wewnątrz sześcianu o krawędzi długości 1. Jaka jest minimalna suma odległości punktu P
od wierzchołków sześcianu? Odpowiedź dokładnie uzasadnij.

Rozwiązanie.
Oznaczmy przez X i Y końce dowolnej z głównych przekątnych sześcianu, wtedy XY =

√
3. Jeżeli

P jest dowolnym punktem, to na mocy nierówności trójkąta zachodzi PX + PY > XY =
√
3. Sto-

sując to rozumowanie do czterech głównych przekątnych, stwierdzamy, że suma odległości P od ośmiu
wierzchołków sześcianu wynosi co najmniej 4

√
3.

Pozostaje zauważyć, że gdy P leży na przecięciu wszystkich przekątnych sześcianu, to suma odległości
P od wierzchołków wynosi dokładnie 4

√
3.

Odpowiedź: Minimalna suma odległości od wierzchołków wynosi 4
√
3.


