V Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockie]j

ETAP KORESPONDENCYJNY, GIMNAZJUM
ROZWIAZANIA

1. Na plaszczyZnie narysowany jest trojkat AABC. Punkt A’ jest symetryczny do A
wzgledem punktu C', punkt B’ jest symetryczny do B wzgledem punktu A, za$ punkt
C'" jest symetryczny do C wzgledem punktu B. Ile wynosi stosunek pol trojkatow
A'B'C"i ABC?

Rozwigzanie.
Przez Pxyyz oznaczamy pole trojkata XY Z. A’
Poniewaz B’A = AB oraz trojkaty ABC i1 B'AC
maja wspolna wysoko$é opuszczong z wierzchotka c
C, wiec Pygc = Pp ac. Analogicznie A'C = AC
oraz trojkaty A’B'C' i B'AC maja wspolng wyso-
ko$¢ opuszczona z wierzchotka B’ wiec
B’ A B
Pypc = Ppac = Papc-
Stad wynika, ze Paap = 2 - Papc. c

Z tych samych powod6éw mamy réwnosci: Pacor = 2+ Pape oraz Pgipor = 2- Papc.
Ostatecznie Pyrgicr = 7+ Papc, czyli Pypicr @ Papc =17 : 1.

2. Czy wiecej dzielnikow dodatnich liczby 2013213 koriczy sie jedynka, czy trojka?
Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze liczba 2013 ma nastepujacy rozktad na czynniki pierwsze:

2013 =3-11-61.

Wynika stad, ze dzielniki liczby 201303 sg postaci: 3211°61¢, gdzie a, b, ¢ sa do-
wolnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi nie wiekszymi od 2013. Poniewaz iloczyn
liczb konczacych sie jedynka konczy sie réwniez jedynka, ostatnia cyfra liczby 3¢11°61¢
jest taka sama jak ostatnia cyfra liczby 3%. Zauwazmy, ze 3% konczy sie trojka dla
a=1,5,9,...,4k+1,...,4-503 + 1, czyli w 504 przypadkach. Natomiast 3* konczy
sie jedynka dla a = 0,4,8,12,...,4k,...,4- 503, czyli w 504 przypadkach. Stad z ta-
twoscig wynika, ze liczba dzielnikéw konczacych sie trojka wynosi 504 - 20142 i jest
rowna liczbie dzielnikow koniczacych sie jedynka.

11 rozwigzanie

Mozna wypisacé tzw. bijekcje pomiedzy dzielnikami konczacymi sie trojkq © jedynkq.
To podejscie, aczkolwiek bardzo abstrakcyine, pozwala rozwigzac wiele podobnych pro-
blemow bez wyliczania doktadnej liczby dzielnikow.



Zalozmy, ze dzielnik D liczby 2013213 konczy sie jedynka. Jaka cyfra moze konczy¢
sie iloraz 2013213 . D? Mamy (2013%*'3 : D) - D = 2013%'3. Skoro liczba 2013213
koriczy sie trojka, a D jedynka, to 20132°3 : D koriczy sie trojka.

32013

Analogicznie pokazujemy, ze jesli D koriczy sie trojka, to 201 . D koriczy sie

jedynka. Wynika stad, ze
dzielnik D koniczy sie trojkg wtedy i tylko wtedy, gdy 20132°Y3 : D koviczy sic jedynkq.

Innymi stowy, kazdemu dzielnikowi D konczacemu sie trojka umiemy przyporzadkowaé
dzielnik koriczacy sie jedynka i odwrotnie (dlaczego?). Dzielnikow koriczacych sie wiec
trojka i jedynka jest tyle samo.

3. W jednym wierzchotku sze$cianu znajduje sie pajeczyna, za§ w pewnym innym
gniazdo pszczol. W pozostatych wierzchotkach lezg krysztatki cukru. Udowodnij, ze
jesli pszczota wyszta z gniazda, zebrata wszystkie krysztatki cukru chodzac po kra-
wedziach sze$cianu i wrocita, przy czym nie przechodzita przez pajeczyne, to przeszta
przez pewien wierzchotek (inny niz gniazdo) dwukrotnie.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze wierzcholki szescianu mozna pokolorowaé dwoma kolorami (np. czar-
nym i czerwonym) tak, ze kazda krawedz ma korice roznych kolorow. Zalozmy, ze paje-
czyna znajduje sie w wierzchotku czerwonym. Pozostaja wiec 3 wierzcholtki czerwone
i 4 czarne, wsrod ktoérych jest gniazdo G. Poniewaz krawedzie majg konce réznych
kolorow, wiec kazda droga zamknieta zaczynajaca sie w G i konczaca sie w G, bez
powtarzajacych sie wierzchotkdéw, musi prowadzi¢ przez taka sama liczbe wierzchot-
kow czarnych co czerwonych. Kazda taka droga przechodzi zatem przez parzysta liczbe
wierzchotkow. W dowolnej drodze zamknietej zawierajacej wszystkie wierzcholki (poza
pajeczyna) musza zatem wystepowaé powtorzenia wierzchotkow.

Uwaga: to zadanie NIE ma nic wspdlnego z teorig Sciezek czy cykli Eulera. Abs-
trakcyjnie rzecz biorgce, jest to zwigzane raczej z cyklami Hamiltona.

4. Na ptaszczyznie wybrano 2013 r6znych punktéw, nie wszystkie na jednej proste;j.
Pokaz, ze (niezaleznie od wyboru punktow) jest wiecej niz 2013 roznych trojkatow
o wierzchotkach w wybranych punktach.

Rozwigzanie.

Skoro nie wszystkie punkty leza na jednej prostej to mozna wybraé trzy punkty
A, B, C nie lezace na jednej prostej; punkty te tworza trojkat.

Rozwazmy dowolny inny punkt D. Jezeli punkt D nie lezy na prostej AB to ABD
jest trojkatem; podobnie dla prostych BC,CA. Zauwazmy teraz, ze punkt D lezy
na co najwyzej jednej z prostych AB, BC,CA. Zaiste, gdyby lezal na AB i BC,
to bytby réowny punktowi przeciecia tych prostych, czyli B; podobnie dla AB, AC
oraz BC, AC. Wynika stad, ze punkt D tworzy co najmniej dwa trojkaty z punktami
A, B,C. Roznych punktow D mozemy rozwazy¢ 2010, wiec tacznie jest co najmniej
22010 > 2013 trojkatow.



Uwaga: poprawny dowdd intuicji “najmniej trojkgtow bedzie, jezeli 2012 punktow
lezy na jednej prostej a jeden poza nig” bytby o wiele trudniejszy od rozwigzania za-
dania.

5. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, x,y, z spelniajg rownania a? + b +¢? = 22 + 9> + 22 = 1.
Uzasadnij, ze
a-r+b-y+c-z< 1L

Rozwigzanie.
Zaczniemy od wypisania oczywistej nieréwnosci:

0< (z—a)*+ (y—b)*+(z—c)

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia (a + b)? = a® + 2ab + b* oraz zalozen
otrzymujemy

0 < (2% + 9 + 2%) — 2ax — 2by — 2cz + (a® + b + ¢*) = 2 — 2(ax + by + c2).

Stad wynika nieréwnos¢ ax + by + cz < 1.

6. Nora krecika sktada sie z 25 kopczykoéw potaczonych tunelami. Z kazdego z kopczy-
koéw wychodza tunele prowadzace do dwunastu innych kopczykow (tunele nie przeci-
naja sie). Uzasadnij, ze krecik moze przej$¢ pomiedzy dowolnymi dwoma kopczykami
nie wychodzac na powierzchnie.

Rozwigzanie.

Wybierzmy dwa dowolne kopczyki, a nastepnie oznaczmy je literami A i B. Po-
zostalo nam 23 nieoznakowanych kopczykéw. Jesli miedzy A i B nie ma tunelu, to
mamy w sumie 24 tunele wychodzace z A lub B i dochodzace do 23 nieoznakowanych
kopczykoéw. Pewne dwa sposrod tych tuneli musza dochodzié zatem do wspoélnego
kopczyka, ktory oznaczymy litera C'. Stad wynika, ze krecik moze wowcezas dojsé od
A do B przechodzac przez kopcezyk C.



