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rozwiązania

1. Na płaszczyźnie narysowany jest trójkąt 4ABC. Punkt A′ jest symetryczny do A

względem punktu C, punkt B′ jest symetryczny do B względem punktu A, zaś punkt
C ′ jest symetryczny do C względem punktu B. Ile wynosi stosunek pól trójkątów
A′B′C ′ i ABC?
Rozwiązanie.

Przez PXY Z oznaczamy pole trójkąta XY Z.
Ponieważ B′A = AB oraz trójkąty ABC i B′AC

mają wspólną wysokość opuszczoną z wierzchołka
C, więc PABC = PB′AC . Analogicznie A′C = AC

oraz trójkąty A′B′C i B′AC mają wspólną wyso-
kość opuszczoną z wierzchołka B′, więc

PA′B′C = PB′AC = PABC .

Stąd wynika, że PA′AB′ = 2 · PABC .
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Z tych samych powodów mamy równości: PA′CC′ = 2·PABC oraz PB′BC′ = 2·PABC .
Ostatecznie PA′B′C′ = 7 · PABC , czyli PA′B′C′ : PABC = 7 : 1.

2. Czy więcej dzielników dodatnich liczby 20132013 kończy się jedynką, czy trójką?
Odpowiedź uzasadnij.
Rozwiązanie.

Zauważmy, że liczba 2013 ma następujący rozkład na czynniki pierwsze:

2013 = 3 · 11 · 61.

Wynika stąd, że dzielniki liczby 20132013 są postaci: 3a11b61c, gdzie a, b, c są do-
wolnymi nieujemnymi liczbami całkowitymi nie większymi od 2013. Ponieważ iloczyn
liczb kończących się jedynką kończy się również jedynką, ostatnia cyfra liczby 3a11b61c

jest taka sama jak ostatnia cyfra liczby 3a. Zauważmy, że 3a kończy się trójką dla
a = 1, 5, 9, . . . , 4k + 1, . . . , 4 · 503 + 1, czyli w 504 przypadkach. Natomiast 3a kończy
się jedynką dla a = 0, 4, 8, 12, . . . , 4k, . . . , 4 · 503, czyli w 504 przypadkach. Stąd z ła-
twością wynika, że liczba dzielników kończących się trójką wynosi 504 · 20142 i jest
równa liczbie dzielników kończących się jedynką.
II rozwiązanie

Można wypisać tzw. bijekcję pomiędzy dzielnikami kończącymi się trójką i jedynką.
To podejście, aczkolwiek bardzo abstrakcyjne, pozwala rozwiązać wiele podobnych pro-
blemów bez wyliczania dokładnej liczby dzielników.



Załóżmy, że dzielnik D liczby 20132013 kończy się jedynką. Jaką cyfrą może kończyć
się iloraz 20132013 : D? Mamy (20132013 : D) · D = 20132013. Skoro liczba 20132013

kończy się trójką, a D jedynką, to 20132013 : D kończy się trójką.
Analogicznie pokazujemy, że jeśli D kończy się trójką, to 20132013 : D kończy się

jedynką. Wynika stąd, że

dzielnik D kończy się trójką wtedy i tylko wtedy, gdy 20132013 : D kończy się jedynką.

Innymi słowy, każdemu dzielnikowi D kończącemu się trójką umiemy przyporządkować
dzielnik kończący się jedynką i odwrotnie (dlaczego?). Dzielników kończących się więc
trójką i jedynką jest tyle samo.

3. W jednym wierzchołku sześcianu znajduje się pajęczyna, zaś w pewnym innym
gniazdo pszczół. W pozostałych wierzchołkach leżą kryształki cukru. Udowodnij, że
jeśli pszczoła wyszła z gniazda, zebrała wszystkie kryształki cukru chodząc po kra-
wędziach sześcianu i wróciła, przy czym nie przechodziła przez pajęczynę, to przeszła
przez pewien wierzchołek (inny niż gniazdo) dwukrotnie.
Rozwiązanie.

Zauważmy, że wierzchołki sześcianu można pokolorować dwoma kolorami (np. czar-
nym i czerwonym) tak, że każda krawędź ma końce różnych kolorów. Załóżmy, że paję-
czyna znajduje się w wierzchołku czerwonym. Pozostają więc 3 wierzchołki czerwone
i 4 czarne, wśród których jest gniazdo G. Ponieważ krawędzie mają końce różnych
kolorów, więc każda droga zamknięta zaczynająca się w G i kończąca się w G, bez
powtarzających się wierzchołków, musi prowadzić przez taką samą liczbę wierzchoł-
ków czarnych co czerwonych. Każda taka droga przechodzi zatem przez parzystą liczbę
wierzchołków. W dowolnej drodze zamkniętej zawierającej wszystkie wierzchołki (poza
pajęczyną) muszą zatem występować powtórzenia wierzchołków.

Uwaga: to zadanie NIE ma nic wspólnego z teorią ścieżek czy cykli Eulera. Abs-
trakcyjnie rzecz biorąc, jest to związane raczej z cyklami Hamiltona.

4. Na płaszczyźnie wybrano 2013 różnych punktów, nie wszystkie na jednej prostej.
Pokaż, że (niezależnie od wyboru punktów) jest więcej niż 2013 różnych trójkątów
o wierzchołkach w wybranych punktach.
Rozwiązanie.

Skoro nie wszystkie punkty leżą na jednej prostej to można wybrać trzy punkty
A,B,C nie leżące na jednej prostej; punkty te tworzą trójkąt.

Rozważmy dowolny inny punkt D. Jeżeli punkt D nie leży na prostej AB to ABD

jest trójkątem; podobnie dla prostych BC,CA. Zauważmy teraz, że punkt D leży
na co najwyżej jednej z prostych AB,BC,CA. Zaiste, gdyby leżał na AB i BC,
to byłby równy punktowi przecięcia tych prostych, czyli B; podobnie dla AB,AC

oraz BC,AC. Wynika stąd, że punkt D tworzy co najmniej dwa trójkąty z punktami
A,B,C. Różnych punktów D możemy rozważyć 2010, więc łącznie jest co najmniej
2 · 2010 > 2013 trójkątów.



Uwaga: poprawny dowód intuicji “najmniej trójkątów będzie, jeżeli 2012 punktów
leży na jednej prostej a jeden poza nią” byłby o wiele trudniejszy od rozwiązania za-
dania.

5. Liczby rzeczywiste a, b, c, x, y, z spełniają równania a2 + b2 + c2 = x2 + y2 + z2 = 1.
Uzasadnij, że

a · x+ b · y + c · z 6 1.

Rozwiązanie.
Zaczniemy od wypisania oczywistej nierówności:

0 6 (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2.

Korzystając ze wzoru skróconego mnożenia (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 oraz założeń
otrzymujemy

0 6 (x2 + y2 + z2)− 2ax− 2by − 2cz + (a2 + b2 + c2) = 2− 2(ax+ by + cz).

Stąd wynika nierówność ax+ by + cz 6 1.

6. Nora krecika składa się z 25 kopczyków połączonych tunelami. Z każdego z kopczy-
ków wychodzą tunele prowadzące do dwunastu innych kopczyków (tunele nie przeci-
nają się). Uzasadnij, że krecik może przejść pomiędzy dowolnymi dwoma kopczykami
nie wychodząc na powierzchnię.
Rozwiązanie.

Wybierzmy dwa dowolne kopczyki, a następnie oznaczmy je literami A i B. Po-
zostało nam 23 nieoznakowanych kopczyków. Jeśli między A i B nie ma tunelu, to
mamy w sumie 24 tunele wychodzące z A lub B i dochodzące do 23 nieoznakowanych
kopczyków. Pewne dwa spośród tych tuneli muszą dochodzić zatem do wspólnego
kopczyka, który oznaczymy literą C. Stąd wynika, że krecik może wówczas dojść od
A do B przechodząc przez kopczyk C.


