IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania etapu korespondencyjnego - gimnazjum -
rozwigzania

1. W przestrzeni trojwymiarowej punkt M jest srodkiem kazdego z odcinkéw AD, BE, CF.
Uzasadnié¢, ze trojkaty AABC i ADEF sa przystajace.

Rozwigzanie. Skoro M jest punktem przeciecia prostych AD i BE, to punkty A, B, D, E
oraz M leza w jednej ptaszczyznie wyznaczonej przez proste AD i BE. Widac stad, ze
M jest punktem przeciecia przekatnych AD i BE czworokata ABDE, przy czym M
dzieli kazda z przekatnych na potowy.

Trojkaty AABM i ADEM sa przystajace na mocy cechy bok-kat-bok, gdyz AM =
DM, BM = EM i <AMB = <DMEFE, a wiec w szczegbdlnoéci AB = DFE. Analogicznie
uzasadniamy, ze BC' = E'F oraz AC = DF. W trojkatach AABC i ADFEF odpowied-
nie boki maja réwne dlugoéci, a wiec sa one przystajace.

II Rozwigzanie. Skoro M jest srodkiem AD, BE, C'F to odbiciem symetrycznym punk-
tow A, B,C wzgledem M sa punkty D, E, F, wiec odbiciem symetrycznym trojkata
ANABC jest trojkat ADEF.

Odbicie symetryczne zachowuje dtugosci odcinkéw, wiec AB = DE, BC = FF,CA =

F D, zatem trojkaty AABC i ADFEF sg przystajace.

2. Wykaza¢, ze jesli liczby a, b sa nieujemne to
(a+0b)(a* +b*) = (a® + b*)(a® + 1°).
Rozwigzanie. Skorzystamy z nastepujacych wzoroéw skroéconego mnozenia:
(a—b)?=a*—2ab+b> oraz a®+b* = (a+b)(a®—ab+b?).
Mamy

(a+0b)(a* +b*) — (a* + b%)(a® + b*) =

a® 4+ b + a*b + ab* — (a® + b° + a®V® + aPV?) =

a*b + ab* — a®V® — a’b* =

ab(a® +b*) — a*b*(a + b) = ab(a + b)(a® — ab + b*) — a*V*(a + b) =
ab(a + b)(a® — 2ab + b*) = ab(a + b)(a — b)* > 0.

Ostatnie wyrazenie jest nieujemne, gdyz kazda z liczb a, b, a+b, (a —b)? jest nieujemna.
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3. Ktora z liczb: 67,98 jest wieksza? Odpowiedz uzasadnic.
9
Rozwigzanie. Udowodnimy, ze wieksza jest liczba 67 .
9 9 6 6 9
Zauwazmy, ze 67 > 37 oraz 98 = 328" wiec wystarczy udowodnié, ze 37 >
6
328" czyli rownowaznie
™ > 2.8

Oczywiscie 78 > 287 1 2. 87 = 2137 wiec wystarczy dowiesé, ze 28° > 21137 cyyli
roGwnowaznie
87 >1+3-7°%

Ta nieréwnos$¢ wynika z nastepujaca ciggu nieréwnosci

8 =8.8>4.88 =8+ + 88+ >1+74+74+7=1+3-7°,

4. Wyznaczy¢ wszystkie przedstawienia liczby 2012 w postaci sumy kolejnych liczb
catkowitych.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze liczba 2012 = 4 - 503 jest suma k kolejnych liczb catko-
witych. Oznaczmy przez r najmniejszy ze sktadnikéw, czyli

r+(x+1)+--+(@x+k—1)=4-503.
Poniewaz 1+2+---+(k—1) = k(k—1)/2, wiec lewa strona powyzszej rownosci wynosi

-1 2 —1
kx+k(k2 ):k(x—;k )

Otrzymujemy zatem rownosé:
k(2x + k—1) =8-503.

Suma czynnikéw lewej strony jest liczbg nieparzysta, wiec liczby k oraz 2z + k — 1 sa
roznej parzystosci. Oznacza to, ze mozliwe sg cztery przypadki:

k |2v+k—1 T

1 4024 2012 2012

8 503 248 248 + 2494 - - - + 255
503 8 —247 —247 + (—246) 4 - - - + 255
4024 1 —2011 | —2011 + (—2010) + - - - + 2012

5. Czy na plaszczyznie mozna wybraé¢ 7 punktow tak, aby wsrod dowolnych trzech
sposrod nich istniaty dwa punkty odlegte od siebie o 17

Rozwigzanie. Udowodnimy, ze punkty o zadanej wtasnosci istnieja. W tym celu roz-
wazmy romb ABCD o kacie 60° przy wierzchotku A i boku dtugosci 1. Niech AB,C, D,
bedzie obrazem rombu ABC'D przy obrocie wokoét A o kat « taki, ze punkty C' i C sa



odlegte od siebie o 1. Udowodnimy, ze punkty A, B, By, C,C}, D, Dy speliaja warunki
zadania.

Jesli wybrane trzy punkty naleza do jednego z rombow
ABCD lub AB,C} Dy, to oczywiscie przynajmniej dwa
sg kolejnymi wierzchotkami rombu, a wiec sg odlegte o 1.
Przypusémy wiec, ze wybrany zostat jeden wierzchotek
X wrombie AB,C1D;idwaY i Z wrombie ABCD. Je-
$li Y, Z sa sasiednimi wierzchotkami lub przeciwleglymi
B i D, to odlegto$¢ miedzy nimi jest rowna 1.
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy Y, Z sa prze-
ciwlegtymi wierzchotkami A i C.

Wowcezas X jest albo jednym z wierzchotkow By, D; (ktore sa odlegte od A o 1),
albo X jest wierzchotkiem Cf, ktory jest odlegty od C o 1. Stad wérod dowolnych
trzech punktow sposréd A, B, By, C,C, D, D1 pewne dwa sa odlegte o 1.

6. Pole kwadratu ABC' D wynosi 5. Punkty K, L, M, N sa srodkami bokéw AB, BC,CD, DA
odpowiednio. Obliczy¢, ile wynosi pole kwadratu XY Z7T ograniczonego prostymi CK, DL, AM
i BN.

Rozwigzanie. Niech X' oznacza punkt symetryczny do X wzgledem L. Punkt B jest
symetryczny do C' wzgledem L, wiec trojkaty AXLC i AX'LB sa przystajace, wiec
odcinki C'X i BT sa rowne.

. D M C
Katy <LXT,<XTB,<XX'B sa proste, wiec XTBX'
jest prostokatem.
Skoro odcinki CX i BT sa réwne, to BX' = CX = BT, N I
wiec X X'BT jest kwadratem przystajacym do XY ZT. > X!
Kwadrat X X'BT na pole réwne polu ABCT, wiec pola '
ABCT i XY ZT sa réwne. ’

A K B

Z tych samych powodow trojkaty AAZB, ADY A oraz ACX D maja pola réwne

polu kwadratu XY ZT. Kwadrat ABCD sktada sie wiec z pieciu czesci o réwnych
polach (rownych polu XY ZT'), a wiec pole kwadratu XY ZT jest rowne 1.
IT Rozwigzanie — szkic. Pole kwadratu ABCD jest rowne 5, a wiec jego bok jest rowny
V/5. Tak jak w poprzednim rozwigzaniu dowodzimy, ze TB = AZ. Oznaczmy te dtugosé
przez x.

7 twierdzenia Talesa wnioskujemy, ze

/B AB
7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata AAZ B otrzymujemy réwnosé
ZB? 4+ AZ% = AB? coyli 4% + 22 = V5 =5, wiec z = 1.

Pole kwadratu XY ZT" wynosi wiec 1.



