
IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Biaªostockiej

Zadania etapu korespondencyjnego - gimnazjum -

rozwi¡zania

1.Wprzestrzeni trójwymiarowej punktM jest ±rodkiem ka»dego z odcinkówAD,BE,CF .

Uzasadni¢, »e trójk¡ty 4ABC i 4DEF s¡ przystaj¡ce.

Rozwi¡zanie. SkoroM jest punktem przeci¦cia prostych AD iBE, to punkty A,B,D,E

oraz M le»¡ w jednej pªaszczy¹nie wyznaczonej przez proste AD i BE. Wida¢ st¡d, »e

M jest punktem przeci¦cia przek¡tnych AD i BE czworok¡ta ABDE, przy czym M

dzieli ka»d¡ z przek¡tnych na poªowy.

Trójk¡ty4ABM i4DEM s¡ przystaj¡ce na mocy cechy bok-k¡t-bok, gdy» AM =

DM , BM = EM i ^AMB = ^DME, a wi¦c w szczególno±ci AB = DE. Analogicznie

uzasadniamy, »e BC = EF oraz AC = DF . W trójk¡tach 4ABC i 4DEF odpowied-

nie boki maj¡ równe dªugo±ci, a wi¦c s¡ one przystaj¡ce.

II Rozwi¡zanie. SkoroM jest ±rodkiem AD,BE,CF to odbiciem symetrycznym punk-

tów A,B,C wzgl¦dem M s¡ punkty D,E, F , wi¦c odbiciem symetrycznym trójk¡ta

4ABC jest trójk¡t 4DEF .
Odbicie symetryczne zachowuje dªugo±ci odcinków, wi¦cAB = DE,BC = EF,CA =

FD, zatem trójk¡ty 4ABC i 4DEF s¡ przystaj¡ce.

2. Wykaza¢, »e je±li liczby a, b s¡ nieujemne to

(a+ b)(a4 + b4) > (a2 + b2)(a3 + b3).

Rozwi¡zanie. Skorzystamy z nast¦puj¡cych wzorów skróconego mno»enia:

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 oraz a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).

Mamy

(a+ b)(a4 + b4)− (a2 + b2)(a3 + b3) =

a5 + b5 + a4b+ ab4 − (a5 + b5 + a2b3 + a3b2) =

a4b+ ab4 − a2b3 − a3b2 =
ab(a3 + b3)− a2b2(a+ b) = ab(a+ b)(a2 − ab+ b2)− a2b2(a+ b) =

ab(a+ b)(a2 − 2ab+ b2) = ab(a+ b)(a− b)2 > 0.

Ostatnie wyra»enie jest nieujemne, gdy» ka»da z liczb a, b, a+b, (a−b)2 jest nieujemna.



3. Która z liczb: 67
89

, 98
76

jest wi¦ksza? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie. Udowodnimy, »e wi¦ksza jest liczba 67
89

.

Zauwa»my, »e 67
89

> 37
89

oraz 98
76

= 32·8
76

, wi¦c wystarczy udowodni¢, »e 37
89

>

32·8
76

, czyli równowa»nie

78
9

> 2 · 876 .

Oczywi±cie 78
9
> 28

9
i 2 · 876 = 21+3·76 , wi¦c wystarczy dowie±¢, »e 28

9
> 21+3·76 , czyli

równowa»nie

89 > 1 + 3 · 76.

Ta nierówno±¢ wynika z nast¦puj¡ca ci¡gu nierówno±ci

89 = 8 · 88 > 4 · 88 = 88 + 88 + 88 + 88 > 1 + 76 + 76 + 76 = 1 + 3 · 76.

4. Wyznaczy¢ wszystkie przedstawienia liczby 2012 w postaci sumy kolejnych liczb

caªkowitych.

Rozwi¡zanie. Przypu±¢my, »e liczba 2012 = 4 · 503 jest sum¡ k kolejnych liczb caªko-

witych. Oznaczmy przez x najmniejszy ze skªadników, czyli

x+ (x+ 1) + · · ·+ (x+ k − 1) = 4 · 503.

Poniewa» 1+2+ · · ·+(k−1) = k(k−1)/2, wi¦c lewa strona powy»szej równo±ci wynosi

kx+
k(k − 1)

2
=
k(2x+ k − 1)

2
.

Otrzymujemy zatem równo±¢:

k(2x+ k − 1) = 8 · 503.

Suma czynników lewej strony jest liczb¡ nieparzyst¡, wi¦c liczby k oraz 2x + k − 1 s¡

ró»nej parzysto±ci. Oznacza to, »e mo»liwe s¡ cztery przypadki:

k 2x+ k − 1 x

1 4024 2012 2012

8 503 248 248 + 249 + · · ·+ 255

503 8 −247 −247 + (−246) + · · ·+ 255

4024 1 −2011 −2011 + (−2010) + · · ·+ 2012

5. Czy na pªaszczy¹nie mo»na wybra¢ 7 punktów tak, aby w±ród dowolnych trzech

spo±ród nich istniaªy dwa punkty odlegªe od siebie o 1?

Rozwi¡zanie. Udowodnimy, »e punkty o »¡danej wªasno±ci istniej¡. W tym celu roz-

wa»my romb ABCD o k¡cie 60◦ przy wierzchoªku A i boku dªugo±ci 1. Niech AB1C1D1

b¦dzie obrazem rombu ABCD przy obrocie wokóª A o k¡t α taki, »e punkty C i C1 s¡



odlegªe od siebie o 1. Udowodnimy, »e punkty A,B,B1, C, C1, D,D1 speªniaj¡ warunki

zadania.

Je±li wybrane trzy punkty nale»¡ do jednego z rombów

ABCD lub AB1C1D1, to oczywi±cie przynajmniej dwa

s¡ kolejnymi wierzchoªkami rombu, a wi¦c s¡ odlegªe o 1.

Przypu±¢my wi¦c, »e wybrany zostaª jeden wierzchoªek

X w rombie AB1C1D1 i dwa Y i Z w rombie ABCD. Je-

±li Y, Z s¡ s¡siednimi wierzchoªkami lub przeciwlegªymi

B i D, to odlegªo±¢ mi¦dzy nimi jest równa 1.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy Y, Z s¡ prze-

ciwlegªymi wierzchoªkami A i C.

A
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D

C
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Wówczas X jest albo jednym z wierzchoªków B1, D1 (które s¡ odlegªe od A o 1),

albo X jest wierzchoªkiem C1, który jest odlegªy od C o 1. St¡d w±ród dowolnych

trzech punktów spo±ród A,B,B1, C, C1, D,D1 pewne dwa s¡ odlegªe o 1.

6. Pole kwadratuABCD wynosi 5. PunktyK,L,M,N s¡ ±rodkami bokówAB,BC,CD,DA

odpowiednio. Obliczy¢, ile wynosi pole kwadratuXY ZT ograniczonego prostymi CK,DL,AM

i BN .

Rozwi¡zanie. Niech X ′ oznacza punkt symetryczny do X wzgl¦dem L. Punkt B jest

symetryczny do C wzgl¦dem L, wi¦c trójk¡ty 4XLC i 4X ′LB s¡ przystaj¡ce, wi¦c

odcinki CX i BT s¡ równe.

K¡ty ^LXT,^XTB,^XX ′B s¡ proste, wi¦c XTBX ′

jest prostok¡tem.

Skoro odcinki CX i BT s¡ równe, to BX ′ = CX = BT ,

wi¦c XX ′BT jest kwadratem przystaj¡cym do XY ZT .

Kwadrat XX ′BT na pole równe polu 4BCT , wi¦c pola
4BCT i XY ZT s¡ równe.
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Z tych samych powodów trójk¡ty 4AZB, 4DY A oraz 4CXD maj¡ pola równe

polu kwadratu XY ZT . Kwadrat ABCD skªada si¦ wi¦c z pi¦ciu cz¦±ci o równych

polach (równych polu XY ZT ), a wi¦c pole kwadratu XY ZT jest równe 1.

II Rozwi¡zanie � szkic. Pole kwadratu ABCD jest równe 5, a wi¦c jego bok jest równy√
5. Tak jak w poprzednim rozwi¡zaniu dowodzimy, »e TB = AZ. Oznaczmy t¦ dªugo±¢

przez x.

Z twierdzenia Talesa wnioskujemy, »e

ZB

TB
=
AB

KB
= 2, wi¦c ZB = 2 · TB = 2x.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trójk¡ta 4AZB otrzymujemy równo±¢

ZB2 + AZ2 = AB2 czyli 4x2 + x2 =
√
5
2
= 5, wi¦c x = 1.

Pole kwadratu XY ZT wynosi wi¦c 1.


