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1. Wyznacz wszystkie trojki liczb rzeczywistych (z,y, z) spelniajace uktad réwnan

T+y=2
xy — 22 =1

Rozwigzanie.

Po podstawieniu y = 2 — x do drugiego réwnania, otrzymujemy x(2 — z) — 2% = 1,
czyli 0 = 22 —2x+1+42% = (x—1)?+22. Kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne, wiec
to oznacza, ze x — 1 = 0, z = 0. Jedynym rozwiazaniem jest trojka (x,y, z) = (1, 1,0).

2. Wyznacz wszystkie trzycyfrowe liczby abe takie, ze
2 - abc = cab + bca.

Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Roéwnanie z zadania mozemy przepisaé¢ jako 200a + 20b + 2¢ = 110c + 11a + 1015,
czyli 189a — 81b — 108¢ = 0. Skoro 189 = 81 + 108, to mozemy dalej zapisa¢ to jako
108(a — ¢) — 81(b — a) = 0, czyli 108(a — ¢) = 81(b — a). Dzielac stronami przez 27,
otrzymujemy 4(a — ¢) = 3(b — a). Dodajac do obu stron 3(a — ¢), dostajemy wreszcie

7(a—c)=3(b—c). (1)

Skoro 0 < b,c <9, to =9 < b—c<9. Liczba b — ¢ jest podzielna przez 7, wiec mamy
trzy przypadki.

1. b—c = —=7. W tym przypadku b = ¢ — 7. Z réwnania (1) otrzymujemy tez
7(a—c¢)=—-21,wiecca=c—3.Skorob>01ib=c—7, toc>7 Mamy wiec
trzy przypadki ¢ = 7, 8,9 i odpowiadajace im rozwiazania abc = 407,518, 629.

2. b—c = 0. Z rownania (1) wynika, ze a —c = 0, zatem a = b = c. To daje dziewie¢
rozwiagzan abe = 111,222, 333,444, 555, 666, 777, 888, 999.

3. b—c¢ = 7. Z réwnania (1) wynika, ze a — ¢ = 3. Skoro b < Qoraz b —c = 7,
to ¢ < 2. Mamy tu trzy przypadki ¢ = 0,1,2 i odpowiadajace im rozwiazania
abe = 370,481, 592.

Odpowiedz: Lgcznie jest 15 takich liczb, sq to 111, 222, 333, 370, 407, 444, 481, 518,
555, 592, 629, 666, 777, 888, 999.



3. Punkt D lezy we wnetrzu trojkata ABC' i spetnia warunki <ADB = 90°, <BDC =
150°, <CDA = 120°. Udowodnij, ze istnieje punkt E rozny od D taki, ze jesli F jest
odbiciem E wzgledem AD, G jest odbiciem F wzgledem BD, za§ H jest odbiciem G
wzgledem C'D, to H = E.

Rozwigzanie.
Ustalmy punkt E tak, ze <BDFE = 120° oraz punkt F
lezy wewnatrz kata ADC'. Wtedy <ADFE = 120°—90° = A

30°. Wynika stad, ze <ADF = 30°, wiec <BDF = 60°.
Zatem <BDG = 60°. Pokazuje to, ze

<EDG = <EDA+<ADB+<BDG = 30°+90°+60° = 180°.

Zatem punkty F, D, G leza na jednej prostej. Ponadto
|DG| = |DF| = |DE|, czyli punkty E i G sa syme-C
tryczne do siebie wzgledem D.

Wreszcie, mamy <CDG = <CDB — <BDG = 150° — 60° = 90°, zatem CD

jest prostopadta do EG i przecina EG w potowie. To pokazuje, ze punkty E i G sa

G

symetryczne do siebie wzgledem C'D, czyli E = H.

4. Do finalu Konkursu Matematycznego zakwalifikowalo si¢ siedmiu uczniéw. Okazato
sie, ze w tej grupie jest co najmniej 13 par uczniéw znajacych sie. Wykaz, ze wérod fina-
listow istnieje trojka ucznidow wzajemnie znajacych sie. Czy liczbe 13 mozna zamienié
na 127

Rozwigzanie.

Niech U bedzie uczniem z najwieksza liczba znajomych, ktérych oznaczymy przez
Uy, Us, ..., Us;. Wowczas d > 4. Gdyby bowiem kazdy uczenn mial co najwyzej trzech

) . ) . 3.7
znajomych, to liczba par znajomych nie przekraczataby — < 11.

Jesli wsrod Uy, Us, ..., Uy jest para znajomych (U;,U;), to (U,U;,Uj) jest trojka
uczniow wzajemnie znajacych sie. Ten przypadek ma miejsce, gdy d = 6. Zaldézmy
wiec, ze 4 < d < 51 wérod Uy, Us, ..., Uy nie ma pary znajomych. Pozostale pary
znajomych maja wiec postaé (U;, X), gdzie X jest uczniem réznym od U, Uy, Uy, ..., Uy.
Jesli d = 4, to X moze byé¢ jednym z dwoch pozostatych ucznidéw; nazwijmy ich X i
Xy. Wowcezas liczba par znajomych nie przekracza 4 +2 -4 + 1 = 13, przy czym 13
otrzymujemy tylko wtedy, gdy X; i X5 znaja sie i kazdy z nich zna wszystkich sposréd
Uy, Us, Us,Uy. Wowezas dowolny uczen U; z dwojka X; 1 Xy tworza trojke uczniow
wzajemnie znajacych sie. Niech d = 5. Wowczas mamy doktadnie jednego ucznia X,
ktory nie jest znajomym ucznia U. Ten przypadek nie moze zajs¢, gdyz taczna liczba
par znajomych nie przekracza wtedy 5+ 5 = 10, wbrew zaltozeniu.

To, ze liczby 13 nie mozna zamieni¢ na 12 pokazuje sytuacja, gdy mamy dwie grupy
uczniow Ay, Ag, A3 oraz By, By, Bs, By takie, ze kazdy A; zna kazdego B; i innych
znajomosci nie ma.
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