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1. Nieskoriczona tamana przedstawiona na ponizszym rysunku nosi nazwe spirali Ulama.

Kolejne punkty kratowe (czyli punkty o obu wspotrzednych catkowitych) nalezace do
tej tamanej numerujemy kolejnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi, jak na rysunku.
Jaki numer bedzie miat punkt (n,n)?
Rozwigzanie, sposob pierwszy

Oznaczmy przez f(k,n) numer punktu (k,n). Droga od punktu (0,0) do punktu
(n,n) sktada sie z kolejnych odcinkéw w czterech kierunkach: wschodnim (E), potnoc-
nym (N), zachodnim (W) oraz potudniowym (S). Dtugosci odcinkéw w poszczegdlnych
kierunkach zawiera ponizsza tabela

B | N [W][Ss]
1 1 2 2
3 3 4 4
5 5) 6 6
7 7 8 8
2n—1|2n—-1

Zauwazmy, ze jesli n > 0, to numer punktu (n,n) jest suma liczb wystepujacych
w tabeli. Dodajac liczby kolumnami i korzystajac ze wzoru na sume wyrazow ciggu
arytmetycznego otrzymujemy

fn,n)=1+3+5+...+2n—1))+(14+3+5+...+(2n—1))
+(24+44+6+...+2n—2))+(2+4+6+...+(2n—2))
=n*+n*+n(n—1)+n(n—1) =4n* —2n.

Zauwazmy takze, iz f(—n,—n) = f(n,n) + 2n + 2n = 4n? + 2n.



Rozwigzanie, sposob drugi
Zauwazmy, ze f(n,n) jest liczba punktéw kratowych w prostokacie P rozmiaréw
(2n — 2) x (2n — 1), ktorego wierzchotkami sa punkty

(n,n—1),(—n+1,n—-1),(—n+1,—n),(n,—n+1).

Rzeczywiscie, punkt (0,0) ma numer 0, wiec f(n,n — 1) jest liczba o jeden mniejsza
od liczby punktéw kratowych w P. Na bokach tego prostokata lezy odpowiednio 2n i
2n — 1 punktéw kratowych, wiec w P znajduje si¢ f(n,n) = 2n(2n — 1) = 4n* — 2n
punktéw kratowych.

2. Pokaz, ze istnieja dodatnie liczby niewymierne a, b takie, ze
1 1
a+b, —4+ - oraz ab
a b

sg liczbami catkowitymi.
Rozwigzanie.
Niech a = 2—+/3 oraz b = 2++/3. Wtedy a+b = 4, ab = (2—/3)(2+V3) = 4-3 = 1.
Ponadto
I 1 _a+b 2 5
a b ab 1 7
zatem wszystkie liczby z zadania sa catkowite. Pozostaje pokazaé, ze a i b sg niewy-

mierne (jest to stosunkowo znany argument). Jesli a jest wymierna, to V3=2—-ua
takze. Niech /3 = p/q, gdzie p, q sa catkowite dodatnie i niemajace wspolnego dziel-
nika. Wtedy 3¢?> = p?, zatem 3 dzieli p?, zatem 3 dzieli p, zatem 3% dzieli p?, zatem 9
dzieli 3¢?, zatem 3 dzieli ¢%, zatem 3 dzieli ¢, co daje sprzecznosé z zalozeniem o braku
wspolnego dzielnika. Dow6d niewymiernosci b przebiega podobnie.

Uwaga: istnieje wiele podobnych rozwigzan, na przyktad 2 — /2 oraz 2 + /2.

3. Kwadrat ABC'D ma bok dtugosci 2022. Punkty K, L, M, N leza na bokach AB,
BC,CD, DA tego kwadratu. Wyznacz najwicksza mozliwa dtugosé obwodu czworokata
KLMN. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.
Z nieréwnosci trojkata wynika, ze |KL| < |KB|+|BL|, D M C

[ILM| < [LC[ + |CM]|, [MN] < [MD]+ |[DN|, [NK| <
INA| + |AK]|. Lacznie otrzymujemy

|KL|+ |LM|+ |[MN|+ |NL| < N L
|KB|+ |BL| + |LC| + |CM|+
+|MD|+ |DN| + |[NA| + |AK| = A K B

=([AK[ + [KB|) + (IBL| + [LC]) + (|CM| + [MD|) + (|DN| + [N A])
=|AB|+ |BC|+|CD| + |DA| = 4-2022.

Biorac K = A, L = B, M = C, N = D, otrzymujemy wszedzie powyzej réwnosci.
Zatem najwickszy mozliwo$¢ obwod wynosi 8088.



4. Liczba n > 2 jest calkowita. Liczby od 1 do n — 1 zapisano obok siebie (w systemie
dziesietnym) i policzono, ile razy wystepuje w tym napisie kazda z cyfr. Okazalo sie,
ze kazda z cyfr 1, 2, 3, ...,9 wystepuje tyle samo razy. Pokaz, ze n jest potega liczby
10.
Sposob pierwszy

Zatozmy, ze cyframi liczby n sa ay, ar_1, . . . a9, gdzie ay, jest pierwsza cyfra w zapisie
itd. az do cyfry jednosci ag. Liczby mniejsze od n sg trzech kategorii:

1. liczby, ktore maja co najwyzej k cyfr. Wtedy cyfry te mozemy dobiera¢ dowolnie,
w szczegblnosei jest wsrdd nich tyle samo jedynek co dziewiatek.

2. liczby majace doktadnie k+1 cyfr i pierwsza cyfre $cisle mniejsza od ay, (jesli ay =
1, to te czes¢ pomijamy). W kazdej takiej liczbie mozemy znowu dowolnie wybraé
wszystkie cyfry poza pierwsza, a pierwsza cyfre mozemy wybra¢ dowolnie sposrod
{1,2,...,ar — 1}. Zauwazmy, ze ta pierwsza cyfra zawsze moze by¢ jedynka, ale
nigdy dziewiatka. Zatem wérod tych liczb, w zapisie dziesictnym jedynek jest
lacznie o 10% wiecej niz dziewiatek.

3. liczby majace doktadnie k41 cyfr i pierwsza cyfre réwna ai. Na pierwszej pozycji
pojawia sie wtedy cyfra ag, lecz pojawia sie ona mniej niz 10* razy (pojawia sie

doktadnie @, _1ar ... ag razy). Na pozostalych pozycjach kazda cyfra pojawia
sie tyle samo razy, co gdyby n byta liczba o cyfrach ay_j1ar_o. .. ag.
Z powyzszych trzech uwag wynika, ze zawsze 1 pojawia sie co najmniej tyle samo razy
co 9. Ponadto jesli zalozymy, ze 1 pojawia si¢ doktadnie tyle samo razy, to przypadek 2.
nie moze zachodzi¢, tzn. musi by¢ a;, = 1. Ale wtedy w przypadku trzecim jedynka

pojawia sie ar_1ar_3 ... 0o razy na pierwszej pozycji i co najmniej tyle samo razy co

dziewigtka na pozostalych pozycjach, zatem musi byé @z_1ar_z...a = 0 i n = 10*.
Sposob drugi

Liczby a i b nazywamy ¢-tymi siostrams jesli w zapisie dziesietnym wszystkie cyfry
maja identyczne, poza pozycja i, na ktorej jedna ma dziewigtke, a druga jedynke. Dla
danego i, znajac jedng z i-tych siostr, mozna jednoznacznie odtworzy¢ druga.

Rozwazmy teraz dowolne n jak w zadaniu. Niech One(7) oznacza ile razy w napisie
z zadania cyfra 1 wystapila na i-tej pozycji. Podobnie, niech Nine(7) oznacza, ile razy
wystapita na i-tej pozycji cyfra 9. Z zatozenia o n mamy, ze

One(0) + One(1) + One(2) + ... = Nine(0) + Nine(1) + Nine(2) + . .. (1)

Wybierzmy . Jesli wsrod liczb od 1 do n — 1 wystepuje pewna liczba a, ktéra ma 9
na -pozycji, to wsréd tych liczb wystepuje tez jej i-ta siostra, ktora jest jednoznacznie
wyznaczona oraz ma 1 na i-tej pozycji. Zatem Nine(i) < One(i), dla kazdego i. Aby
rownosé (1) byta spelniona przy tych nier6wnosciach, musi zachodzi¢ Nine(i) = One(i),
czyli dla kazdego a mniejszeqo od n oraz dla kazdej pozycyi i réwniez i-ta siostra a jest
mniejsza niz n.

Zalozmy, ze n ma k cyfr. Jesli n nie jest potega dziesiatki, to 10*~! jest mniejsze
niz n, wiec z uwagi powyzej réowniez jej k-ta siostra jest mniejsza od n, innymi stowy
9-10*! < n. Stad wynika w szczegolnodci, ze

11.k..1<901.€..0<n.
-1



Znowu z uwagi powyzej, k-ta siostra liczby 11...1 jest mniejsza od n. Ta siostra to

k
91...1. Kolejny raz z uwagi, (k — 1)-sza siostra liczby 91...1 jest mniejsza od n. Ta
k—1 k—1
siostra to 991 ... 1. Kontynuujac ten argument, dochodzimy do wniosku, ze 99...9 jest
k—2 k

mniejsze od n, zatem n nie moze mie¢ k cyfr, sprzecznosé. To konczy dowod.
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