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1. Czy istnieje liczba naturalna taka, ze po wykredleniu pierwszej cyfry jej zapisu
dziesietnego otrzymujemy liczbe 111 razy mniejsza?
Rozwigzanie.
Zatozmy, ze taka liczba istnieje i ze ma ona n cyfr, z ktorych pierwsza to a. Wtedy ta
liczba ma postac

10" a+r

gdzie r jest liczba powstaly przez wykreslenie pierwszej cyfry jej zapisu dziesietnego.
Warunek z zadania mowi, ze

10" a+r=111-r,

a stad 1071 -a = 110 - r. W szczegdlnosei, liczba 10"~ ! - a jest podzielna przez 11. Ale
11 jest liczba pierwsza i nie dzieli ona ani 10 a liczby a, bo 1 < a < 9. Otrzymujemy
Sprzecznosc.

Odpowredz: taka liczba nie istnieje.

2. Wyznacz najmniejsze liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze b > 1 oraz

\/ ay/ av/a = b.
Rozwigzanie.

Wyrazenie z zadania mozemy zapisaé¢ jako

Vayfava = Vava-ab = Vaval = Vai = ak.

Zatem szukamy najmniejszych liczb catkowitych dodatnich a, b > 1 takich, ze as = b,
7

czy réownowaznie, ze a’ = b%. Zauwazmy, ze para liczb b = 27 oraz a = 2% spekia
warunki zadania. Pokazemy, ze jest ona najmniejsza.
Skoro b > 1 to istnieje liczba pierwsza p dzielaca b. Zalézmy, ze b = p* - ¢, gdzie ¢

jest niepodzielne przez p. Wtedy

a? — bS :p8k '08.
Zalozmy, ze a = p' - d, gdzie d jest niepodzielne przez p. Wtedy a” = p™ - d”. Zatem
najwicksza potega p dzielaca a” = b® jest z jednej strony 71 a z drugiej 8k, czyli 71 = 8k.
Wynika stad, ze k > 7, wiec b > p” > 27. Podobnie, [ jest dodatnie i podzielne przez 8,
wiec | > 8 istad a > p' > p® > 28, To konczy dowdd.



3. Punkt X lezy wewnatrz szeSciokata foremnego o boku ditugosci 2021. Oblicz sume
odlegtosci punktu X od szedciu prostych zawierajacych boki tego szeSciokata.
Rozwigzanie.

Rozwazmy dwa przeciwlegte boki sze$ciokata. Sa one rownolegle, a X lezy pomiedzy
zawierajacymi je prostymi, wiec suma odleglosci X od tych bokéw jest réwna odleglosci
pomiedzy tymi bokami, czyli 2021 -1/3. Zatem suma odlegtosci X od wszystkich szesciu
bokéw wynosi 6063 - v/3.

Rozwigzanie, sposob I
Oznaczmy wierzchotki szesciokata przez A, B, C, D, E, F. Skoro szeSciokat jest fo-
remny, to

|AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |EF| = |FA| = 2021

Oznaczmy przez hag, hgc, hep, hpe, her, hra odlegtosci punktu X od odcinkéw AB,
BC, CD, DE, EF, F A odpowiednio. Oznaczmy przez [F| pole figury F. Wtedy

[ABCDEF| = [ABX]| + [BCX] + [CDX| + [DEX] + [EFX] + [FAX] =

1 1 1 1 1 1
§|AB| ~hap + §|BC| ~hpe + §|OD| ~hep + §|DE| ~hpg + §|EF| ~hgr + §|FA| “hpa
2012

5 (hAB + hBC + hC’D + hDE + hEF + hFA) .

Szesciokat ABC' DEF mozna rozbi¢ na sze$¢ trojkatow rownobocznych o boku 2012,
wiec [ABCDEF] =6 - M. 7 poréwnania tych dwoch wzoréow wynika, ze

2021v/3

hap + hpe + hep + hpp + hpe + hpa = 6 - = 6063V/3.

4. Prostokatny stot bilardowy ma wymiary m x n, gdzie m,n sa parzystymi liczbami
naturalnymi. Z jego $rodka wypuszczono bile pod katem 30° wzgledem jednego boku
stotu. Wykaz, ze niemozliwe jest, ze po pewnej liczbie odbi¢ bila trafi do rogu stotu.
Rozwigzanie.

Nazwijmy bok, do ktérego tor bili jest pod katem 30° poziomym, za$ prostopadty
bok nazwijmy pionowym. Zauwazmy, ze przez caly czas swojego ruchu bila znajduje
sie pod katem 30° lub —30° do boku poziomego.

Zatozmy, ze bila wpadnie do rogu stotu po tym, jak jej taczna droga w pionie
wyniesie 2. Wtedy jej taczna droga w poziomie wyniesie x - ctg(30°) = 2v/3, bowiem
wszystkie odcinki byty pokonywane pod katem +30°. Z drugiej strony, srodek stotu jest
odlegty od wierzcholka o (m/2,n/2) lub (n/2,m/2). Zatem obie liczby z, /3 musza
by¢ catkowite. Skoro # = n/2 lub = m/2, to x # 0. Wobec tego v/3 = (21/3)/z jest

liczba wymierna, co jest absurdem.
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