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1. Pewne cztery sposrod wierzchotkow n-kata foremnego tworza réwnolegltobok. Dla
ktorych n moze sie to zdarzy¢? Odpowiedz doktadnie uzasadnij.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze n-kat foremny mozna wpisa¢ w okrag. Jesli czworokat jest wpisany
w okrag, to jest przeciwlegte katy sumuja sie do 180°. Jesli czworokat jest réwnole-
globokiem, to jego przeciwlegte katy sa rowne. Zatem jesli rownoleglobok jest wpisany
w okrag to jego wszystkie katy sa rowne 90°, czyli jest on prostokatem. Tym samym za-
danie sprowadza si¢ do znalezienia tych n dla ktoérych pewne cztery wierzchotki tworza
prostokat.

Jesli n jest parzyste, to takie wierzchotki istnieja. Mianowicie niech n = 2k i ponu-
merujemy wierzchotki Ay, A, ..., A,. Wtedy odcinki A; Agiq 1 AsAkyo sa Srednicami
okregu opisanego, wiec wierzchotki Ay, Ao, Api1, Axro tworza prostokat.

Zatozmy odwrotnie: ze n jest takie, ze pewne cztery wierzchotki XY, Z T n-kata
foremnego tworza prostokat. Wtedy <XYZ = 90°, wicc XZ jest Srednica okregu
opisanego na n-kacie foremnym. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na tym n-
kacie. Wtedy <X OZ = 180°. Z drugiej strony, kat XOZ jest wielokrotnoscia kata %.
Zatem istnieje liczba naturalna a taka

360°
n

a = 180°.

7 tego rownania wynika, ze n = 2a jest liczba parzysta.

Odpowiedz: Opisana w zadaniu sytuacja zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n jest parzy-
ste.

2. Liczby 1, 2, ..., 8, 9 dzielimy na trzy grupy, po trzy liczby w kazdej grupie, a na-
stepnie wyznaczamy iloczyny liczb w kazdej grupie. Pokaz, ze jeden z tych iloczynow
jest rébwny co najmniej 72.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze

1-2:3-...-9=(2-5-7)-(3-4-6)-(1-8-9)=70-72-72 > 70°.

Gdyby iloczyn liczb w kazdej grupie, na ktére dzielimy, wynosil co najwyzej 70, to
iloczyn wszystkich liczb wynositby co najwyzej 703, sprzecznosé. Zatem istnieje grupa
G, ktorej iloczyn wynosi wiecej niz 70. Iloczyn ten nie moze by¢ réwny 71, bo 71 jest
liczba pierwsza, wiec nie dzieli 9!. Zatem iloczyn elementéw grupy G wynosi co najmniej

72.



3. Dany jest trojkat ABC. Wyznacz taki punkt X na prostej AC, ze suma dtugosci
promieni okregdéw opisanych na trojkatach ABX i BC'X jest najmniejsza. Odpowiedz
uzasadnij.
Rozwigzanie.

Niech R4, Rc oznaczaja promienie okregdéw opisanych na trojkatach ABX, BCX
odpowiednio. Odcinek AB jest cieciwa w okregu o srednicy dltugosci 2R 4, wiec |[AB| <
2Ry, czyli Ry > |AB|/2. Podobnie, Re > |BC|/2. Zatem dla dowolnego punktu X

zachodzi nier6wnosc¢

|AB| + |BC|

2 @
Niech H bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z B na prosta AC. Wtedy <BHC =
<BHA =90°. W trojkatach prostokatnych BHC', BH A boki BC', BA sa $rednicami,
wiec dla X = H mamy R4 + Rp = w
najmniejsza mozliwa wartosc.

Ra+ Rp >

. Z nierownosci (1) wynika, zZe jest to

Odpowiedz: Szukanym punktem jest spodek wysokosci opuszczonej z B na prostg AC.

4. Na prostokatnej dziatce rosnie 2020 palm. Na dzialce znajduje sie rowniez mate
jeziorko i prosty kanal, ktory przechodzi przez jeziorko i dzieli dziatke na dwie czesci.
Na jednej z tych czesci rosnie 1000 palm, zas na drugiej 1020. Ponadto zadne dwie
palmy nie rosna w jednej linii z jeziorkiem. Wtasciciel dziatki chce zakopaé istniejacy
kanal i wykopaé¢ nowy prosty kanal przez jeziorko tak, by po obu stronach rosto tyle
samo palm. Udowodnij, ze jest to mozliwe.

Uwaga: zaktadamy, zZe palmy i jeziorko sq punktami, zas kanaty, zardwno istniejgcy jak
1 planowany, sq prostymi.

Rozwigzanie.
Zaznaczmy czes¢ dziatki, na ktorej rosnie 1020 palm i za-

stanéwmy sie, jak bedzie sie zmieniata liczba palm w za-
znaczonej czesci, gdy bedziemy zmienia¢ potozenie ka-
natu, obracajac go wokot jeziorka, tak jak pokazane na
rysunku.

Skoro zadne dwie palmy nie rosng w jednej linii z jezior-
kiem, to liczba palm bedzie si¢ zmienia¢ (zwickszaé¢ lub
zmniejszac) o doktadnie jeden, w zaleznosci od tego, czy
palma przechodzi z niezaznaczonej czesci do zaznaczo-

nej, czy odwrotnie.
Po dokonaniu obrotu o 180° cze$¢ zaznaczona bedzie odpowiada¢ niezaznaczonej

czesei rysunku, wiec liczba palm w niej wyniesie 1000. Skoro ta liczba zmieniata sie za-
wsze o jeden, to musialta przyjac¢ wszystkie wartosci ze zbioru {1000, 1001, 1002, . .., 1020}.
W szczegolnosci istnieje taki obrot kanatu, dla ktérego liczba palm w zaznaczonej czesci
wynosi doktadnie 1010 = 202&.
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