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Klasy drugie - rozwi¡zania

1. Moneta prawdziwa wa»y 10 g, a faªszywa 9 g. Zbiór 2013 monet jest taki, »e po

wyj¦ciu z niego dowolnej monety pozostaªe mo»na podzieli¢ na dwa stosy o równych

wagach. Ile mo»e by¢ w tym zbiorze monet faªszywych?

Rozwi¡zanie.

Niech S oznacza wag¦ wszystkich monet, za± a oznacza wag¦ wybranej monety

ze zbioru. Monety po wyª¡czeniu wybranej mo»na podzieli¢ na dwa stosy o równych

wagach, wi¦c ich ª¡czna waga jest parzysta, czyli S − a jest liczb¡ parzyst¡.

Je»eli S jest nieparzyste, wynika st¡d, »e a jest nieparzyste, czyli ka»da wybrana

moneta byªa faªszywa, wi¦c wszystkie monety s¡ faªszywe. Je»eli za± S byªo parzyste,

to ka»da wybrana moneta byªa prawdziwa, wi¦c w zbiorze nie ma monet faªszywych.

Zbiór wszystkich monet prawdziwych oraz zbiór wszystkich monet faªszywych speª-

nia zaªo»enia zadania, wi¦c monet faªszywych mogªo by¢ 0 lub 2013.

Uwaga: W jednym miejscu rozwi¡zania wa»ne jest, »e monet jest 2013 (a konkret-

niej, »e monet jest nieparzysta liczba). Gdyby monet byªo parzy±cie wiele zbiór wszyst-

kich monet faªszywych nie speªniaªby zaªo»e« zadania i poprawn¡ odpowiedzi¡ byªoby

�w zbiorze nie ma monet faªszywych�.

2. Liczby x1, x2 s¡ pierwiastkami wielomianu x2− 15x+3. Udowodni¢, »e x2012
1 + x2012

2

jest liczb¡ caªkowit¡ podzieln¡ przez 31006.

Rozwi¡zanie.

Zauwa»my, »e zachodzi to»samo±¢:
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Ze wzorów Viète'a wynika »e x1 + x2 = 15 oraz x1x2 = 3. Przyjmuj¡c an = xn
1 + xn

2

mamy zale»no±¢:

an = 15an−1 + 3an−2 = 3(5an−1 + an−2), (1)

przy czym a1 = 15, a2 = x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = 152 − 6 = 219. Liczby a1 i a2

s¡ zatem caªkowite i podzielne przez 3.

Zauwa»my, »e je±li n > 3 i liczby an−1 i an−2 s¡ caªkowite i podzielne przez 3k dla

pewnego k > 1 to ze wzoru (1) wynika, »e an jest caªkowita i podzielna przez 3k+1.

Równie» kolejna liczba an+1 = 3(5an + an−1) jest z tych samych powodów caªkowita

i podzielna przez 3k+1. Tak wi¦c liczby w kolejnych parach

(a1, a2), (a3, a4), (a5, a6), . . . , (a2011, a2012)

s¡ caªkowite i podzielne odpowiednio przez 3, 32, 33, . . . , 31006.



3. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny. Punkt A′ jest symetryczny do A wzgl¦dem ±rodka

boku BC, a punkt B′ jest symetryczny do B wzgl¦dem ±rodka boku AC. Odcinek AB′

przecina okr¡g opisany na 4ABC w punkcie D (D 6= A). Udowodni¢, »e odcinki A′D

i AD s¡ prostopadªe.

Rozwi¡zanie.

Odcinek A′C jest obrazem odcinka AB

w symetrii wzgl¦dem ±rodka boku BC,

wi¦c odcinki A′C i AB s¡ równej dªugo-

±ci i równolegªe, st¡d A′CAB jest rów-

nolegªobokiem.

Analogicznie dowodzimy, »e B′CBA

jest równolegªobokiem. Wynika st¡d, »e

B′C = CA′ = AB oraz A′C ‖ B′C,

wi¦c C jest ±rodkiem odcinka A′B′.

Trapez ABCD jest wpisany w okr¡g,

wi¦c jest równoramienny, zatem AB =

CD bo s¡ to ramiona tego trapezu.

�¡cznie

CD = CA′ = CB′. A B

C A′B′

D

Wynika st¡d, »e ^CB′D = ^CDB′ i ^CDA′ = ^CA′D. Suma k¡tów w trójk¡cie

4A′B′D wynosi wi¦c 2 · (^B′DC + ^A′DC), wi¦c 1
2
· 180◦ = ^B′DC + ^A′DC =

^A′DB′ = ^A′DA.

II rozwi¡zanie, bardzo teoretyczne

Niech C ′ oznacza odbicie punktu C wzgl¦dem ±rodka boku AB. Niech D′ oznacza

rzut punktu A′ na odcinek B′C ′.

Punkty A,B,C s¡ ±rodkami boków trójk¡ta 4A′B′C ′ a punkt D′ jest spodkiem

wysoko±ci w tym trójk¡cie, wi¦c z twierdzenia o okr¦gu dziewi¦ciu punktów stwier-

dzamy, »e punkty te le»¡ na jednym okr¦gu. Znaczy to, »e punkt D′ le»y na okr¦gu

opisanym na 4ABC, a »e le»y on równie» na prostej AB′ to jest punktem przeci¦cia

B′A z okr¦giem opisanym na 4ABC, czyli D′ = D. W szczególno±ci ^A′DA = 90◦.

4. Udowodni¢, »e istnieje dokªadnie jeden wielomian F (x) o wspóªczynnikach rzeczy-

wistych taki, »e F (1) = 1 oraz

F (2n) = 2F (n) + n2

dla ka»dej dodatniej liczby caªkowitej n.

Rozwi¡zanie.

Stosuj¡c wielokrotnie zale»no±¢ F (2n) = 2F (n) + n2 dla liczb postaci n = 2m

otrzymujemy kolejno



F (2m) = 2F (2m−1) + (2m−1)2 = 2[2F (2m−2) + (2m−2)2] + 22m−2

= 22F (2m−2) + 22m−3 + 22m−2 = 22[2F (2m−3) + (2m−3)2] + 22m−3 + 22m−2

= 23F (2m−3) + 22m−4 + 22m−3 + 22m−2 = . . .

= 2mF (1) + 2m−1 + 2m + · · ·+ 22m−4 + 22m−3 + 22m−2

= 2m + 2m−1(1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m−1) = 2m + 2m−1(2m − 1)

= 22m−1 + 2m−1 =
1

2

(
22m + 2m

)
=

1

2
· 2m (2m + 1) .

Rozwa»my teraz wielomian F0(x) =
1
2
· x(x+ 1). Zauwa»my, »e F0(1) = 1 oraz

F0(2x) =
1

2
· 2x(2x+ 1) = 2x2 + x = 2F0(x) + x2.

Wielomian F0(x) speªnia zatem warunki zadania. Udowodnimy, »e jest to jedyny wie-

lomian o »¡danych wªasno±ciach.

Niech F (x) b¦dzie wielomianem takim, »e F (1) = 1 i F (2n) = 2F (n) + n2 dla do-

wolnej dodatniej liczby caªkowitej n. Z powy»szych rachunków wynika, »e je±li n > 1, to

F (2n) = F0(2
n). Liczby 1, 2, 22, 23, . . . s¡ wi¦c pierwiastkami wielomianuG(x) = F (x)−

F0(x). Poniewa» jednak liczba pierwiastków niezerowego wielomianu o wspóªczynnikach

rzeczywistych nie przekracza jego stopnia, G(x) jest wielomianem zerowym. Ostatecz-

nie jedynym wielomianem speªniaj¡cym warunki zadania jest F0(x) =
1
2
· x(x+ 1).
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