IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Klasy drugie - rozwigzania

1. Moneta prawdziwa wazy 10 g, a falszywa 9 g. Zbiér 2013 monet jest taki, ze po
wyjeciu z niego dowolnej monety pozostale mozna podzieli¢ na dwa stosy o réwnych
wagach. Ile moze by¢ w tym zbiorze monet falszywych?

Rozwigzanie.

Niech S oznacza wage wszystkich monet, zas a oznacza wage wybranej monety
ze zbioru. Monety po wylaczeniu wybranej mozna podzieli¢ na dwa stosy o réwnych
wagach, wiec ich laczna waga jest parzysta, czyli S — a jest liczbg parzystg.

Jezeli S jest nieparzyste, wynika stad, ze a jest nieparzyste, czyli kazda wybrana
moneta byta falszywa, wiec wszystkie monety sa fatszywe. Jezeli zas S bylo parzyste,
to kazda wybrana moneta byla prawdziwa, wiec w zbiorze nie ma monet falszywych.

Zbior wszystkich monet prawdziwych oraz zbior wszystkich monet fatszywych spet-
nia zalozenia zadania, wiec monet falszywych mogto by¢ 0 lub 2013.

Uwaga: W jednym miejscu rozwigzania wazne jest, ze monet jest 2013 (a konkret-
niej, ze monet jest nieparzysta liczba). Gdyby monet byto parzyscie wiele zbior wszyst-
kich monet falszywych nie spetniatby zatozen zadania @ poprawng odpowiedzig bytoby
“w zbiorze nie ma monet fatszywych”.

2. Liczby z1, 5 sa pierwiastkami wielomianu z? — 15z + 3. Udowodnié¢, ze z2012? + x3012
jest liczbg calkowity podzielng przez 3106,
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze zachodzi tozsamos¢:

o+ 2l = () + xo) (@ + 2T — ppag (2 4 b )

Ze wzorow Viete’a wynika ze x; + 29 = 15 oraz x129 = 3. Przyjmujac a, = 27 + 25
mamy zalezno$é¢:
a, = 15a,_1 + 3a,_2 = 3(5a,_1 + a,_2), (1)

przy czym a; = 15, ay = 23 + 23 = (11 + 22)* — 21129 = 15% — 6 = 219. Liczby a; i ay
sg zatem catkowite i podzielne przez 3.

Zauwazmy, ze jesli n > 3 i liczby a,_1 i a,_o sa calkowite i podzielne przez 3* dla
pewnego k > 1 to ze wzoru (1) wynika, ze a, jest catkowita i podzielna przez 3%*!.
Rowniez kolejna liczba a, 11 = 3(5a, + a,_1) jest z tych samych powodow catkowita
i podzielna przez 31, Tak wiec liczby w kolejnych parach

(a1,a2), (CLS,CM), (as,%), cee (a2011,a2012)

sa catkowite i podzielne odpowiednio przez 3, 32,33, ..., 300,



3. Trojkat ABC jest ostrokatny. Punkt A’ jest symetryczny do A wzgledem $rodka
boku BC, a punkt B’ jest symetryczny do B wzgledem srodka boku AC'. Odcinek AB’
przecina okrag opisany na AABC w punkcie D (D # A). Udowodni¢, ze odcinki A’D
i AD sg prostopadte.

Rozwigzanie.

Odcinek A'C' jest obrazem odcinka AB

w symetrii wzgledem s$rodka boku BC),

wiec odcinki A'C'i AB sa rownej dtugo-

§ci i rownolegte, stad A'C AB jest row-

nolegtobokiem.

Analogicznie dowodzimy, ze B'CBA 4, C

jest rownoleglobokiem. Wynika stad, ze
B'C = CA" = AB oraz A'C || B'C,
wiec C jest srodkiem odcinka A'B'.
Trapez ABCD jest wpisany w okrag,
wiec jest rownoramienny, zatem AB = D
CD bo sa to ramiona tego trapezu.

CD=CA =CB. U

Wynika stad, ze <CB'D = <CDB’ i <CDA" = q<CA'D. Suma katéow w trojkacie
AA'B'D wynosi wice 2 - (<B'DC + <A'DC), wige & - 180° = <B'DC + <A'DC =
JA'DB = <A'DA.

11 rozwigzanie, bardzo teoretyczne

Lacznie

Niech C oznacza odbicie punktu C' wzgledem $rodka boku AB. Niech D’ oznacza
rzut punktu A’ na odcinek B'C".

Punkty A, B,C s $rodkami bokéw trojkata AA'B'C’ a punkt D’ jest spodkiem
wysokosci w tym trojkacie, wiec z twierdzenia o okregu dziewieciu punktow stwier-
dzamy, ze punkty te lezg na jednym okregu. Znaczy to, ze punkt D’ lezy na okregu
opisanym na AABC, a ze lezy on rowniez na prostej AB’ to jest punktem przeciecia
B'A 7 okregiem opisanym na ANABC, czyli D' = D. W szczeg6lnosci <A'DA = 90°.

4. Udowodni¢, ze istnieje doktadnie jeden wielomian F'(x) o wspolczynnikach rzeczy-
wistych taki, ze F'(1) = 1 oraz

F(2n) = 2F(n) + n?

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n.
Rozwigzanie.

Stosujac wielokrotnie zaleznos¢ F(2n) = 2F(n) + n? dla liczb postaci n = 2™
otrzymujemy kolejno
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= 2PF(2M %) 4 22 22T y 92mR =
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Rozwazmy teraz wielomian Fy(z) = 5 - z(x + 1). Zauwazmy, ze Fy(1) =1 oraz
1
Fy(22) = 5 - 2020 +1) = 202 + 1 = 2Fy(z) + 2°.

Wielomian Fy(x) spelnia zatem warunki zadania. Udowodnimy, ze jest to jedyny wie-
lomian o zadanych wlasnosciach.

Niech F(z) bedzie wielomianem takim, ze F/(1) = 11 F(2n) = 2F(n) + n? dla do-
wolnej dodatniej liczby catkowitej n. Z powyzszych rachunkéw wynika, ze jeslin > 1, to
F(2") = Fy(2™). Liczby 1, 2,22, 23, ... sa wiec pierwiastkami wielomianu G(z) = F(x)—
Fy(x). Poniewaz jednak liczba pierwiastkow niezerowego wielomianu o wspotezynnikach
rzeczywistych nie przekracza jego stopnia, G(x) jest wielomianem zerowym. Ostatecz-
nie jedynym wielomianem spetniajacym warunki zadania jest Fy(x) = % ~x(z+1).
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