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1. Udowodni¢, »e w trapezie ±rodki równolegªych podstaw, punkt przeci¦cia przek¡t-

nych oraz punkt przeci¦cia nierównolegªych ramion le»¡ na jednej prostej.

Rozwi¡zanie.
Niech A,B,C,D b¦d¡ wierzchoªkami trapezu, a E,F

b¦d¡ punktami przeci¦cia przek¡tnych oraz przedªu»e«

boków odpowiednio.

Proste CD i AB s¡ równolegªe, wi¦c z twierdzenia od-

wrotnego do twierdzenia Talesa wynika, »e 4CDE '
4ABE.

Niech M,N b¦d¡ ±rodkami boków AB,CD. Odcinki

EN,EM s¡ ±rodkowymi w 4CDE,4ABE, skoro s¡ to

trójk¡ty podobne, to ^NED = ^MEB, czyli N,E,M

s¡ wspóªliniowe.
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Analogicznie dowodzimy, »e4CDF ' 4BAF , wi¦c k¡ty ^DFN,^AFM s¡ równe,

a st¡d wynika, »e F,N,M le»¡ na jednej prostej.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R takie, »e 2f(x+2)+f(−x−1) = x2+4x+4

dla dowolnej liczby x ∈ R.
Rozwi¡zanie.

Chcemy najpierw dowie±¢, »e dla ka»dego y ∈ R zachodzi

2f(y) + f(−y + 1) = y2

We¹my dowolne y ∈ R, niech x = y − 2. Podstawiaj¡c to do równania z zadania

obliczamy 2f(y) + f(−y + 1) = y2, czyli dokªadnie to, czego mieli±my dowie±¢.

W równaniu 2f(y) + f(−y + 1) = y2 podstawmy −y + 1 za y. Uzyskujemy

2f(−y+1)+f(−(−y+1)+1) = (−y+1)2 upraszczaj¡c 2f(−y+1)+f(y) = (−y+1)2

Otrzymali±my w tym miejscu ukªad dwóch równa« liniowych o niewiadomych f(y)

i f(−y + 1).

Dodajmy do siebie równania (−2)(2f(y) + f(−y+1)) = (−2)y2 oraz 2f(−y+1)+

f(y) = (−y + 1)2. Otrzymujemy −3f(y) = (−y + 1)2 − 2y2 zatem

f(y) =
y2 + 2y − 1

3

dla wszystkich y ∈ R. Jedyna funkcja, która mo»e by¢ rozwi¡zaniem, to f(y) = y2+2y−1
3

.

Bezpo±rednio podstawiaj¡c do równania stwierdzamy, »e ta funkcja faktycznie jest roz-

wi¡zaniem.



3. Danych jest dwana±cie ci¦»arków o ró»nych wagach b¦d¡cych dodatnimi liczbami

caªkowitymi nie przekraczaj¡cymi 30. Udowodni¢, »e pewne dwa ci¦»arki wa»¡ ª¡cznie

tyle co dwa inne ci¦»arki.

Rozwi¡zanie.

Dla skrótu b¦dziemy mówi¢ �ci¦»arek A�, zamiast �ci¦»arek o wadze A�. Nie prowadzi

to do nieporozumie«, gdy» ró»ne ci¦»arki maj¡ ró»ne wagi.

Rozwa»my dowolne dwa ci¦»arki A i B. Waga A+B jest równa co najmniej 3 i co

najwy»ej 29+30, zatem mamy 59−3+1 = 57 ró»nych mo»liwych wag pary ci¦»arków.

Nieuporz¡dkowanych par ró»nych ci¦»arków jest
(
12
2

)
= 12·11

2
= 66 > 57. Istniej¡

wi¦c ci¦»arki A,B,C,D, takie, »e A+B = C +D. Pozostaje uzasadni¢, »e A,B,C,D

s¡ ró»nymi ci¦»arkami.

Brali±my pary ró»nych ci¦»arków, wi¦c A 6= B,C 6= D. Je»eli byªoby B = C to

A + B = C + D = B + D, a st¡d A = D, czyli para A,B byªaby t¡ sam¡ co C,D,

sprzeczno±¢. Tak wi¦c B 6= C. Identyczne rozumowanie pokazuje, »e B 6= D,A 6= C

oraz A 6= D, zatem A,B,C,D s¡ czterema ró»nymi ci¦»arkami.

4. Wielomian f(x) = x2011 + a2010x
2010 + . . .+ a1x+ a0 ma 2011 ró»nych pierwiastków

caªkowitych. Dla dowolnej liczby caªkowitej m liczba f(m) jest podzielna przez 2011.

Udowodni¢, »e suma pierwiastków wielomianu f(x) jest podzielna przez 2011.

Rozwi¡zanie.

Niech x1, x2, . . . , x2011 b¦d¡ pierwiastkami f(x). Z równo±ci f(x1) = f(x2) = · · · =
f(x2011) = 0 oraz twierdzenia Bézouta wynika, »e

f(x) = Q(x)(x− x1)(x− x2) . . . (x− x2011)

gdzie Q(x) jest pewnym wielomianem. Porównuj¡c stopnie obu stron stwierdzamy, »e

Q(x) ma stopie« 0, czyli jest staªy: Q(x) = a. Wspóªczynnik przy x2011 z lewej strony

równania wynosi 1, a z prawej a, wi¦c a = 1 i ostatecznie

f(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− x2011).

Wynika st¡d w szczególno±ci, »e f ma wspóªczynniki caªkowite.

Niechm b¦dzie dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡. Liczba 2011 jest pierwsza, wi¦c 2011
∣∣∣f(m) =

(m − x1) . . . (m − x2011) implikuje 2011
∣∣∣m − xjm dla pewnego jm, czyli xjm ≡ m

(mod 2011).

Liczba m byªa wybrana dowolnie, z powy»szego rozumowania wynika wi¦c, »e

w zbiorze {x1, x2, . . . , x2011} istniej¡ liczby xj0 , xj1 , . . . , xj2010 daj¡ce reszty 0, 1, 2, . . . , 2010

z dzielenia przez 2011. Liczby xj0 , xj1 , . . . , xj2010 s¡ parami ró»ne i jest ich 2011, wi¦c

{xj0 , xj1 , . . . , xj2010} = {x1, x2, . . . , x2011} .

Teraz ju» prosto obliczy¢

x1+x2+· · ·+x2011 = xj0+xj1+· · ·+xj2010 ≡ 0+1+· · ·+2010 = 1005·2011 ≡ 0 (mod 2011).
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