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1. Udowodni¢, ze w trapezie srodki rownolegtych podstaw, punkt przeciecia przekat-
nych oraz punkt przeciecia nieréwnolegltych ramion leza na jednej prostej.

Rozwigzanie.

Niech A, B,C, D beda wierzchotkami trapezu, a F, F
beda punktami przeciecia przekatnych oraz przedtuzen L
bokéw odpowiednio.

Proste C'D i AB sa rownolegte, wiec z twierdzenia od-
wrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze ACDE ~
NABE.

Niech M, N beda s$rodkami bokow AB,CD. Odcinki
EN, EM sa srodkowymi w ACDE, ANABFE, skoro s3 to
trojkaty podobne, to <NED = <MFEDB, czyli N, E, M

sg wspotliniowe.
Analogicznie dowodzimy, ze ACDF ~ ABAF, wiec katy <DF N, <<AF M sa rowne,

a stad wynika, ze F, N, M leza na jednej prostej.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze 2f(z+2)+ f(—x—1) = 2 +4x+4
dla dowolnej liczby = € R.
Rozwigzanie.

Chcemy najpierw dowies¢, ze dla kazdego y € R zachodzi

2f(y) + f(—y+ 1) =y

Wezmy dowolne y € R, niech z = y — 2. Podstawiajac to do réwnania z zadania
obliczamy 2f(y) + f(—y + 1) = y?, czyli dokladnie to, czego mielismy dowies¢.
W réwnaniu 2f(y) + f(—y + 1) = y* podstawmy —y + 1 za y. Uzyskujemy

2f(—y+ 1)+ f(=(=y+1)+1) = (=y+1)* upraszczajac 2f (—y+1)+ f(y) = (—y+1)?

Otrzymalismy w tym miejscu uktad dwdch réwnan liniowych o niewiadomych f(y)
i f(—y+1).
Dodajmy do siebie réwnania (—2)(2f(y) + f(—y+1)) = (=2)y? oraz 2f(—y + 1) +
f(y) = (=y +1)>. Otrzymujemy —3f(y) = (—y + 1)* — 2y* zatem
2
y 42y —1
fly) =L
dla wszystkich y € R. Jedyna funkcja, ktora moze by¢ rozwiazaniem, to f(y) = %
Bezposrednio podstawiajac do rownania stwierdzamy, ze ta funkcja faktycznie jest roz-
wigzaniem.



3. Danych jest dwanascie ciezarkéw o réznych wagach bedacych dodatnimi liczbami
catkowitymi nie przekraczajacymi 30. Udowodnié, ze pewne dwa ciezarki waza tacznie
tyle co dwa inne ciezarki.

Rozwigzanie.

Dla skrotu bedziemy mowié “ciezarek A”, zamiast “ciezarek o wadze A”. Nie prowadzi
to do nieporozumien, gdyz rézne ciezarki maja rézne wagi.

Rozwazmy dowolne dwa ciezarki A i B. Waga A + B jest rowna co najmniej 3 i co
najwyzej 29+ 30, zatem mamy 59 — 3+ 1 = 57 réznych mozliwych wag pary ciezarkow.

Nieuporzadkowanych par réznych ciezarkow jest (122) = &211 = 66 > 57. Istnieja
wiec ciezarki A, B, C, D, takie, ze A+ B = C'+ D. Pozostaje uzasadnié¢, ze A, B,C, D
sa roznymi ciezarkami.

BraliSmy pary réznych ciezarkéw, wiec A # B,C # D. Jezeli byloby B = C to
A+B=C+ D =B+ D, astad A = D, czyli para A, B bylaby ta sama co C, D,
sprzecznos$¢. Tak wiec B # C. Identyczne rozumowanie pokazuje, ze B # D, A # C
oraz A # D, zatem A, B,C, D s3 czterema r6znymi ciezarkami.

4. Wielomian f(z) = 22 + ag0102?"" + ... + @17 + ap ma 2011 réznych pierwiastkow
catkowitych. Dla dowolnej liczby caltkowitej m liczba f(m) jest podzielna przez 2011.
Udowodni¢, ze suma pierwiastkow wielomianu f(z) jest podzielna przez 2011.
Rozwigzanie.

Niech x1, 29, ..., zo011 beda pierwiastkami f(z). Z rownosci f(xq) = f(z2) =+ =
f(x9011) = 0 oraz twierdzenia Bézouta wynika, ze

f(z) =Q(z)(x — x1)(x — x3) ... (x — x2011)

gdzie Q(x) jest pewnym wielomianem. Porownujac stopnie obu stron stwierdzamy, ze

2011

Q(x) ma stopien 0, czyli jest staly: Q(z) = a. Wspolezynnik przy z°°'' z lewej strony

rOwnania wynosi 1, a z prawej a, wiec a = 1 1 ostatecznie
flx)=(z —x1)(x — 23) ... (x — T011)-

Wynika stad w szczegolnoscei, ze f ma wspotezynniki catkowite.
Niech m bedzie dowolng liczbg catkowita. Liczba 2011 jest pierwsza, wiec 2011| f(m) =

(m — z1)...(m — x9011) implikuje 2011{m — x;, dla pewnego j,, czyli z;, = m
(mod 2011).
Liczba m byla wybrana dowolnie, z powyzszego rozumowania wynika wiec, ze
w zbiorze {x1, Xa, . .., Too11 } istnieja liczby xj,, xj,, . . ., Ty, dajace reszty 0,1,2,...,2010
z dzielenia przez 2011. Liczby x;,,x;,,...,%j,,, sa parami rozne i jest ich 2011, wigc
{ycjo,le, ce 7953'2010} = {.I'l, To, ... ,33'2011} .
Teraz juz prosto obliczyé

T1+To+- - +To011 = Tjo+T4,+ -+ Ty, = 04+1+---+2010 = 1005-2011 =0 (mod 2011).
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