
II Konkurs Matematyczny
Politechniki Biaªostockiej

Zadania konkursowe - klasy drugie - rozwi¡zania

1. Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówno±¢

a2 + 5b2 + 4c2 > 4b(a + c).

Dowód. Wszystkie poni»sze nierówno±ci s¡ równowa»ne.

a2 + 5b2 + 4c2 > 4b(a + c)

a2 + 5b2 + 4c2 > 4ba + 4bc

(a2 + 4b2 − 4ba) + (b2 − 4bc + 4c2) > 0

(a− 2b)2 + (b− 2c)2 > 0

ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, zatem prawdziwa jest i teza.

2. Niech p > 3 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Ile rozwi¡za« w liczbach caªkowitych (x, y) ma

równanie

x2 − xy − 2y2 = p2 ?

Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie.

Uzasadnimy, »e dla ka»dej liczby pierwszej p > 3 jest 6 rozwi¡za«.

Równanie z zadania mo»emy przeksztaªci¢ nast¦puj¡co:

(x + y)(x− 2y) = x2 − xy − 2y2 = p2{
x + y = k

x− 2y = p2

k

gdzie k jest pewn¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Interesuj¡ nas tylko rozwi¡zania w liczbach caªkowitych x, y, a wi¦c te rozwi¡zania, gdzie
p2

k
, k s¡ liczbami caªkowitymi, czyli k jest dzielnikiem caªkowitym p2 � jedn¡ z sze±ciu liczb

1, p, p2,−1,−p,−p2. {
x + y = k

x = 1
3

(
2k + p2

k

)
Z pierwszego równania wynika, »e je±li x jest liczb¡ caªkowit¡ to i y jest liczb¡ caªkowit¡.

Sprawd¹my, »e w ka»dym przypadku tak jest.



Podstawiamy kolejne warto±ci k i obliczamy kolejne warto±ci x:
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Liczba p jest wi¦ksza od 3 i pierwsza, a wi¦c w szczególno±ci p nie jest podzielna przez 3.

Zatem p2 daje reszt¦ 1 z dzielenia przez 3, co uzasadniamy przeliczaj¡c 2 mo»liwe przypadki

� p = 3k + 2, p = 3k + 1:

(3k + 2)2 = 3(3k2 + 4k + 1) + 1 (3k + 1)2 = 3(3k2 + 2k) + 1

Skoro p2 daje reszt¦ 1 przy dzieleniu przez 3, to 2p2 + 1 i p2 + 2 daj¡ �reszty� 2 + 1, 1 + 2

przy dzieleniu przez 3, zatem s¡ podzielne przez 3, a wi¦c liczby

2 + p2

3
,
2p2 + 1

3
,−2 + p2

3
,−2p2 + 1

3

s¡ caªkowite, czyli dla wszystkich sze±ciu warto±ci k liczba x = 1
3

(
2k + p2

k

)
jest caªkowita i

ostatecznie równanie z zadania ma sze±¢ rozwi¡za«.

3. Dany jest ostrok¡tny trójk¡t równoramienny ABC, w którym AC = BC. Proste zawie-

raj¡ce wysoko±ci trójk¡ta opuszczone z wierzchoªków A, B i C przecinaj¡ okr¡g opisany

na trójk¡cie ABC odpowiednio w punktach E, F i G. Proste CE i BG przecinaj¡ si¦ w

punkcie K za± proste CF i AG przecinaj¡ si¦ w punkcie L. Udowodni¢, »e punkt przeci¦cia

wysoko±ci trójk¡ta ABC nale»y do prostej KL.

Dowód.

Lemat 1. Je»eli H jest punktem przeci¦cia wysoko±ci trójk¡ta ostrok¡tnego ABC, za± E jest

punktem przeci¦cia prostej AH z okr¦giem opisanym na ABC, to

^BCE = ^BCH

Dowód lematu. Niech S oznacza punkt przeci¦cia AH z bokiem BC. Prosta AH jest wyso-

ko±ci¡, zatem ^ASC = 90◦.

K¡ty ^BAE i ^BCE s¡ równe jako oparte na tym samym ªuku. Co wi¦cej ^EAB =

^SAB = 90◦ − ^ABC = ^BCH. Zatem ^BCE = ^EAB = ^BCH.

Uwaga: Podobny lemat zachodzi dla trójk¡tów rozwartok¡tnych. Zach¦cany czytelnika do

sformuªowania i udowodnienia go.

Oznaczmy przez H punkt przeci¦cia wysoko±ci trójk¡ta ABC, a przez M ±rodek boku

AB.

Je»eli udowodnimy, »e ^KHG = 90◦ to analogicznie ^LHG = 90◦, zatem ^KHL =

^KHG + ^LHG = 90◦ + 90◦ = 180◦, czyli te trzy punkty le»¡ na jednej prostej.



Trójk¡t ABC jest równoramienny, wi¦c

^ACG = ^BCG

Z lematu uzyskujemy równo±¢ katów

^ECB = ^GCB zatem w trójk¡cie

GCK prosta BC jest dwusieczn¡.

Z równoramienno±ci trójk¡ta ABC wy-

nika w szczególno±ci, »e prosta CG jest

±rednic¡ okr¦gu opisanego na ABC, za-

tem ^GBC = 90◦, czyli prosta BC jest

w trójk¡cie GCK wysoko±ci¡.
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W trójk¡cie GCK wysoko±¢ i dwusieczna wypuszczone z wierzchoªka C pokrywaj¡ si¦,

zatem jest to trójk¡t równoramienny, czyli

BG = BK

Z lematu wynika równie» równo±¢ ^ABF = ^ABG. Punkt H le»y na odcinku BF a

punkt M na odcinku AB, zatem

^MBH = ^ABF = ^ABG = ^MBG

Trójk¡ty HMB, GMB s¡ podobne na mocy cechy k¡t-k¡t-k¡t i maj¡ wspólny bok, zatem

s¡ przystaj¡ce. W szczególno±ci HB = GB.

Podsumowuj¡c: udowodnili±my, »e HB = GB = BK. Zatem punkt B, le»¡cy w poªowie

odcinka KG, jest ±rodkiem okr¦gu opisanego na GHK, czyli trójk¡t GHK jest prostok¡tny:

^GHK = 90◦, co w poª¡czeniu z pocz¡tkowymi uwagami ko«czy dowód.

4. Czy istnieje podzbiór V zbioru dodatnich liczb caªkowitych skªadaj¡cy si¦ z przynaj-

mniej dwóch liczb i taki, »e dla dowolnych ró»nych liczb a, b ∈ V liczby
√

a + b i
√

a + 2b s¡

caªkowite? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie.

Udowodnimy, »e taki podzbiór nie istnieje. Wªa±ciwe rozwi¡zanie poprzedzimy dla kla-

rowno±ci uwagami wst¦pnymi.

Stwierdzenie 2. Je»eli liczby caªkowite k, l s¡ takie, »e 3|k2 + l2, to 3|k i 3|l.

Dowód stwierdzenia. W rozwi¡zaniu zadania drugiego stwierdzili±my, »e kwadrat liczby caª-

kowitej mo»e dawa¢ reszt¦ 0 lub 1 z dzielenia przez 3.

Suma dwóch kwadratów mo»e wi¦c dawa¢ reszty:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 2

Wiemy, »e k2 + l2 daje reszt¦ 0, z powy»szego wyliczenia wynika »e 0 + 0 to jedyny sposób

otrzymania 0, wi¦c równie» liczby k2, l2 daj¡ reszt¦ 0 z dzielenia przez 3:

3|k2 i 3|l2



liczba 3 jest pierwsza, zatem

3|k i 3|l

Stwierdzenie 3. Równanie

x2 + y2 = 3z2

nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych dodatnich x, y, z.

Dowód stwierdzenia. Zaªó»my, »e powy»sze równanie ma rozwi¡zania. Rozwa»my trójk¦

(x, y, z) tak¡, »e z jest najmniejsze spo±ród wszystkich rozwi¡za«.

Skoro

x2 + y2 = 3z2,

to 3|x2 + y2. Stwierdzenie 2. mówi, »e 3|x i 3|y.
Podstawiaj¡c x = 3x2, y = 3y2, równanie przyjmuje posta¢

9x2
2 + 9y2

2 = 3z2.

Wynika st¡d, »e 9|3z2, czyli 3|z. Kªad¡c z = 3z2, równanie przyjmuje posta¢

9x2
2 + 9y2

2 = 27z2
2 ,

a wi¦c

x2
2 + y2

2 = 3z2
2

Trójka liczb x2, y2, z2 speªnia równanie, ale z2 = z/3 < z. Przeczy to zaªo»eniu, »e w trójce

liczb (x, y, z) z jest mo»liwie najmniejsze.

Zaªó»my, »e zbiór V speªnia warunki zadania i x, y ∈ V s¡ ró»nymi elementami zbioru.

Skoro x, y ∈ V to √
x + y,

√
x + 2y s¡ caªkowite.

Ale y, x ∈ V , zatem równie»
√

y + 2x jest caªkowita.

Oznaczmy przez n, m, l liczby caªkowite
√

x + y,
√

x + 2y,
√

2x + y. Zachodzi równo±¢

3n2 = 3(x + y) = m2 + l2.

przy czym n, m, l > 0, gdy» V zawiera tylko liczby dodatnie.

Zatem (m, l, n) s¡ liczbami caªkowitymi speªniaj¡cymi równanie m2+l2 = 3n2, ale stwier-

dzenie 3. orzeka, »e to równanie nie ma rozwi¡za« caªkowitych dodatnich. Uzyskana sprzecz-

no±¢ ko«czy dowód.
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