IT Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania konkursowe - klasy drugie - rozwigzania

1. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
a? + 5b* + 4c* > 4b(a + c).

Dowdd. Wszystkie ponizsze nieréwnosci sa rownowazne.
a® + 5b% + 4c* > 4b(a + ¢

a® + 5b* + 4c® > 4ba + 4be
(a® + 4b* — 4ba) + (b* — 4bc + 4¢%) > 0
(a—2b)* 4+ (b—2¢)* =0

ostatnia nierowno$¢ jest prawdziwa, zatem prawdziwa jest i teza. O]

2. Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. lle rozwiazan w liczbach catkowitych (z,y) ma
rOwnanie
22— xy —2y° =p??

Odpowiedz uzasadnic.

Rozwigzanie.
Uzasadnimy, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 jest 6 rozwigzan.
Roéwnanie 7z zadania mozemy przeksztalci¢ nastepujaco:

(z+y)(z —2y) =2” —zy — 2y° = p°

{ r+y==~Fk
2
r—2y="Ft
gdzie k jest pewna liczbg rzeczywista.
Interesuja nas tylko rozwigzania w liczbach catkowitych x, vy, a wiec te rozwiazania, gdzie

%2, k sa liczbami catkowitymi, czyli k jest dzielnikiem catkowitym p? — jedna z szesciu liczb
17p7p27 _17 —b, _p2'

r+y==k
T = % (ka + %)
7 pierwszego rownania wynika, ze jesli x jest liczba catkowita to i y jest liczbg catkowita.
Sprawdzmy, ze w kazdym przypadku tak jest.



Podstawiamy kolejne wartosci £ i obliczamy kolejne wartosci x:

k 1 |p| »p° -1 —p —p?
2+ p? 2p? +1 2 +p? 2p? +1
T p — —p | —
3 3 3 3

Liczba p jest wicksza od 3 1 pierwsza, a wiec w szczegdlnosci p nie jest podzielna przez 3.
Zatem p? daje reszte 1 z dzielenia przez 3, co uzasadniamy przeliczajac 2 mozliwe przypadki
-p=3k+2,p=3k+ 1

(Bk+2)> =3Bk +4k+1)+1  (Bk+1)*=33k*+2k)+1

Skoro p? daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3, to 2p? + 11 p® + 2 daja “reszty” 2+ 1,1 +2
przy dzieleniu przez 3, zatem sa podzielne przez 3, a wiec liczby
24p2 202 +1 24p* 202 +1
3 7 3 7 3 3

sg catkowite, czyli dla wszystkich szesciu wartosci k liczba x = % (Zk + ”%) jest catkowita i

ostatecznie réwnanie z zadania ma szes$¢ rozwigzan.

3. Dany jest ostrokatny trojkat rownoramienny ABC, w ktorym AC = BC. Proste zawie-
rajace wysokosci trojkata opuszczone z wierzchotkow A, B i C przecinaja okrag opisany
na trojkacie ABC odpowiednio w punktach F, F'i G. Proste CE i BG przecinaja sie w
punkcie K za$ proste C'F' i AG przecinaja sie w punkcie L. Udowodnié, ze punkt przeciecia
wysokosci trojkata ABC nalezy do prostej K L.

Dowdd.

Lemat 1. Jezeli H jest punktem przeciecia wysokoSci trojkgta ostrokgtnego ABC, za$ E jest
punktem przeciecia prostej AH z okregiem opisanym na ABC, to

4BCE = <BCH

Dowdd lematu. Niech S oznacza punkt przeciecia AH z bokiem BC'. Prosta AH jest wyso-
koscia, zatem <ASC = 90°.

Katy <BAF i <BCEFE sa rowne jako oparte na tym samym tuku. Co wiecej <EAB =
<ISAB =90° — <ABC = <BCH. Zatem <BCFE = <FAB = <BCH.

Uwaga: Podobny lemat zachodzi dla trojkgtow rozwartokgtnych. Zachecany czytelnika do
sformutowania i udowodnienia go. O

Oznaczmy przez H punkt przeciecia wysokosci trojkata ABC, a przez M $rodek boku
AB.

Jezeli udowodnimy, ze <K HG = 90° to analogicznie <LHG = 90°, zatem <K HL =
<K HG + <LHG = 90° +90° = 180°, czyli te trzy punkty leza na jednej proste;j.



Trojkat ABC jest rownoramienny, wiec
JACG = <«BCG

Z lematu uzyskujemy rownos$é¢ katow
JECB = <GCB zatem w trojkacie
GCK prosta BC' jest dwusieczna.

7 réwnoramiennosci trojkata ABC wy-
nika w szczegolnosci, ze prosta CG jest L
srednica okregu opisanego na ABC', za-
tem <GBC = 90°, czyli prosta BC jest

w trojkacie GC'K wysokoscia.
W tréjkacie GCK wysoko$¢ i dwusieczna wypuszczone z wierzchotka C' pokrywaja sie,

zatem jest to trojkat réwnoramienny, czyli

BG = BK

7 lematu wynika rowniez rownos¢ <ABF = <ABG. Punkt H lezy na odcinku BF a
punkt M na odcinku AB, zatem

IMBH = <ABF = <ABG = <M BG

Trojkaty HM B, GM B sa podobne na mocy cechy kat-kat-kat i maja wspolny bok, zatem
sa przystajace. W szczegblnosci HB = GB.

Podsumowujac: udowodnilismy, ze HB = GB = BK. Zatem punkt B, lezacy w polowie
odcinka K G, jest srodkiem okregu opisanego na GH K, czyli trojkat GH K jest prostokatny:
<GHK = 90°, co w polaczeniu z poczatkowymi uwagami konczy dowod. O

4. Czy istnieje podzbiér V zbioru dodatnich liczb catkowitych sktadajacy sie z przynaj-
mniej dwoch liczb i taki, ze dla dowolnych réznych liczb a,b € V liczby va +bi va + 2b sa
catkowite? Odpowiedz uzasadnic.

Rozwigzanie.
Udowodnimy, ze taki podzbioér nie istnieje. Wlasciwe rozwigzanie poprzedzimy dla kla-
rownosci uwagami wstepnymi.

Stwierdzenie 2. Jezeli liczby caltkowite k,1 sq takie, ze 3|k* + 12, to 3|k i 3|l

Dowad stwierdzenia. W rozwiazaniu zadania drugiego stwierdziliémy, ze kwadrat liczby cal-
kowitej moze dawa¢ reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 3.
Suma dwoch kwadratéow moze wiec dawaé reszty:

0+0=0, 0+1=1, 14+0=1, 1+1=2

Wiemy, ze k? + [ daje reszte 0, z powyzszego wyliczenia wynika ze 0+ 0 to jedyny sposob
otrzymania 0, wiec réwniez liczby k2, 1? daja reszte 0 z dzielenia przez 3:

3|k% i 3|12



liczba 3 jest pierwsza, zatem
3|k i 3|l

Stwierdzenie 3. Rownanie
o+ =327
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich x,y, z.
Dowdd stwierdzenia. Zalozmy, ze powyzsze réwnanie ma rozwigzania. Rozwazmy trojke
(x,y, z) taka, ze z jest najmniejsze sposrod wszystkich rozwiazan.
Skoro
v+ y* =327
to 3|x? + y?. Stwierdzenie 2. mowi, ze 3|z i 3|y.
Podstawiajac © = 3x2, y = 3y2, rObwnanie przyjmuje postac
973 + 9y = 32%
Wrynika stad, ze 9]32%, czyli 3|z. Kladac z = 325, réwnanie przyjmuje postacé
973 + 9y = 2723,
a wiec
w3+ Y = 3%

Trojka liczb xo, 3o, 2o spelnia rownanie, ale zo = 2/3 < 2. Przeczy to zalozeniu, ze w trojce
liczb (z,y, z) z jest mozliwie najmniejsze.

]

Zatozmy, ze zbiér V' spelnia warunki zadania i z,y € V s réznymi elementami zbioru.
Skoro x,y € V to

VI +vy,\/x + 2y sa catkowite.

Ale y,x € V, zatem réwniez /y + 2x jest catkowita.
Oznaczmy przez n,m,! liczby catkowite /= +y, /= + 2y, /22 + y. Zachodzi réwnosé

3n® =3z +y) =m*+1°

przy czym n,m,l > 0, gdyz V zawiera tylko liczby dodatnie.

Zatem (m, [, n) s liczbami catkowitymi spetniajacymi réwnanie m?+1% = 3n?, ale stwier-
dzenie 3. orzeka, ze to rObwnanie nie ma rozwigzan catkowitych dodatnich. Uzyskana sprzecz-
nos¢ konczy dowdd.
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