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1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, dla ktérych wielomiany f(z) = 2°+az®+22+1
i g(z) = 2* + ax? + v + 1 maja wspélny pierwiastek.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli xo jest wspélnym pierwiastkiem wielomianéw f(x) i g(z), to xy jest
rowniez pierwiastkiem wielomianu

ha) = f(z) - vg(e) =1 — .

Wynika stad, ze wspolnym pierwiastkiem rozwazanych wielomianéw moze by¢ tylko liczba
xo = 1. Poniewaz f(1) = g(1) = 3+a, otrzymujemy, ze wielomiany f(z) i g(z) maja wspdlny
pierwiastek wtedy, gdy a = —3 i jest nim liczba zq = 1.
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2. Niech a i b beda ustalonymi liczbami naturalnymi i niech {x, } bedzie ciagiem okreslonym
wzorem

rpn=an—+b dlan=1,23,....
Wykazaé, ze albo zaden wyraz ciagu {x, } nie jest kwadratem liczby naturalnej, albo w ciagu
tym istnieje nieskonczenie wiele wyrazéw, ktore sa kwadratami liczb naturalnych.
Rozwiqzanie

Zauwazmy, ze rozwazany ciag {x,} jest ciagiem arytmetycznym o réznicy a. Przypusémy,
ze dla pewnej liczby naturalnej m, m-ty wyraz tego ciagu jest kwadratem liczby naturalnej
k, tzn. z,, = k%. Dla dowolnej liczby naturalnej [ mamy x,,.; = 2, +la = k? + la. Z drugiej
strony, poniewaz

(k+a)> = k* + 2ka+ a* = k* + (2k + a)a

widzimy, ze przyjmujac | = 2k + a otrzymamy Z,, or+a = (k + a)?. Stad wynika, ze jesli
liczba k? jest wyrazem ciagu {x,}, to réwniez liczby

(k+a)?, (k+2a)% (k+3a)* (k+4a)?, ...

sa wyrazami ciagu {x,}.
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3. Na prostej ¢, w ktorej zawarty jest bok BC tréjkata ABC, wybrano punkt M rézny od B
i C. Punkty K i L sa $rodkami okregéow opisanych na tréjkatach ABM i AMC'. Wykazac,
ze pole trojkata K LM jest nie mniejsze niz jedna czwarta pola tréjkata ABC. Przy jakim
potozeniu punktu M tréjkat K LM ma najmniejsze pole?

Rozwigzanie

Punkt M moze leze¢ na boku BC lub poza nim (rysunki ponizej). W obu przypadkach

rozumowanie jest podobne.
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W przypadku, gdy M nalezy do boku BC' katy L ALM i L AC'M sa odpowiednio katami
srodkowym i wpisanym okregu opisanego na tréjkacie AMC' opartymi na tym samym tuku,
wiec LALM = 2L AC'B. Poniewaz punkty K, L naleza do symetralnej odcinka AM, L KLM =
%A{ALM = LACB. Podobnie stwierdzamy, ze {LKM = £{ABC. W przypadku, gdy M
lezy poza bokiem BC', kat L AC'M jest réwny polowie kata srodkowego £ ALM opartego na
tuku AM nie zawierajacym punktu C', a wiec potowie kata 360° — L ALM. Stad wynika, ze
LACB = AKLM.

Tréjkaty KLM i1 ABC sa zatem podobne. Wystarczy wykazaé, ze skala podobienstwa jest
nie mniejsza niz 2l W tym celu oznaczmy przez N rzut prostopadly punktu L na bok AC.
Punkt N jest oczywiscie srodkiem boku AC. W tréjkacie prostokatnym LNC' przeciwpros-
tokatna jest LC, wiec LC' > NC. Poniewaz LC' = LM, wiec LM > %AC’, przy czym
rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy L = N, czyli w przypadku, gdy AC jest srednica
okregu opisanego na tréjkacie AMC'. Ma to oczywiscie miejsce wtedy, gdy M jest spodkiem
wysokosci trojkata ABC' opuszczonej z wierzchotka A.
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4. Dla danej liczby naturalnej n > 1, niech f(n) oznacza liczbe wszystkich par liczb natu-
ralnych (z,y) spemiajacych réwnanie
1 1 1

Ty n
Wykazaé, ze f(n) > 3 oraz wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych f(n) = 3.
Rozwigzanie

Poniewaz z, y, n sa liczbami naturalnymi, rozwazane réwnanie mozna przeksztatci¢ do postaci
nx + ny = xy, a nastepnie do postaci iloczynowej:

(—n)(y —n) =n".

Tak wiec kazde rozwiazanie (z,y) wyznacza rozktad liczby n? na iloczyn dwéch czynnikéw.
Odwrotnie, jedli n? = a-b jest rozkladem liczby n? na iloczyn dwéch czynnikéw, to z postaci
iloczynowej naszego réwnania wynika, ze wystarczy przyja¢ x = n + a, y = n + b. Tak wiec
liczba f(n) jest réwna liczbie wszystkich naturalnych dzielnikéw liczby n?. Dlan > 1, liczba
n? ma przynajmniej trzy rézne dzielniki: 1, n i n?, a wiec f(n) > 3. Innymi stowy, dla
dowolnej liczby n > 1 mamy trzy pary (n+ 1,n + n?), (2n,2n), (n +n? n + 1) stanowiace
rozwiazania réwnania. Jesli n nie jest liczba pierwsza, to n? ma wiecej niz 3 rézne dzielniki
i wowczas f(n) > 3. Ostatecznie f(n) = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.
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