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1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba n? + 5n + 1 nie jest podzielna przez 49.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze n°+5n+1 = (n—1)?+7n. Wynika stad w szczegdlnosci, ze jedli liczba n?+5n+1
jest podzielna przez 7, to 7 dzieli n — 1. Tak wiec jedli 49 dzieli n? +5n+1, ton = 7k +1 dla
pewnej liczby calkowitej k. Mamy jednak (n—1)2+7n = 49k*+7(7Tk+1) = 49k*>+49k+7, czyli
n? + 5n + 1 daje reszte 7 przy dzieleniu przez 49. Uzyskana sprzecznoéé konczy dowéd. [

2. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu 22+ pz? 4+ gz +2 o wspdlezynnikach
catkowitych. Niech

1 1 1 a b c a? b? c?
be + ac + ab’ be + ac + ab oraz ¢ be + ac ab

Wykazaé, ze jesli A jest liczba caltkowita, to réwniez liczby B i C' sa calkowite.
Rozwigzanie

Ze wzoréw Viete’a wynika, ze a +b+c = —p, ab+ bc+ ac = q oraz abc = —2. Zauwazmy, ze

A:

Y

atb+c p
abc 2

skad wynika, ze p jest liczba parzysta. Dalej mamy

a?+ b0+ (a+b+ce)*—2(ab+ac+be) p*—2q 1,
abc abc -2 2

Liczba p jest parzysta, wiec B jest liczba catkowita. Wyznaczmy teraz liczbe C'. Poniewaz
a, b, c speniaja réwnanie 2® = —pz? — gr — 2, wiec

3413 3 —n(a? + b2 2\ _ b —
oLt pla® +b* +c*) —qla+b+c) 6:—pB—qA+3.
abe abe

Stad wida¢, ze rowniez C jest liczba catkowita. O

3. W trdjkacie réwnobocznym ABC poprowadzono prosta réwnolegta do boku AB, przeci-
najaca boki BC'i AC' odpowiednio w punktach K i L. Nastepnie wybrano srodek M odcinka
AK oraz $rodek ciezkosci S tréjkata KCL. Wykazaé, ze kat £ BM .S jest prosty.

Rozwiqzanie



Rozwazmy punkt D taki, aby czworokat ABK D
byl réwnolegtobokiem.  Wtedy punkt M jest
punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku
ABKD. Zauwazmy, ze SL = SK, KB = LD
(bo AD = AK i tréjat ALD jest réwnoboczny)
oraz ADLS = 4ABKS = 150°. Wynika
stad, ze tréjkaty DLS i BKS sa przystajace.
W szczegélnosci otrzymujemy, ze SD = SB.
W konsekwencji SM jest wysokodcia tréjkata
rownoramiennego BSD, co konczy dowdd. O

4. Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Dla dowolnego niepustego podzbioru X zbioru
{1,2,...,n} oznaczmy przez m(X) sume najmniejszej liczby nalezacej do X i najwiekszej
liczby nalezacej do X. Niech S bedzie suma wszystkich liczb m(X), gdzie X C {1,2,...,n}
(tzn. X przebiega wszystkie niepuste podzbiory zbioru {1,2,...,n}). Wykazaé, ze liczba S
jest podzielna przez n + 1.

Uwaga. JeSli X = {k} jest podzbiorem jednoelementowym, to przyjmujemy, ze k jest
zaréwno najmniejsza jak i najwieksza liczba w X, czyli m(X) = 2k.

Rozwiqzanie

Dla dowolnego niepustego podzbioru X C {1,2,...,n} niech min(X), maz(X) beda odpowied-
nio najmniejsza i najwieksza liczbe zbioru X. Oczywiscie

m(X) = min(X) + maz(X).

I sposéb.  |[na podstawie rozwiazania uczestnika konkursu Damiana Lozinskiego]

Niech P oznacza zbidr wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {1, 2, ..., n}. Dla dowolnego
podzbioru X € P niech X' ={n+1—2z |z € X}. Zauwazmy, ze X' € P, (X') = X oraz
min(X') =n+1—maz(X)imar(X') =n+1—min(X). Mamy wiec

m(X) +m(X") = min(X) + mazx(X) + min(X') + mazx(X') = 2(n + 1).

Rozwazmy zbiér P’ wszystkich par uporzadkowanych (X, X'), gdzie X € P. Zauwazmy, ze
P’ ma 2" — 1 elementow oraz kazdy podzbiér X pojawia sie w zbiorze par dokladnie dwa
razy (w parach: (X, X’) 1 (X', X) jesli X # X’ lub w parze (X, X) jesli X = X’). Stad
wnioskujemy, ze

m(X) +m(X)

S=(2" 1) 5

=(n+1)(2"-1),

co konczy dowdd.

II sposéb. Zauwazmy, ze maz(X) = k wtedy i tylko wtedy, gdy X = {k} UY, gdzie Y
jest podzbiorem zbioru {1,...,k — 1}. Podobnie min(X) = k wtedy i tylko wtedy, gdy
X ={k}UY, gdzie Y C {k+1,...,n}). Mamy wiec doktadnie 2*~! podzbioréw X dla
ktérych maz(X) = k, oraz 2" podzbioréw X dla ktérych min(X) = k . Stad wynika, ze
dla dowolnej liczby k € {1,2,...,n} w rozwazanej sumie mamy 2*~! sktadnikéw réwnych
k (pochodzacych od zbioréw X takich, ze max(X) = k) oraz 2¥~! skladnikéw réwnych
n — k + 1 (pochodzacych od zbioréw X takich, ze min(X) =n — k +1). Tak wiec S mozna
wyrazi¢ jako sume sktadnikéw postaci (k + (n — k + 1)) 2871 = (n+1)2%1, gdzie 1 < k < n.
Ostatecznie

S=mn+12"+n+1)2"+--+(n+1)2" ' =(n+1)(2" - 1).
[pg]



