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1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caªkowite x, y takie, »e 4x+ (x+ 1)2 = y2.

Rozwi¡zanie.

Zachodzi y2 = 4x+ (x+ 1)2 = x2 + 6x+ 1 = (x+ 3)2 − 8. Wynika st¡d:

1. |x+ 3|2 > 8, a wi¦c |x+ 3| > 2
√
2, a »e x jest caªkowite, to |x+ 3| > 3,

2. y2 i (x+ 3)2 s¡ tej samej parzysto±ci, a wi¦c y i |x+ 3| s¡ tej samej parzysto±ci,

3. |y| < |x+ 3|, czyli, korzystaj¡c z poprzedniej uwagi, |y| 6 |x+ 3| − 2.

Je»eli |x+ 3| > 4, to 8 = (x+3)2−y2 > (x+3)2−(|x+ 3|−2)2 = 4 |x+ 3|−4 > 12,

czyli otrzymujemy sprzeczno±¢.

Tak wi¦c |x+ 3| = 3 i y2 = 1. Mo»liwe rozwi¡zania to pary (x, y) równe

(−6,−1), (−6, 1), (0,−1), (0, 1).

Bezpo±rednio sprawdzamy, »e pary te speªniaj¡ równanie z zadania.

2. W sze±ciok¡cie wypukªym ABCDEF wpisanym w okr¡g zachodz¡ równo±ci: AB =

BC, CD = DE, EF = FA. Udowodni¢, »e przek¡tne AD, BE, CF tego sze±ciok¡ta

przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Rozwi¡zanie.
Trójk¡t 4ABC jest równoramienny, wi¦c ^BAC =

^BCA. K¡ty opisane na ªukach s¡ równe, wi¦c

^BEC = ^BAC = ^BCA = ^BEA.

Prosta BE zawiera wi¦c dwusieczn¡ k¡ta ^AEC. Ana-

logicznie dowodzimy, »e proste AD,CF zawieraj¡ dwu-

sieczne k¡tów ^EAC,^ACE odpowiednio, wi¦c wszyst-

kie trzy proste przechodz¡ przez punkt przeci¦cia tych

dwusiecznych � ±rodek okr¦gu wpisanego w 4ACE. A
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C
D

E

F

3. W pola kwadratowej tablicy 2011 × 2011 wpisano liczby caªkowite. Suma wpisa-

nych liczb jest parzysta. Wykaza¢, »e kolumny tej tablicy mo»na tak poprzestawia¢, »e

suma liczb stoj¡cych na przek¡tnej (od lewego dolnego wierzchoªka do prawego górnego

wierzchoªka) jest parzysta.



Sposób I
Numerujemy wiersze i kolumny rozpoczynaj¡c od dol-

nego rz¦du (patrz rys.).

Oznaczamy liczb¦ stoj¡c¡ w polu na przeci¦ciu i-tego

wiersza i j-kolumny jako Aij. k-shiftem nazwiemy prze-

stawienia kolumn polegaj¡ce na tym, »e i-ta kolumna

przechodzi na kolumn¦ i+ k-t¡, przy czym ustalamy, »e

n + 1 kolumna to 1 kolumna, n + 2 kolumna to druga

kolumna itd.

Oznaczamy jako Sk sum¦ liczb na przek¡tnej po k-

shifcie.
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Zauwa»my, »e Aij znajdzie si¦ na przek¡tnej po k-shifcie, wtedy i tylko wtedy, gdy

i ≡ j + k mod n (na rysunku liczba wpisana w pole oznacza, przy którym shifcie le»a

ona na przek¡tnej, przykªadowo (1, 2) w 6-shifcie przechodzi na (1, 8), czyli (1, 1)).

Rozwa»my 0-shift, 1-shift, . . . , 2010-shift i S := S0 + S1 + · · · + S2010. Na mocy

poprzedniej uwagi ka»da liczba wpisana w tablic¦ pojawia si¦ w sumie S dokªadnie

raz, wi¦c S jest sum¡ liczb na wpisanych w tablic¦, zatem 2
∣∣∣S.

Zaªó»my, »e 2 6
∣∣∣S0, 2 6

∣∣∣S1, . . . , 2 6
∣∣∣S2010. Wtedy S jest sum¡ 2011 liczb nieparzystych,

jest wi¦c nieparzysta, co daje sprzeczno±¢.

II sposób, oparty na idei Pauliny Pietrzyk

Numerujemy wiersze i kolumny rozpoczynaj¡c od dolnego rz¦du. Oznaczamy liczb¦

stoj¡c¡ w polu na przeci¦ciu i-tego wiersza i j-kolumny jako Aij.

Je»eli istniej¡ takie kolumny i i j, »e zamiana kolumny i i kolumny j zmienia

parzysto±¢ to ewentualnie zamieniaj¡c te kolumny doprowadzimy do sytuacji, gdy suma

liczb na przek¡tnej jest parzysta.

Zaªó»my, wi¦c, »e zamiana dowolnych ró»nych kolumn i i j nie zmienia parzysto±ci

przek¡tnej. Przy zamianie kolumn z przek¡tnej usuwamy liczby Aii i Ajj a dostawiamy

Aij oraz Aji. Je»eli parzysto±¢ si¦ nie zmienia to

2
∣∣∣Aii + Ajj − Aij − Aji.

Sumujemy takie podzielno±ci dla wszystkich i < j:

2
∣∣∣ 2011∑
i=1

2011∑
j=i+1

Aii + Ajj − Aij − Aji

W sumie po prawej stronie ka»de Aij takie, »e i 6= j wyst¡pi dokªadnie raz, ze znakiem

−1, a ka»de Akk wyst¡pi:

1. jako skªadnik Aii gdy i = k i j > k, czyli 2011− k razy,

2. jako skªadnik Ajj gdy i < k i j = k, czyli k − 1 razy

�¡cznie wi¦c Akk wyst¡pi 2011− k + (k − 1) = 2010 razy. Reasumuj¡c

2
∣∣∣ 2011∑
i=1

2011∑
j=i+1

Aii+Ajj−Aij−Aji = −
∑

i 6=j,16i,j62011

Aij+2010
2011∑
i=1

Aii = −
2011∑
i=1

2011∑
j=1

Aij+2011
2011∑
i=1

Aii



Pierwsza z tych sum jest sum¡ liczb w tablicy pomno»on¡ przez −1, wi¦c jest parzy-

sta z zaªo»e« zadania. Parzysta musi by¢ wi¦c druga z sum a to jest suma liczb na

przek¡tnej bez przestawie« kolumn. W tym przypadku dowolne przestawienie kolumn

dowodzi tezy zadania.

4. Liczby caªkowite a, b speªniaj¡ nierówno±ci

b > a3 oraz a+ 1 > (b− 1)2.

Jakie warto±ci mo»e przyj¡¢ ró»nica b− a? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie.
Niech (a, b) b¦dzie par¡ liczb speªniaj¡cych nierówno±ci. Zachodzi

a+ 1 > (b− 1)2 > 0, czyli a > 0, st¡d b > 0.

Je»eli a > 2, to a3 > 4a > a + 2, zatem (b − 1)2 > (a3 − 1)2 >
(a+ 1)2 > a+ 1, sprzeczno±¢.

Pozostaj¡ dwa przypadki: a = 0, i a = 1.

Je±li a = 0, to b > 0 i 1 > (b− 1)2, czyli b− 1 = 0, b = 1.

Je±li a = 1, to b > 1, ale 2 > (b− 1)2, zatem b− 1 = 1, b = 2.

W obu powy»szych przypadkach b− a przyjmuje warto±¢ 1, jest to

jedyna mo»liwa warto±¢.

Rozwi¡zania mo»na byªo równie» znale¹¢ metod¡ geometryczn¡,

patrz rysunek.
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