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1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite x,y takie, ze 4z + (z + 1)? = y2.

Rozwigzanie.
Zachodzi y* =4z + (x + 1)* = 22 + 6z + 1 = (x + 3)* — 8. Wynika stad:

1. |z 43> > 8, a wiec |z + 3| > 2v/2, a ze z jest calkowite, to |z + 3| > 3,
2. y*i (z + 3)? sa tej samej parzystosci, a wiec y i |z + 3| sa tej samej parzystosci,
3. |y| < |z + 3|, czyli, korzystajac z poprzedniej uwagi, |y| < |z + 3| — 2.

Jezeli |v +3| > 4,t08 = (z+3)?—y? = (z+3)*—(Jz + 3| =2) = 4|z + 3| -4 > 12,
czyli otrzymujemy sprzecznosc.
Tak wiec |x + 3| = 31 y*> = 1. Mozliwe rozwiazania to pary (x,y) rowne

(—6,—1), (=6,1), (0, —1), (0, 1).

Bezposrednio sprawdzamy, ze pary te spelniaja rownanie z zadania.

2. W szesciokacie wypuktym ABCDEF wpisanym w okrag zachodzg réownosci: AB =
BC, CD = DE, EF = FA. Udowodni¢, ze przekatne AD, BE, C'F tego szeSciokata
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie.
Trojkat AABC jest réwnoramienny, wiec <BAC =

<{BCA. Katy opisane na tukach sg rowne, wiec
IBEC = «BAC = «BCA = <BFA.

Prosta BE zawiera wiec dwusieczng kata <AFEC. Ana-
logicznie dowodzimy, ze proste AD, C'F' zawieraja dwu-

sieczne katow <F AC, <ACE odpowiednio, wiec wszyst-
kie trzy proste przechodza przez punkt przeciecia tych

dwusiecznych — srodek okregu wpisanego w AACE.

3. W pola kwadratowej tablicy 2011 x 2011 wpisano liczby calkowite. Suma wpisa-
nych liczb jest parzysta. Wykazac, ze kolumny tej tablicy mozna tak poprzestawiaé, ze
suma liczb stojacych na przekatnej (od lewego dolnego wierzchotka do prawego gornego
wierzchotka) jest parzysta.



Sposdb I
Numerujemy wiersze i kolumny rozpoczynajac od dol-

nego rzedu (patrz rys.).

Oznaczamy liczbe stojaca w polu na przecieciu i-tego 6
wiersza i j-kolumny jako A;;. k-shiftem nazwiemy prze- 5
stawienia kolumn polegajace na tym, ze i-ta kolumna 4
przechodzi na kolumng 7 + A-ta, przy czym ustalamy, ze 3
n + 1 kolumna to 1 kolumna, n + 2 kolumna to druga o
kolumna itd.

Oznaczamy jako S sume liczb na przekatnej po k-

1 2 3 45 6 7
Zauwazmy, ze A;; znajdzie si¢ na przekatnej po k-shifcie, wtedy i tylko wtedy, gdy

shifcie.

i =j+k mod n (na rysunku liczba wpisana w pole oznacza, przy ktorym shifcie leza

ona na przekatnej, przyktadowo (1,2) w 6-shifcie przechodzi na (1,8), czyli (1,1)).
Rozwazmy 0-shift, 1-shift, ..., 2010-shift i S := Sy + S; + - -+ + Sa010. Na mocy

poprzedniej uwagi kazda liczba wpisana w tablice pojawia sie w sumie S doktadnie

raz, wiec S jest suma liczb na wpisanych w tablice, zatem 2|S.

Zatozmy, ze 2 *SO, 2 )(Sl, cey 2 *52010. Wtedy S jest sumg 2011 liczb nieparzystych,
jest wiec nieparzysta, co daje sprzecznosé.
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Numerujemy wiersze i kolumny rozpoczynajac od dolnego rzedu. Oznaczamy liczbe
stojaca w polu na przecieciu i-tego wiersza i j-kolumny jako A;;.

Jezeli istnieja takie kolumny ¢ i j, ze zamiana kolumny ¢ i kolumny j zmienia
parzystosc¢ to ewentualnie zamieniajac te kolumny doprowadzimy do sytuacji, gdy suma
liczb na przekatnej jest parzysta.

Zatozmy, wiec, ze zamiana dowolnych r6znych kolumn 7 i j nie zmienia parzystosci
przekatnej. Przy zamianie kolumn z przekatnej usuwamy liczby A;; i A;; a dostawiamy
A;j oraz Aj;. Jezeli parzysto$c si¢ nie zmienia to

2]141»1» A — Ay — A

Sumujemy takie podzielnosci dla wszystkich ¢ < j:

2011 2011

2‘2 Z Aii+Ajj _Ai_j _Aji

i=1 j=it+1
W sumie po prawej stronie kazde A;; takie, ze ¢ # j wystapi dokladnie raz, ze znakiem
—1, a kazde Ay wystapi:

1. jako skladnik A; gdy ¢ = ki j > k, czyli 2011 — k razy,

2. jako sktadnik A;; gdy ¢ < kij =k, czyli k — 1 razy
Lacznie wiec Ay, wystapi 2011 — k 4+ (k — 1) = 2010 razy. Reasumujac

2011 2011 2011 2011 2011 2011

A Y At dy—Ay—Ai=— > Aij+2o1o§;AM =33 A0 ) A,

i=1 j=i+1 i#£4,1<4,j<2011 i=1 j=1 i=1



Pierwsza z tych sum jest sumg liczb w tablicy pomnozong przez —1, wiec jest parzy-
sta z zatozen zadania. Parzysta musi by¢ wiec druga z sum a to jest suma liczb na

przekatnej bez przestawienn kolumn. W tym przypadku dowolne przestawienie kolumn

dowodzi tezy zadania.

4. Liczby calkowite a, b spetniaja nieréwnosci
b>a’oraz a+1>(b—1)>%

Jakie warto$ci moze przyjacé roznica b — a? Odpowiedz uzasadnié.
Rozwigzanie.

Niech (a,b) bedzie para liczb speliajacych nieréwnosci. Zachodzi® = -

a+1>((b—-1)2>0,czylia>0,stad b > 0.

Jezeli a > 2, to a® > 4a > a + 2, zatem (b—1)% > (a® —1)2 >. . .

(a+1)* > a+ 1, sprzecznosc.

Pozostajg dwa przypadki: a = 0,1 a = 1.
Jeslia=0,t0b>0i1>(b—1)% caylib—1=0,b=1.
Jedlia=1,tob>1,ale2> (b—1)% zatemb—1=1,b=2.

W obu powyzszych przypadkach b — a przyjmuje wartosé 1, jest to [

jedyna mozliwa warto$c.

Rozwigzania mozna bylto rowniez znaleZé metodqg geometryczng, -

patrz rysunek.
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