
II Konkurs Matematyczny
Politechniki Biaªostockiej

Zadania konkursowe - klasy pierwsze - rozwi¡zania

1. Dany jest okr¡g o z zaznaczonym ±rodkiem S. Udowodni¢, »e za pomoc¡ cyrkla i linijki

mo»na koªo ograniczone okr¦giem o podzieli¢ na siedem cz¦±ci o równych polach.

Dowód. Dla ustalenia uwagi niech 1 oznacza dªugo±¢ promienia okr¦gu. Oczywi±cie mo»emy

skonstruowa¢ odcinki dªugo±ci 2, 3, 4 . . . odkªadaj¡c kilka razy odcinek o dªugo±ci 1.

Lemat 1. Mo»emy skonstruowa¢ odcinek dªugo±ci
√

n, gdzie n jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡.

Dowód lematu. Istnieje wiele mo»liwo±ci skonstruowania pierwiastka, poni»ej podajemy nie

najprostsz¡ ale mo»e najbardziej pouczaj¡c¡.

Konstruujemy odcinek AH dªugo±ci 1 i odcinek HB dªugo±ci n, tak, »e punkty A, H, B

le»¡ w tej kolejno±ci na jednej prostej.

Wyznaczamy ±rodek odcinka AB i rysujemy okr¡g o o ±rednicy AB.

Przez punkt H prowadzimy prost¡ prostopadª¡ do AB. Niech C oznacza punkt przeci¦cia

tej prostej z o.

Twierdzimy, »e CH =
√

n.
K¡t ^ACB jest prosty, bo jest k¡tem wpisanym

opartym na ±rednicy. Zatem trójk¡t ABC jest pro-

stok¡tny.

K¡ty ^ACB, ^CHB s¡ proste, a wi¦c

90◦ = ^CAB + ^ABC = ^ABC + ^BCH.

St¡d ^CAB = ^BCH i z cechy k¡t-k¡t-k¡t uzy-

skujemy podobie«stwo

4ACH ' 4CBH.

A H B

C

1 n

√
n

W szczególno±ci
AH

CH
=

CH

BH
, zatem CH2 = AH ·BH = n

Narysujmy dowoln¡ póªprost¡ k zaczynaj¡c¡ si¦ w ±rodku okr¦gu S i odªó»my na niej

odcinki SA1, SA2, . . . , SA7 przy czym

SA1 =
√

1 = 1, SA2 =
√

2, . . . , SA7 =
√

7
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Narysujmy dowolny promie« SR7 okr¦gu nie-

zawarty w póªprostej k, poª¡czmy punkty

A7 i R7. Przez punkty A1, A2, . . . , A6

prowadzimy proste równolegªe do A7R7,

niech proste te przecinaj¡ SR7 w punktach

R1, R2, . . . , R6.

Z twierdzenia Talesa wynika, »e

SR1 : SR2 : · · · : SR7 = SA1 : SA2 : · · · : SA7 = 1 :
√

2 : · · · :
√

7

Narysujmy okr¦gi o1, o2, . . . , o7 o ±rodku w S i promieniach SR1, SR2, . . . , SR7 odpowied-

nio.

Twierdzimy, »e

koªo ograniczone okr¦giem o1 oraz pier±cienie ograniczone okr¦gami o1, o2; o2, o3; . . . ; o6, o7

tworz¡ siedem cz¦±ci o równych polach.

Oznaczmy odpowiednie pola przez [o1], [o1, o2], . . . , [o6, o7], a przez [o] pole koªa ograni-

czonego przez o.

Zauwa»my, »e

[oi]

[o]
=

( |SRi|
|SR7|

)2

=

(√
i√
7

)2

=
i

7

dla ka»dego i ∈ {1, 2, . . . , 7},w szczególno±ci [o1]
[o]

= 1
7
.

Obliczamy
[oi; oi+1]

[o]
=

[oi+1]

[o]
− [oi]

[o]
=

i + 1

7
− i

7
=

1

7
.

To ko«czy poprawno±ci konstrukcji dowód i dowód zadania.

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby trzycyfrowe m takie, »e dla dowolnej liczby caªkowitej k > 1,

ostatnie trzy cyfry liczby mk s¡ takie same jak cyfry liczby m.

Rozwi¡zanie.

Zauwa»my przede wszystkim, »e stwierdzenie �ostatnie trzy cyfry a s¡ takie same jak

ostatnie trzy cyfry b� jest równowa»ne 1000|a− b.

Liczb¡ dobr¡ b¦dziemy nazywa¢ liczb¦ m speªniaj¡c¡ warunki zadania.



Je»eli m jest dobra, to 1000|m2 −m.

Z drugiej strony niech n b¦dzie takie, »e 1000|n2 − n. Oczywi±cie

1000|n3 − n2 = n(n2 − n), 1000|n4 − n3 = n2(n2 − n) . . .

a wi¦c liczba n ma takie same cyfry jak n2, a ta ma takie same ostatnie trzy cyfry jak n3

itd., zatem n jest dobra.

Reasumuj¡c: liczba n jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy 1000|n2−n. Pozostaje znale¹¢

wszystkie takie liczby n ∈ {100, 101, . . . , 999}, »e 1000|n2 − n.

1000 = 125 · 8, zatem

1000|n2 − n⇔ 125|n2 − n = n(n− 1) i 8|n2 − n = n(n− 1)

liczby n i n− 1 s¡ wzgl¦dnie pierwsze, wi¦c mamy 4 mo»liwo±ci:

1. 125|n i 8|n
2. 125|n i 8|n− 1

3. 125|n− 1 i 8|n
4. 125|n− 1 i 8|n− 1

w 1. i 4. przypadku otrzymujemy 1000|n i 1000|n − 1 odpowiednio, zatem n nie nale»y do

wybranego przedziaªu.

W pozostaªych dwóch przypadkach najpro±ciej sprawdzi¢ wszystkie 16 mo»liwo±ci: w 2.

przypadku n równe 125, 250, 375, . . . , 875, a w 4. przypadku n równe

126, 251, 376, . . . , 876.

Znajdujemy w ten sposób 2 rozwi¡zania: n = 625 i n = 376.

Nie jest przypadkiem, »e podzielno±¢ 1000|n2 − n wraz z warunkiem 0 ≤ n ≤ 1000 ma

dokªadnie 4 rozwi¡zania � 0, 1, 376, 625. Taka sama b¦dzie ilo±¢ rozwi¡za« dla 10k|n2 − n i

0 ≤ n ≤ 10k.

3. Punkt F le»y na przek¡tnej AC kwadratu ABCD oraz AF : FC = 3 : 1. Punkt E jest

±rodkiem boku AD. Udowodni¢, »e k¡t BFE jest prosty.

Dowód.
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Niech G oznacza rzut punktu F na bok AD, za± H � rzut punktu F na bok BC.

Z rysunku wida¢, »e EG = FH = 1
4
AB,

^EGF = ^FHB = 90◦ oraz FG = BH,

co udowadniamy za pomoc¡ twierdzenia Ta-

lesa. Zatem na mocy cechy bok-k¡t-bok

4EGF ' 4FHB

w szczególno±ci ^BFH = ^FEG.

G
H
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Tak wi¦c

^EFB = 180◦ − ^EFG− ^BFH = 180◦ − (^EFG + ^FEG) = 180◦ − 90◦ = 90◦.

4. Operacja S przyporz¡dkowuje ci¡gowi liczb (a1, a2, . . . , an−1, an) ci¡g(
a1 + 2a2

3
,
a2 + 2a3

3
, . . . ,

an−1 + 2an

3
,
an + 2a1

3

)
.

Wykaza¢, »e je±li w±ród dodatnich liczb caªkowitych a1, a2, . . . , an (n > 2) s¡ liczby ró»ne, to

po wykonaniu pewnej liczby kolejnych operacji S otrzymamy ci¡g, w którym nie wszystkie

liczby s¡ caªkowite.

Sformuªujmy rozwi¡zanie intuicyjnie: operacja S u±rednia ci¡g (a1, . . . , an), wi¦c po wielu

operacjach S ci¡g (a1, . . . , an) b¦dzie bliski ci¡gowi (a1+a2+···+an

n
, a1+a2+···+an

n
, . . . , a1+a2+···+an

n
),

ale nie równy mu. W zwi¡zku z tym po wielu operacjach S, który± wyraz musi nie by¢

caªkowity, gdy» b¦dzie zbyt bliski ±redniej a1+a2+···+an

n
. Poni»sze rozwi¡zanie jest ±cisªym

zapisem tej intuicji.

Dowód.

Fakt 2. Je»eli S(x1, . . . , xm) =
(

x1+2x2

3
, x2+2x3

3
, . . . , xn−1+2xm

3
, xm+2x1

3

)
jest ci¡giem w którym

wszystkie wyrazy s¡ równe, to i w ci¡gu (x1, . . . , xm) wszystkie wyrazy s¡ równe.

Dowód faktu. Niech

M :=
x1 + 2x2

3
=

x2 + 2x3

3
= · · · = xm−1 + 2xm

3
=

xm + 2x1

3

Dla wygody zapisu przyjmujemy x0 := xm, x−1 := xm−1.

Zaªó»my, »e xi jest najwi¦kszym wyrazem ci¡gu (x1, . . . , xm). Niech xi = M + ε.

Mamy xi−1+2xi

3
= M , a wi¦c xi−1 = M−2ε. Ponadto xi−2+2xi−1

3
= M , czyli xi−2 = M+4ε.

Z zaªo»enia xi jest najwi¦kszym wyrazem ci¡gu, zatem xi−2 ≤ xi oraz M + 4ε ≤M + ε,

3ε ≤ 0, ε ≤ 0. St¡d

max(x1, x2, . . . , xm) = xi = M + ε ≤M.



Analogicznie udowadniamy, »e

min(x1, x2, . . . , xm) ≥M

Najmniejszy wyraz ci¡gu (x1, . . . , xm) jest nie mniejszy ni» M i najwi¦kszy wyraz tego

ci¡gu jest nie wi¦kszy ni» M , zatem wszystkie wyrazy ci¡gu (x1, . . . , xm) s¡ równe M .

Dla wygody oznaczmy K(x1, . . . , xm) liczb¦ x2
1 + · · · + x2

m. B¦dziemy te» mówi¢ �K od

ci¡gu (x1, . . . , xm)� na oznaczenie K(x1, . . . , xm).

Dla dowolnego ci¡gu (x1, . . . , xm) liczba K(x1, . . . , xm) jest nieujemna.

Fakt 3 (Niezmiennik). Je»eli ci¡g (x1, . . . , xn) nie jest staªy, to(
x1 + 2x2

3

)2

+

(
x2 + 2x3

3

)2

+ · · ·+
(

xn + 2x1

3

)2

< x2
1 + · · ·+ x2

n

innymi sªowy suma kwadratów wyrazów ci¡gu zmniejsza si¦ ostro.

Krócej, je»eli (x1, . . . , xn) nie jest staªy, to

K(S(x1, . . . , xm)) < K(x1, . . . , xm)

Dowód faktu. Wszystkie poni»sze nierówno±ci s¡ równowa»ne(
x1 + 2x2

3

)2

+

(
x2 + 2x3

3

)2

+ · · ·+
(

xn + 2x1

3

)2

< x2
1 + · · ·+ x2

n

x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2

9
+

x2
2 + 4x2x3 + 4x2

3

9
+ · · ·+ x2

n + 4xnx1 + 4x2
1

9
< x2

1 + · · ·+ x2
n

x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 − 3x2
1 − 6x2

2

9
+

x2
2 + 4x2x3 + 4x2

3 − 3x2
2 − 6x2

3

9
+ · · ·+

+
x2

n + 4xnx1 + 4x2
1 − 3x2

n − 6x2
1

9
< 0

−2x2
1 + 4x1x2 − 2x2

2

9
+
−2x2

2 + 4x2x3 − 2x2
3

9
+ · · ·+ −2x2

n + 4xnx1 − 2x2
1

9
< 0

−2

9
(x1 − x2)

2 − 2

9
(x2 − x3)

2 − · · · − 2

9
(xn − x1)

2 < 0

Poniewa» nie wszystkie wyrazy ci¡gu (x1, . . . , xn) s¡ równe, to które± z wyra»e« (x1 −
x2)

2, (x2− x3)
2, . . . , (xn− x1)

2 b¦dzie dodatnie, zatem lewa strona b¦dzie ostro ujemna.

Przyst¦pujemy do wªa±ciwego dowodu.

Zaªó»my »e ci¡g (a1, . . . , an) speªnia zaªo»enia zadania, ale nie speªnia tezy: w ci¡gu

a1, . . . , an s¡ ró»ne liczby, ale po dowolnej ilo±ci operacji S wyrazy otrzymanego ci¡gu b¦d¡

caªkowite.

Z pierwszego faktu wynika, »e po dowolnej liczbie operacji S w otrzymanym ci¡gu b¦d¡

wyrazy ró»ne.



Z drugiego faktu wynika, »e

K(a1, . . . , an) > K(S(a1, . . . , an)) > K(S(S(a1, . . . , an))) > . . .

Z zaªo»enia wszystkie ci¡gi (a1, . . . , an),S(a1, . . . , an),S(S(a1, . . . , an)), . . . maj¡ wyrazy

caªkowite, zatem K od tych ci¡gów b¦d¡ caªkowite.

Po K(a1, . . . , an) + 1 operacjach S liczba K otrzymanego ci¡gu b¦dzie nie wi¦ksza ni»

K(a1, . . . , an)−1− 1− 1 · · · − 1︸ ︷︷ ︸
K(a1,...,an)+1

= −1

Ale liczba K, jako suma pewnej ilo±ci kwadratów nie mo»e by¢ ujemna! Sprzeczno±¢.

Alternatywny dowód. Zaczynamy jak w poprzednim dowodzie od wykazania Faktu 2.

Zauwa»my, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych zachodz¡ nierówno±ci

(∗) min(a, b) 6
a + 2b

3
6 max(a, b),

przy czym w ka»dej z nich zachodzi równo±¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

Wynika st¡d, »e dla dowolnego ci¡gu A = (a1, a2, . . . , an) max A > max S(A). Tak wi¦c

max A > max S(A) > max S(S(A)) > max S(S(S(A))) > . . .

Zaªó»my, wbrew tezie zadania, »e w po zastosowaniu dowolnej liczby operacji S w otrzyma-

nym ci¡gu wszystkie wyrazy s¡ liczbami caªkowitymi (oczywi±cie nieujemnymi). Wtedy w

powy»szych nierówno±ciach od pewnego miejsca, powiedzmy miejsca k0, musz¡ wyst¦powa¢

równo±ci (bo nie ma niesko«czonego malej¡cego ci¡gu zªo»onego z liczb caªkowitych nieujem-

nych). Niech wi¦c M oznacza liczb¦ caªkowit¡ tak¡, »e M = max Sk(A), gdzie k > k0, za±

Sk(A) oznacza ci¡g powstaªy z A po k-krotnym zastosowaniu operacji S.

Z Faktu 2. wynika, »e w ka»dym z ci¡gów Sk(A) s¡ wyrazy mniejsze od M . Ponadto

zauwa»my, »e je±li a, b s¡ kolejnymi wyrazami w ci¡gu Sk(A), to a+2b
3

= M tylko wtedy gdy

a = b = M . Tak wi¦c, je±li w ci¡gu Sk(A) jest q wyrazów równych M , to w ci¡gu Sk+1(A)

jest ich co najwy»ej q − 1. Oznacza to, »e liczba wyrazów równych M w ci¡gu Sk+q(A) jest

równa zeru, co jest niemo»liwe.
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