IT Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania konkursowe - klasy pierwsze - rozwigzania

1. Dany jest okrag o z zaznaczonym $rodkiem S. Udowodnié, ze za pomoca cyrkla i linijki
mozna kolo ograniczone okregiem o podzieli¢ na siedem czesci o réwnych polach.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi niech 1 oznacza dtugo$é promienia okregu. Oczywiscie mozemy
skonstruowaé odcinki dtugosci 2, 3,4 ... odktadajac kilka razy odcinek o dtugosci 1.

Lemat 1. Mozemy skonstruowaé odcinek diugosci \/n, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng.

Dowaod lematu. Istnieje wiele mozliwosci skonstruowania pierwiastka, ponizej podajemy nie
najprostszq ale moze najbardziej pouczajgcq.

Konstruujemy odcinek AH dlugosci 1 1 odcinek H B dlugosci n, tak, ze punkty A, H, B
leza w tej kolejnosci na jednej proste;j.

Wyznaczamy srodek odcinka AB i rysujemy okrag o o $rednicy AB.

Przez punkt H prowadzimy prosta prostopadla do AB. Niech C' oznacza punkt przeciecia
tej prostej z o.

Twierdzimy, ze CH = /n.
Kat <ACB jest prosty, bo jest katem wpisanym

opartym na $rednicy. Zatem trojkat ABC jest pro- C
stokatny.
Katy <ACB, <CH B sa proste, a wiec NG

90° = <CAB + <ABC = <ABC + <BCH.  , f5+ — B

Stad <CAB = <BCH i z cechy kat-kat-kat uzy-
skujemy podobienstwo

NACH ~ ACBH.
W szczegolnosei
AH CH

— = H? = AH -BH =
c 3 , zatem C n
]

Narysujmy dowolna potprosta k zaczynajaca sie w srodku okregu S i odtézmy na niej
odcinki SA;,SA,, ..., SA; przy czym

SA =vV1=1,84,=+2,...,84; =7



Narysujmy dowolny promien S R; okregu nie-
zawarty w polprostej k, polaczmy punkty
A7 1 Ry Przez punkty A, A, ..., A
prowadzimy proste roéwnolegle do A;Ry,
. _ niech proste te przecinaja SR; w punktach
o s Rartay Ry, R, ..., Rg.

L3

7 twierdzenia Talesa wynika, ze
SRl:SRQ:"‘:SR?ZSAl:SA2:"':SA7:1:\/§:"':\/7

Narysujmy okregi o1, 09, ..., 07 0 rodku w S i promieniach SRy, SRy, ..., SR; odpowied-
nio.
Twierdzimy, ze

koto ograniczone okregiem o1 oraz piericienie ograniczone okregami o1, 09; 02,035 . .. ;0g, 07
tworzq stedem czesci o réwnych polach.

Oznaczmy odpowiednie pola przez [01], [01,09], ..., [0g,07], & przez [o] pole kota ograni-
CZONnego przez o.
Zauwazmy, ze

2
loi] _ (\SRH)Q_ Vi i
[0] SRy VT 7
dla kazdego i € {1,2,...,7},w szczegolnosci % = %
Obliczamy
o 0i] _ [oia] o] i+l i1
[0] [0] [0] 7 T T
To koniczy poprawnosci konstrukcji dowod i dowod zadania. ]

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby trzycyfrowe m takie, ze dla dowolnej liczby catkowitej & > 1,
ostatnie trzy cyfry liczby m* sa takie same jak cyfry liczby m.
Rozwigzanie.

Zauwazmy przede wszystkim, ze stwierdzenie “ostatnie trzy cyfry a sa takie same jak
ostatnie trzy cyfry b” jest rownowazne 1000|a — b.

Liczba dobrg bedziemy nazywaé liczbe m spetniajaca warunki zadania.



Jezeli m jest dobra, to 1000/m? — m.
Z drugiej strony niech n bedzie takie, ze 1000|n? — n. Oczywiscie

1000|n® — n? = n(n? —n), 1000|n* —n® =n?(n* —n)...

a wiec liczba n ma takie same cyfry jak n?, a ta ma takie same ostatnie trzy cyfry jak n3
itd., zatem n jest dobra.

Reasumujac: liczba n jest dobra wtedy i tylko wtedy, gdy 1000|n? —n. Pozostaje znalezé
wszystkie takie liczby n € {100,101,...,999}, ze 1000|n? — n.

1000 = 125 - 8, zatem

1000|n* —n < 125/n* —n=n(n—1)i8n* —n =n(n — 1)
liczby n i n — 1 sa wzglednie pierwsze, wiec mamy 4 mozliwosci:
1. 125|n i 8|n
2. 125|n i 8n—1
3. 125|n — 11 8|n
4. 125In —118|n —1

w 1. i 4. przypadku otrzymujemy 1000|n i 1000|n — 1 odpowiednio, zatem n nie nalezy do
wybranego przedziatu.

W pozostatych dwoch przypadkach najprosciej sprawdzi¢ wszystkie 16 mozliwosci: w 2.
przypadku n réwne 125,250,375, ...,875, a w 4. przypadku n réowne

126,251, 376, . . ., 876.

Znajdujemy w ten sposob 2 rozwigzania: n = 625 i n = 376.

Nie jest przypadkiem, ze podzielnosé 1000\n® — n wraz z warunkiem 0 < n < 1000 ma
doktadnie 4 rozwigzania — 0,1,376,625. Taka sama bedzie ilosé rozwigzan dla 10%|n? —n i
0 <n <10".

3. Punkt F' lezy na przekatnej AC kwadratu ABCD oraz AF : FC' = 3 : 1. Punkt E jest
srodkiem boku AD. Udowodnié, ze kat BF'E jest prosty.

C

D

A
Dowdad. B



Niech G oznacza rzut punktu F' na bok AD, za§ H — rzut punktu F na bok BC.

C
Z rysunku widaé¢, ze EFG = FH = iAB,D
EGF = <FHB = 90° oraz FG = BH’G F
co udowadniamy za pomoca twierdzenia Ta- I : \ H
lesa. Zatem na mocy cechy bok-kat-bok Ee i -

AEGF ~/AFHB | o

w szczegolnosci <BFH = <FEG. A

B
Tak wiec

<EFB =180° — <EFG — <BFH = 180° — («EFG + <FEG) = 180° — 90° = 90°.

O
4. Operacja S przyporzadkowuje ciagowi liczb (a1, as,. .., a,_1,a,) ciag
a1 + 2a9 as + 2as an—1 + 2a, a, + 2a;
5 5 3 , 3 .
Wykazac, ze jesli wérod dodatnich liczb catkowitych aq, ag, ..., a, (n > 2) sa liczby rézne, to

po wykonaniu pewnej liczby kolejnych operacji S otrzymamy ciag, w ktérym nie wszystkie
liczby sg catkowite.
Sformutujmy rozwigzanie intuicyjnie: operacja S usrednia cigg (aq, ..., ay,), wiec po wielu

operacjach S ciqg (a1, ..., ay) bedzie bliski ciggows (BF0xt=tan Gitatedan | aitaztetdn)
ale nie rowny mu. W zwigzku z tym po wielu operacjach S, ktorys wyraz musi nie byc
catkowity, gdyz bedzie zbyt bliski Sredniej w Ponizsze rozwigzanie jest Scistym
zapisem tej intuicyi.
Dowad.
Fakt 2. Jezeli S(a1, ..., @,,) = (DE22 L4228 I"*;Qmm, twd20) jest ciggiem w ktdrym
wszystkie wyrazy sq réwne, to i w ciggu (1, ..., Ty,) wszystkie wyrazy sq rowne.
Dowdd faktu. Niech

Mo T + 279 _ Ty + 213 o Tm—1 + 22, _ T + 221

' 3 3 3 3

Dla wygody zapisu przyjmujemy o := Tp,, T_1 := Tyy_1-

Zalozmy, ze x; jest najwiekszym wyrazem ciagu (z1, ..., x,,). Niech z; = M + ¢.

Mamy % = M, a wiec x;_y = M —2¢. Ponadto % =M, czyli x;_o = M +4e.

Z zalozenia x; jest najwiekszym wyrazem ciggu, zatem x; o < x; oraz M +4e < M + ¢,
3e <0,e<0. Stad

max (1, To, ..., Ty) =, =M +¢e < M.



Analogicznie udowadniamy, ze

min(zy, To, ..., Tm) > M
Najmniejszy wyraz ciagu (x1,...,2,,) jest nie mniejszy niz M i najwiekszy wyraz tego
ciagu jest nie wiekszy niz M, zatem wszystkie wyrazy ciagu (x1,...,2,,) sa rowne M.
O]
Dla wygody oznaczmy K (z1,...,xy) liczbe 2% + -+ + 22, Bedziemy tez mowi¢ “K od
ciagu (x1,..., ;)" na oznaczenie K(xy,...,Zy).
Dla dowolnego ciagu (x1, ..., 2,,) liczba K(x1,...,2,) jest nieujemna.

Fakt 3 (Niezmiennik). Jezeli cigg (z1,...,x,) nie jest staly, to

275\ 2 273\ 2 o422\
(HTHS) +<%> ++(¥) 2P

mnymi stowy suma kwadralow wyrazow ciggu zmniejsza Sie ostro.
Krdocej, jezeli (xq,...,x,) nie jest staly, to

K(S(z1,...,2m)) < K(x1,...,2m)

Dowdd faktu. Wszystkie ponizsze nieréwnosci sg rownowazne

275\ 273\ 2 o427\
(HTHS) +<%> ++(¥) e S

2 2 2 2 2 2
Tt + dx1xo + 42 x5 + 4dxgxs + 4x r2 + dx,x1 + 4z
1 122 2 2 223 3, ...yt 1 I B
9 9 9
T3 4 4xyT9 + 425 — 373 — 623 3 + daows + 4 — 313 — 623
+ + e
9 9
2 2 2 2
r2 +4dx,x 4zt — 3x> — 6
n 1+ 4xy L L1 <0
9
=222 4 Axyg — 225 —213 + dwoxy — 2775 —222 + 4z, 1y — 227
+ - <0
9 9 9
2 2 2 2 2 2
—— (1 —x2)* — =(x9 —23)° — -+ — =(x,, —x1)° <0
9( 1 2) 9( 2 3) 9< 1)

Poniewaz nie wszystkie wyrazy ciagu (x1,...,2,) sa rowne, to ktores z wyrazen (x; —
12)?%, (o — x3)?, ..., (x, — 71)? bedzie dodatnie, zatem lewa strona bedzie ostro ujemna. [

Przystepujemy do wlasciwego dowodu.

Zatozmy ze ciag (ai,...,a,) spelnia zalozenia zadania, ale nie speklnia tezy: w ciagu
ai, ..., a, sy rozne liczby, ale po dowolnej ilosci operacji S wyrazy otrzymanego ciggu beda

calkowite.
Z pierwszego faktu wynika, ze po dowolnej liczbie operacji § w otrzymanym ciggu beda
wyrazy rozne.



7 drugiego faktu wynika, ze
K(ay,...,a,) > K(S(ay,...,a,)) > K(S(S(a,...,a,))) > ...

Z zalozenia wszystkie ciagi (ai,...,a,),S(a1,...,a,),S(S(ay,...,a,)),... maja wyrazy
caltkowite, zatem K od tych ciagdéw beda catkowite.
Po K(ay,...,a,) + 1 operacjach S liczba K otrzymanego ciagu bedzie nie wieksza niz

K(ay,...,ap)-1—-1—-1---—1=-1

-~

K(ai,....,an)+1

Ale liczba K, jako suma pewnej ilosci kwadratow nie moze by¢ ujemna! Sprzecznosé. ]

Alternatywny dowdd. Zaczynamy jak w poprzednim dowodzie od wykazania Faktu 2.
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych zachodza nieréwnosci

a+2b

(%) min(a, b) < 3

< max(a, b),

przy czym w kazdej z nich zachodzi rownosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
Wynika stad, ze dla dowolnego ciagu A = (aq, as, ..., a,) max A > max S(A). Tak wiec

max A > max S(A) > max S(S(A)) > max S(S(S(A))) > ...

Zalozmy, whrew tezie zadania, ze w po zastosowaniu dowolnej liczby operacji S w otrzyma-
nym ciagu wszystkie wyrazy sa liczbami catkowitymi (oczywiscie nieujemnymi). Wtedy w
powyzszych nier6wnosciach od pewnego miejsca, powiedzmy miejsca kg, musza wystepowaé
rownosci (bo nie ma nieskoriczonego malejacego ciagu ztozonego z liczb catkowitych nieujem-
nych). Niech wiec M oznacza liczbe calkowity taka, ze M = max S*¥(A), gdzie k > ko, za$
S*(A) oznacza ciag powstaly z A po k-krotnym zastosowaniu operacji S.

7 Faktu 2. wynika, 7e w kazdym z ciagow S¥(A) sa wyrazy mniejsze od M. Ponadto
zauwazmy, ze jesli a, b sa kolejnymi wyrazami w ciggu S*(A), to 22 = M tylko wtedy gdy
a =b= M. Tak wiec, jesli w ciagu S*(A) jest ¢ wyrazow réwnych M, to w ciggu S*T1(A)
jest ich co najwyzej ¢ — 1. Oznacza to, ze liczba wyrazéw rownych M w ciggu S*9(A) jest
réwna zeru, co jest niemozliwe.

]
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