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1. Wykazaé, ze jesli x i y sa liczbami catkowitymi, to liczba
zy’ — 1%y
jest podzielna przez 30.

Rozwigzanie

Wystarczy wykazaé¢ podzielnosé liczby xy® — 2%y = xy(at — y?) przez liczby pierwsze: 2,
31 5. Dla ustalonej liczby p € {2,3,5}, udowodnimy, ze jesli p nie jest dzielnikiem zadnej
z liczb z i vy, to jest dzielnikiem liczby z* — y*. Wykazemy nieco wiecej, ze jedli p nie jest
dzielnikiem liczby x, to x* przy dzieleniu przez p daje reszte 1. Z tozsamosci

(pk +1)* = p*k* + 4p°k*r + 6p°k*r® + dpkr® + 1

wynika, ze czwarta potega liczby pk + r przy dzieleniu przez p daje reszte réwna reszcie z
dzielenia przez p liczby r*. Dla p = 2 powyzsze stwierdzenie jest oczywiste bo 1* = 1. Dla
p=3mamy 1* =1i2* =16 = 3-5+1. Wreszciedlap = 5mamy: 14 =1,2* =16 = 5-3+1,
3 =81=5-16+1i4*=256=5-51+1
Widzimy teraz, ze jesli zadna z liczb x i y nie jest podzielna przez p, to ich czwarte potegi
daja przy dzieleniu przez p takie same reszty (réwne 1), a wiec p jest dzielnikiem liczby
ot —yt.
O

2. Na przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokatnego ABC' zbudowano dwa kwadraty
ABKL i ABMN, przy czym kwadrat ABK L nie ma wspélnych punktéw wewnetrznych
z tréjkatem ABC, za$ kwadrat ABM N zawiera trojkat ABC'. Niech S, T beda srodkami
tych kwadratéw (tzn. punktami przeciecia ich przekatnych). Wykazaé, ze tréjkat SCT jest
prostokatny i wyznaczy¢ dhugosci jego bokéw wiedzac, ze |BC| = a, |AC| = b oraz a > b.

Rozwigzanie

Opiszmy okrag o na tréjkacie ABC'. Jego srodek O jest
srodkiem przeciwprostokanej AB, a promien ma dhugosé
¢/2, gdzie ¢ = |AB|. Poniewaz |OS| = |OT| = ¢/2, 4

punkty S i T tez leza na okregu o i sa koncami jego
srednicy. Kat £TC'S jest zatem prosty. V4 \
Aby wyznaczy¢ |C'S| doklejmy trzy tréjkaty prostokatne \
AUL, LWK i KZB, kazdy przystajacy do tréojkata p .I
ABC (por. rysunek obok). Z latwoscia zauwazamy, | i
ze CUW Z jest kwadratem o boku dlugosci a + b, za$ f,’é '|

S jest jego srodkiem. Oznacza to, ze C'S ma diugosé !
réwna polowie dtugosci jego przekatnej, czyli (a + b)‘/?§ B

Poniewaz ST = ¢ = +a?+ b%, wiec z twierdzenia )
Pitagorasa wynika, ze |CT|? = a®*+b*—(a+b)?/2 = (a— 259
b)2/2. Ostateczmie: |C'S| = (a+b)*2, |CT| = (a—b)*2, S

IST| = Va2 + b2. W




2

3. Na okregu rozmieszczamy liczby wedlug nastepujacej zasady. W pierwszym kroku wpisu-
jemy liczby 11 2 tak aby lezaly naprzeciw siebie (tzn. na korcach pewnej srednicy). W
drugim kroku, na $rodku pomiedzy kazdymi dwiema sasiednimi liczbami wpisujemy ich
sume (zatem po dwéch krokach w czterech punktach okregu beda wpisane liczby 1, 3,
2, 3). Czynnosé¢ te kontynuujemy, tzn. w k-tym kroku na srodku pomiedzy kazdymi
dwiema sasiednimi liczbami, wpisanymi we wczesniejszych k — 1 krokach, wpisujemy ich
sume. Wyznaczy¢ sume wszystkich liczb rozmieszczonych na okregu po wykonaniu n krokéw.
Odpowiedz uzasadni¢.

Rozwiqzanie

Niech S,, oznacza sume wszystkich liczb rozmieszczonych na okregu po wykonaniu n krokdw.
Oczywiscie S; = 3 oraz S9 = S;+2- (1 +2) = 9. Niech teraz k > 2. Ustalimy zaleznos¢
miedzy Sgyq1 1 Sk. Rozwazmy dowolng liczbe a oraz dwie sasiedujace z nia liczby z 1 y,
rozmieszczone na okregu po wykonaniu k£ krokéw. W k + 1 kroku na okregu miedzy z i a
wpisujemy z + a, miedzy a i y wpisujemy a + y. Oznacza to, ze kazda liczba rozmieszczona
na okregu w pierwszych k krokach jest sktadnikiem dokladnie dwéch liczb dopisywanych w
k 4+ 1 kroku. Tak wiec Sy = Sk + 2S5, = 35k, czyli

STL - SSnfl = 325%72 — . = 3”7151 — 3TL

Ostatecznie S, = 3".

O

4. Wewnatrz prostokata ABC'D wybrano dowolny punkt X. Niech K, L, M i N oznaczaja
kolejno rzuty prostokatne punktu X na boki AB, BC, CD i DA. Wykaza¢, ze przynaj-

mniej jeden z prostokatow AKX N lub CM X L ma pole nie wieksze niz jedna czwarta pola
prostokata ABCD.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze |AB| = 2a, |BC| = 2b. Niech S
oznacza srodek prostokata ABCD. Teza zadania
jest oczwista, gdy punkt X nalezy do jednego z
prostokatow AESH lub SFCG. Pozostaje doroz- p M G C
patrzenia przypadek, gdy X nalezy do wnetrza jed-
nego z prostokatéw HSGD lub EBFS. Zalézmy,

ze X nalezy do prostokata HSGD. Oznaczmy Np—2% X, L
przez x i y odlegloéci X od bokéw SG i HS. Przy H 'S
tych oznaczeniach suma pol prostokatéw AKX N bly F

i CMXL jest rowna

(a—z)(b+y)+ (a+x)(b—y) =2ab— 2xy < 2ab.
Stad wynika, ze przynajmniej jedno z tych pél A K E B
jest nie wieksze niz ab, czyli nie wieksze niz jedna

czwarta pola prostokata ABC'D. Przypadek, gdy

X nalezy do prostokata EBF'S jest analogiczny.
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