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1. Scianami o$mioscianu foremnego sa trojkaty réwnoboczne o boku dlugosci n. Kazda
krawedz o$mioscianu dzielimy na n odcinkéw diugosci 1, a nastepnie prowadzimy wszyst-
kie odcinki réwnolegle do krawedzi o koncach w punktach podziatu. Odcinki te wraz
z krawedziami osmioscianu wyznaczaja podzial kazdej Sciany na tréjkaty rownoboczne o
boku 1. Ile jest roznych punktéw bedacych wierzchotkami tych tréjkatow i ile jest wszyst-
kich odcinkéw dlugosci 1 bedacych bokami tych tréjkatéw. (Model o$mioscianu foremnego
mozna zbudowaé sklejajac podstawami dwa przystajace ostrostupy o podstawach kwadra-
towych i $cianach bocznych bedacych tréjkatami réwnobocznymi).

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze na kazdej Scianie o$mio$cianu mamy n? tréjkatéw réwnobocznych o boku 1.

Uzasadni¢ to mozna np. poréwnujac pole Sciany bocznej, ktore wynosi "24‘/?: i pole trojkata
o boku 1, ktére wynosi \/Tg‘ Trojkaty o boku 1 pokrywaja Sciane boczna, wiec musi ich by¢
n?. Na powierzchni bocznej o$mio$cianu mamy wiec 8n? tréjkatéw réwnobocznych o boku 1.
Maja one razem 24n? bokéw, ale kazdy bok nalezy do dokladnie dwéch tréjkatéw. Tak wiec
na powierzezni o$mio$cianu mamy 1 - 24n? = 12n? odcinkéw dhugosci 1, bedacych bokami
trojkatéw réwnobocznych.

Zauwazmy, ze 8n? tréjkatéw o boku 1 ma razem 24n? wierzchotkéw, przy czym kazdy z 6
wierzchotkow bedacych wierzchotkami osSmioscianu nalezy do doktadnie czterech trojkatow
o boku 1, a kazdy z pozostalych nalezy do doktadnie szesciu trojkatéw o boku 1. Tych

pozostatych jest zatem

24n? — 6 - 4
6

Lacznie z wierzchotkami oémioécianu mamy wiec 4n2 + 2 punktéw bedacych wierzchotkami
tréjkatow o boku 1. [

= 4n? — 4.

2. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x,y, z zachodzi nieréwnos¢:
Ty Yz zx

—+t—+t—=2rt+y+=z
z T Y

Rozwigzanie
Liczby x,y, z sa dodatnie, wiec rozwazana nierownos¢ jest rOwnowazna nastepujacej:
22y? 4+ 2% + 222 > 2yz + ayPe + xyt
Ostatnia nieréwnos¢ mozemy napisa¢ w postaci
1 1 1
§x2(y2 — 2z + 2%) + §y2(x2 —2rz + 2%) + Ezz(:vz —2ry +y?) = 0,

czyli
32 o 2 12 o 2 12 o 2
50 (Y =2+ gyi(@ = 2)" + 527z —y)” > 0.
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Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z, a nierdwno$¢ rozwazana
w zadaniu jest jej konsekwencja. 0

3. Dany jest szesciokat wypukly ABCDFEF taki, ze przekatne AD, BE oraz C'F przecinaja
sie w jednym punkcie O. Niech Si, So, S3, Sy, S5 1 Sg beda kolejno polami tréjkatéw AOB,
BOC, COD, DOE, EOF i FOA. UdOWOdHié, ze Sl . Sg : 85 = 52 : 84 . SG.

Rozwiqzanie

Niech AO = a,BO =0,CO = ¢,DO = d,EO = e, FO = f oraz ZAOB = ZDOFE = «a,
/BOC = LFEOF = § oraz LCOD = ZFOA = ~. Mamy wiec: S; = %absina, Sy =
%bcsinﬁ, S3 = %cdsin'y, Sy = %de sina, S5 = %ef sin 3, Sg = %fasinv. Stad wynika, ze

Sy -S53- 855 = éabcdef sin v sin (3 sin 7y,
oraz
Sy -S4+ S = %abcdef sin av sin (3 sin 7.
Ostatecznie S - S5+ S5 =95 -5, - Ss. O

4. W trojkacie ABC dhugosci wszystkich trzech wysokosci sa catkowitymi wielokrotnosciami
promienia okregu wpisanego w ten tréjkat. Wykazac, ze ABC' jest tréjkatem réwnobocznym.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez a,b,c dhugosci bokéw tréjkata ABC, przez hg, hy, h. dlugosci odpowied-
nich wysokosci, przez r promien okregu wpisanego oraz S niech bedzie polem rozwazanego
trojkata. Mamy
25 = ah, = bhy = ch. =r(a+ b+ c).
Z zalozenia istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z takie, ze
h, = xr, hy, =yr oraz h. = zr.

Uwzgledniajac to w powyzszych réwnosciach otrzymujemy:
25 25

r
r= =325, 25 (25 1,.1,1°
a+b+c E—i‘?—i‘; x+y+z
czyli
1 1 1
-+ -+-=1
xr Yy =z

Poniewaz Srednica okregu wpisanego w trojkat jest krotsza od kazdej jego wysokosci, wiec
liczby x,y, 2z sa nie mniejsze od 3. Z latwoscia zauwazamy, ze w takiej sytuacji réwnosé
i + ‘% + % = 1 moze zaj$¢ tylko dla x = y = z = 3. Stad wnosimy, ze h, = hy, = h, oraz
a=b=c. H
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