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1. Ścianami ośmiościanu foremnego s ↪a trójk ↪aty równoboczne o boku d lugości n. Każd ↪a
kraw ↪edź ośmiościanu dzielimy na n odcinków d lugości 1, a nast ↪epnie prowadzimy wszyst-
kie odcinki równoleg le do kraw ↪edzi o końcach w punktach podzia lu. Odcinki te wraz
z kraw ↪edziami ośmiościanu wyznaczaj ↪a podzia l każdej ściany na trójk ↪aty równoboczne o
boku 1. Ile jest różnych punktów b ↪ed ↪acych wierzcho lkami tych trójk ↪atów i ile jest wszyst-
kich odcinków d lugości 1 b ↪ed ↪acych bokami tych trójk ↪atów. (Model ośmiościanu foremnego
można zbudować sklejaj ↪ac podstawami dwa przystaj ↪ace ostros lupy o podstawach kwadra-
towych i ścianach bocznych b ↪ed ↪acych trójk ↪atami równobocznymi).

Rozwi ↪azanie

Zauważmy, że na każdej ścianie ośmiościanu mamy n2 trójk ↪atów równobocznych o boku 1.

Uzasadnić to można np. porównuj ↪ac pole ściany bocznej, które wynosi n2
√

3
4

i pole trójkata

o boku 1, które wynosi
√

3
4

. Trójk ↪aty o boku 1 pokrywaj ↪a ścian ↪e boczn ↪a, wi ↪ec musi ich być
n2. Na powierzchni bocznej ośmiościanu mamy wi ↪ec 8n2 trójkatów równobocznych o boku 1.
Maj ↪a one razem 24n2 boków, ale każdy bok należy do dok ladnie dwóch trójk ↪atów. Tak wi ↪ec
na powierzczni ośmiościanu mamy 1

2
· 24n2 = 12n2 odcinków d lugości 1, b ↪ed ↪acych bokami

trójk ↪atów równobocznych.
Zauważmy, że 8n2 trójk ↪atów o boku 1 ma razem 24n2 wierzcho lków, przy czym każdy z 6

wierzcho lków b ↪ed ↪acych wierzcho lkami ośmiościanu należy do dok ladnie czterech trójk ↪atów
o boku 1, a każdy z pozosta lych należy do dok ladnie sześciu trójk ↪atów o boku 1. Tych
pozosta lych jest zatem

24n2 − 6 · 4

6
= 4n2 − 4.

 L ↪acznie z wierzcho lkami ośmiościanu mamy wi ↪ec 4n2 + 2 punktów b ↪ed ↪acych wierzcho lkami
trójk ↪atów o boku 1. �

2. Wykazać, że dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nierówność:

xy

z
+

yz

x
+

zx

y
> x + y + z.

Rozwi ↪azanie

Liczby x, y, z s ↪a dodatnie, wi ↪ec rozważana nierówność jest równoważna nast ↪epuj ↪acej:

x2y2 + y2z2 + z2x2 > x2yz + xy2z + xyz2.

Ostatni ↪a nierówność możemy napisać w postaci

1

2
x2(y2 − 2yz + z2) +

1

2
y2(x2 − 2xz + z2) +

1

2
z2(x2 − 2xy + y2) > 0,

czyli
1

2
x2(y − z)2 +

1

2
y2(x − z)2 +

1

2
z2(x − y)2 > 0.
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Powyższa nierówność zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z, a nierówność rozważana
w zadaniu jest jej konsekwencj ↪a. �

3. Dany jest sześciok ↪at wypuk ly ABCDEF taki, że przek ↪atne AD, BE oraz CF przecinaj ↪a
si ↪e w jednym punkcie O. Niech S1, S2, S3, S4, S5 i S6 b ↪ed ↪a kolejno polami trójk ↪atów AOB,
BOC, COD, DOE, EOF i FOA. Udowodnić, że S1 · S3 · S5 = S2 · S4 · S6.

Rozwi ↪azanie

Niech AO = a, BO = b, CO = c, DO = d,EO = e, FO = f oraz ∠AOB = ∠DOE = α,
∠BOC = ∠EOF = β oraz ∠COD = ∠FOA = γ. Mamy wi ↪ec: S1 = 1

2
ab sin α, S2 =

1
2
bc sin β, S3 = 1

2
cd sin γ, S4 = 1

2
de sin α, S5 = 1

2
ef sin β, S6 = 1

2
fa sin γ. St ↪ad wynika, że

S1 · S3 · S5 =
1

8
abcdef sin α sin β sin γ,

oraz

S2 · S4 · S6 =
1

8
abcdef sin α sin β sin γ.

Ostatecznie S1 · S3 · S5 = S2 · S4 · S6. �

4. W trójk ↪acie ABC d lugości wszystkich trzech wysokości s ↪a ca lkowitymi wielokrotnościami
promienia okr ↪egu wpisanego w ten trójk ↪at. Wykazać, że ABC jest trójk ↪atem równobocznym.

Rozwi ↪azanie

Oznaczmy przez a, b, c d lugości boków trójk ↪ata ABC, przez ha, hb, hc d lugości odpowied-
nich wysokości, przez r promień okr ↪egu wpisanego oraz S niech b ↪edzie polem rozważanego
trójk ↪ata. Mamy

2S = aha = bhb = chc = r(a + b + c).

Z za lożenia istniej ↪a dodatnie liczby ca lkowite x, y, z takie, że

ha = xr, hb = yr oraz hc = zr.

Uwzgl ↪edniaj ↪ac to w powyższych równościach otrzymujemy:

r =
2S

a + b + c
=

2S
2S
xr

+ 2S
yr

+ 2S
zr

=
r

1
x

+ 1
y

+ 1
z

,

czyli
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

Ponieważ średnica okr ↪egu wpisanego w trójk ↪at jest krótsza od każdej jego wysokości, wi ↪ec
liczby x, y, z s ↪a nie mniejsze od 3. Z  latwości ↪a zauważamy, że w takiej sytuacji równość
1
x

+ 1
y

+ 1
z

= 1 może zaj́sć tylko dla x = y = z = 3. St ↪ad wnosimy, że ha = hb = hc oraz

a = b = c. �
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