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1. Wyznaczy¢ wszystkie takie ciagi (z,y, z) trzech liczb rzeczywistych, ze kazdy wyraz ciagu
jest réwny kwadratowi roznicy dwoch pozostatych wyrazéw.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli ciag (z,y, z) spelnia warunki zadania, to te warunki spetniaja réwniez
wszystkie ciagi powstale z (z,y, z) przez dowolne przestawienie wyrazéw. Wystarczy zatem
wyznaczy¢ takie ciagi, ze x < y < z. Z zalozen wynika, ze poszukiwane liczby x,y, z musza
by¢ nieujemne. Mamy réwniez
y=(r-2)? i z=(z-y)
czyliz—y=(r—y)> — (z —2)? = (2 —y)(2xr — y — 2). Tak wiec
(z—y)2x—y—2z—1)=0.

7Z zalozen wynika, ze 2r —y — 2 —1 < —1, a wiec y = z oraz v = (y — 2)? = 0. Z powyzszych
réwnosci wnosimy takze, ze z = y? i y = 22. Tak wiec y = 2, z = 22, a w konsekwencji
y =2z =01uby =2z = 1. Ostatecznie warunki zadania spehiaja cztery ciagi: (0,0,0),
(0,1,1), (1,0,1) 1 (1,1,0). OJ

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n cze$é¢ calkowita liczby
n?+n

3

jest parzysta.
Rozwiqzanie

Niech [z] oznacza czesé catkowita liczby x. Liczbe m mozna jednoznacznie przedstawié
w postaci n = 3m + r, gdzie m jest liczba catkowita, za$ r € {0,1,2}. Mamy wiec
{nQ—i—n] _ {(3m+r)2+ (3m+r)] B {9m2+6mr+3m+r2+r
3] 3 B 3

2
= [3m2+2mr+m+r ;—r]’

czyli

3 3m? +4m+m+2, jeslir=2.

Poniewaz jednak 3m? +m = 2m? +m(m + 1) jest liczba parzysta, z powyzszego wynika, ze
liczba
n?+n
3

jest parzysta. O]

{rﬂ + n] B { 3m? +2mr +m,  jeslir € {0,1}

3. W réwnolegtoboku ABCD punkt E jest srodkiem boku CD, a F jest takim punktem
lezacym na boku AB, ze |AF| : |[FB| = 3 : 1. Wykaza¢, ze |AF| = |EF| wtedy i tylko
wtedy, gdy proste AE i BD sa prostopadle.



2

Rozwiqzanie

Niech K bedzie érodkiem boku BC, zaé L punk-
tem przeciecia prostych FK i AB. Odcinek FK,
jest réwnolegly do przekatnej BD (jako odcinek
taczacy $rodki ramion tréjkata BDC'). Tak wiec
EL || BD. Stad wynika, ze

1
|BL| = |ED| = 5|AB|

czyli |AF| = |FL]|.

Jesli BD 1 AFE, to LAEL = 90°. Punkt F
jest srodkiem przeciwprostokatnej tréjkata prosto-
katnego AFL, a wiec $rodkiem okregu opisanego
na tym tréjkacie. Tym samym |AF| = |EF].
Odwrotnie, jesli |AF| = |EF| (= |FL|), to F jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie AEL, zas
AL jest érednica tego okregu. Tak wiec, L AOB =
LAEL = 90°.

O

4. 7Zbior A sktada sie z szesciu liczb naturalnych, wsréd ktérych nie ma trzech liczb parami
wzglednie pierwszych. Udowodni¢, ze A zawiera trzy liczby, sposréd ktorych kazde dwie
maja wspélny dzielnik wiekszy od 1. Czy mozna twierdzi¢, ze A zawiera trzy liczby majace
wspolny dzielnik wiekszy od 1 7

Rozwigzanie [Por. Zadania Przygotowawcze - zadanie 10].

Niech A = {a,b,c,d,e, f}. Na plaszyznie zaz-
naczmy sze$¢ punktéw (moga to byé np. wierz-

chotki szesciokata foremnego), a nastepnie punkty

te oznaczmy liczbami ze zbioru A. Polaczmy
punkty odcinkami czerwonym lub niebieskim, przy

czym stosujemy kolor czerwony - jesli liczby
odpowiadajace laczonym punktom sa wzglednie
pierwsze, oraz kolor niebieski - jesli te liczby nie sa a
wzglednie pierwsze. Wezmy pod uwage dowolny

punkt - oznaczony np. liczba a. Sposréd pieciu
odcinkéw wychodzacych z a, przynajmniej trzy sa

tego samego koloru. Powiedzmy, ze ab, ac i ae

sa czerwone. Wtedy zaden z odcinkow laczacych
wzajemnie b,c, i e nie moze byé¢ czerwony (bo
mieliby$my tréjke liczb parami wzglednie pier-
wszych).

Wszystkie odcinki laczace wzajemnie b,c, i e sa zatem niebieskie, a wiec liczby b,c, i e
spelniaja warunki zadania. Jesli zas odcinki ab, ac i ae sa niebieskie, to zgodnie z zalozeniami
zadania przynajmniej jeden z trzech odcinkow taczacych wzajemnie b, ¢, i e musi by¢ niebieski.
Liczby odpowiadajace jego koncom wraz z liczba a stanowia poszukiwana trojke liczb.

Z Yatwoscia sprawdzamy, ze zbiér A = {2-3,2-5,3-5}U{7-11,7-13,11-13} spekia zalozenia
zadania i nie ma w nim tréjki liczb majacych wspdlny dzielnik wickszy od 1. U




