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1. Wykazaé, ze jesli dodatnie liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego trdjkata, to
a b c
be " ac” 2ab
Rozwigzanie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnoéé a? +b? > 2ab. Ponadto, zgodnie
z zalozeniami a + b — ¢ > 0. Wykorzystujac kolejno te nieréwnosci otrzymujemy:
a b c  2a*+0) - (@40 +(a®+ V) -

be  ac 2ab 2abc 2abc
a?+b*+2ab—c*  (a+0)?—c?
- 2abc N 2abc
_ (a+b+c)a+b—c) -0,
2abc
co konczy dowdd. O

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) nieujemnych liczb catkowitych spemiajacych réwnanie

VT + /5 = V38I10.

Rozwiqzanie

Rozwazane rownanie mozna zapisa¢ w postaci \/5 = 9v/10— \/gj Zatem xr = (9\/1_()— \/5)2 =
810+y —184/10y. Z ostatniej réwnosci wynika, ze jesli x, y sa liczbami catkowitymi, to /10y
jest nieujemna liczba calkowita, czyli 10y = a?, dla pewnej nieujemnej liczby calkowitej a.
Zauwazmy, ze liczba a musi by¢ podzielna przez 2 i 5, a wiec istnieje nieujemna liczba
catkowita [ taka, ze a = 10l. Mamy zatem y = 10/2. Analogicznie dowodzimy, ze © =
10k? dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej k. Uzgledniajac to w réwnaniu otrzymujemy
V10k2 + V1012 = 9v/10, czyli
k+1=29, gdzie k,[ > 0.

Stad wida¢, ze szukane pary (z, y) musza mie¢ postaé (10k%,10(9—k)?), gdzie k = 0,1,...,9.
7 drugiej strony przez bezposrednie podstawienie sprawdzamy, ze znalezione pary spetniaja
rozwazane rownanie. 0J

3. W trdjkacie ABC boki AC i BC' sa réwnej dlugosci. Jaki zbior tworza srodki wszystkich
odcinkow K L takich, ze
K e AC, L e BC oraz AK = LC?

Odpowiedz uzasadnic.
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Rozwiqzanie

Rozwazmy dowolne punkty K € AC i L € BC
takie, ze AK = LC oraz punkty N € AC,
M € BC takie, ze odcinki KM i NL sa réwnolegle
do podstawy AB. Niech ponadto PR bedzie od-
cinkiem laczacym srodki ramion tréjkata ABC.
Udowodnimy, ze poszukiwanem zbiorem punktéw
jest odcinek PR. Poniewaz AK = NC, punkt
P jest érodkiem odcinka KN. 7 twierdzenia
Talesa wynika, ze punkt S - przeciecia odcinkéw
KL i PR jest érodkiem odcinka KL. Tak wiec
érodek odcinka KL lezy na odcinku PR. Nalezy
jeszcze wykazaé, ze kazdy punkt S odcinka PR jest =

$rodkiem pewnego odcinka K L. A D B

W tym celu wystarczy wyznaczy¢ na podstawie AB punkt D - przeciecia prostej C'S z
podstawa, a nastepnie zbudowaé¢ réwnolegtobok DK CL. Punkt S jest wtedy $rodkiem od-
cinka K L jako punkt przeciecia przekatnych réwnolegloboku DK CL. Ostatecznie szukanym
zbiorem punktéw jest odcinek PR. 0

4. Na konkurs matematyczny przybyto n uczniéw (n > 4). Okazalo sie, ze kazdy z uczniéw
ma co najwyzej trzech znajomych wsréd pozostatych uczestnikéw. Wykazac, ze uczestnikow
konkursu mozna rozmiesci¢ w dwoch salach tak, aby kazda osoba miala w swojej sali co
najwyzej jednego znajomego.

Uwaga. Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

Rozwiqzanie

Dowolnemu rozmieszczeniu R grupy zlozonej z n uczniéw (w dwéch salach) przyporzadkujmy
liczbe Ng, ktéra jest suma ilosci par uczniow znajacych sie w pierwszej sali oraz ilosci par
uczniéw znajacych sie w drugiej sali. Wsréd wszystkich rozmieszezen wybierzmy takie dla
ktorego liczba Ngi jest mozliwie najmniejsza. Nazwijmy je rozmieszczeniem Rg. Udowod-
nimy, ze Ry speia warunki zadania. Przypusémy, ze w jednej z sal (powiedzmy w pier-
wszej) jest uczen A majacy przynajmniej dwéch réznych znajomych B i C. Rozwazmy nowe
rozmieszczenie Ry polegajace na przemieszczeniu ucznia A do drugiej sali i pozostawieniu
reszty uczniéw w tych samych salach co w rozmieszczeniu Ry. Wtedy liczba par uczniéw
znajacych sie w pierwszej sali zmniejsza sie o 2 (ubywaja pary: (A, B)i (A4, C)), zas w drugiej
sali liczba par uczniéw znajacych sie wzrasta maksymalnie o 1 (o ile w drugiej sali jest zna-
jomy ucznia A). Stad wynika, ze N, < Ng, — 1, co przeczy wyborowi rozmieszczenia Ro.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze rozmieszczenie R spetnia warunki zadania. O
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