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1. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x, y spetniajacych warunki: x
daje reszte z dzielenia przez y rownag 1, y daje reszte z dzielenia przez x réwna 2.
Rozwigzanie.

Rozwazmy trzy przypadki:

e jesli z =y, to x daje reszte zero z dzielenia przez y, sprzecznosc.

e jesli z > y, to y jest reszta z dzielenia y przez z. Zatem jesli x > y, to y = 2.
Otrzymujemy rozwiazania y = 2, x nieparzyste i wicksze od 2.

e jesli x <y, to x jest reszty z dzielenia x przez y. Zatem x = 1. Ale wtedy reszta
z dzielenia y przez x = 1 wynosi zero. Sprzecznosc.

Odpouwnedz: Pary liczb spetniajacych te zaleznosé to y = 2, x nieparzyste i wieksze od
2.

2. Niech a, b, c beda dlugosciami bokéw pewnego trojkata. Wykaz, ze

V3(ab+be+ ac) < a+ b+ c < 2vab+ be + ac.

Rozwigzanie.
Wykazmy najpierw nierownosé \/ 3(ab + bc + ac) < a+ b+ c. Obie strony sa dodat-

nie, wiec mozemy podniesé je do kwadratu, uzyskujac rownowazng nier6wnosé
3(ab+be+ac) < (a+b+c)* =a®+b* +c +2(ab + be + ca).
Po odjeciu 3(ab+bc+ca) od obu stron i pomnozeniu przez dwa, otrzymujemy nier6wnosé
0 < 2a* + 2b* + 2¢% — 2(ab + be + ac),

ale 2a® + 2b* 4+ 2¢* — 2(ab + be + ac) = (a — b)* + (b — ¢)® + (¢ — a)?, wiec ta ostatnia
nieréwnos¢ jest prawdziwa. Uwaga: w tej czesSci rozumowania nie uzyliSmy zatozenia,
ze a, b, ¢ sq dtugoSciami bokow trojkgta.

Pokazmy teraz nier6wnosé¢ a 4+ b + ¢ < 2v/ab + be + ac. Podobnie jak poprzednio,
obie strony sa dodatnie. Po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy

a? +b* + & + 2(ab + be + ca) < 4(ab + be + ca),

czyli rownowaznie
0 < 2(ab+ bc+ ca) — (a® + b* + ¢?). (1)



Mamy 2(ab+ bc+ ca) — (a® +b* + ) = a(b+c—a) +bla+c—b) + c(a+b— ¢). Skoro
a, b, ¢ sa dtugosciami bokow trojkata, to b+c > a, a+c > b, a+b > ¢, wiec wyrazenie
a(b+c—a)+bla+c—b)+cla+b—c) jest dodatnie i tym samym nier6wnosé (1) jest
prawdziwa.

3. Niech ABC bedzie trojkatem wpisanym w okrag. Niech dwusieczna kata BAC prze-
cina ten okrag w punkcie D, roznym od A. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego
w trojkat ABC. Pokaz, ze jesli czworokat IBDC' jest rombem, to trojkat ABC jest
rownoboczny.

Rozwigzanie.
Oznaczmy przez «, (5, v miary katow BAC, ABC,

BC A odpowiednio. Punkt [ jest srodkiem okregu wpi-
sanego, a wiec BI, C'I sa dwusiecznymi. Stad wynika, ze
<ICB = /2 oraz <IBC = /2. Rowniez Al jest dwu- D
sieczna, wiec <BAD = <BAI = «/2. Miary katow wpi-
sanych <BAD i <BCD sa rowne, wiec <BCD = «/2.
Skoro I BDC' jest rombem, to IC = I B. Zatem trojkat
ICB jest réwnoramienny, czyli <IC'B = </BC. Stad
B = ~. Skoro I BDC' jest rombem, to trojkaty BC'I oraz
BCD sa przystajace na mocy cechy bok-bok-bok. Zatem A B
IBCD = <BCI. Ale <BCD = «/2 oraz <BCI = /2,

wiec a = 7.
Lacznie stwierdzamy, ze a = = 7, czyli ABC' jest rownoboczny.

4. Wyznacz wszystkie piatki liczb dodatnich (x1, z, 23, x4, x5) spelniajace uktad row-

nan
( 1'1+I2—m11$2 = T3
To + T3 — mlm?) = T4
T3+ x4 — mlu =I5
Tyt 5 — = =1
L T5 + a1 — 15111 = T2

Rozwigzanie — sposob I
Wybierzmy piatke (z1, x2, 23, x4, x5) liczb dodatnich spetniajacych uklad. Zauwazmy,

ze rowniez piatki liczb (xq, x3, 24, 5, 1), (23, T4, T5, T1, T2), (X4, T5, T1, T2, T3), (X5, T1, Ta, T3, T4)

spetiaja ten uktad réownan. Z powyzszych rozwiazan ukladu wybierzmy te piatke

(a1, a9, a3, aq,as), w ktorej a3 = max(ay, as, as, as, as).

Liczby (ay,...,as) spelniaja rownania
(a1 +a; — a11a2 = as
as + as — a21a3 =aqay
az + a4 — - = as
ay + as — a41a5 = ay
as +a; — —— = ay

\ asal

Odejmijmy stronami dwa pierwsze rownania. Mamy

1 1 1 aq as 1
aq + g — — | — | A9 + a3 — —— = (al—a3)+— _ = ((ll—a?,) 1 + .
a1as aoQs (45} aijas a1as a1a203




Skoro a; sa dodatnie i a3 jest najwieksze z nich, to wynik powyzej jest niedodatni, czyli

1 1
a3—a4:(a1—|—a2— )—(CLz—l-ag——)gO.
a1as a2a3

Stad a3 < ay4. Ale ag3 = max(aq, as, as, a4, as), wiec az > ay4. Lacznie otrzymujemy

az = a4. Zauwazmy, ze to znaczy, ze ay jest rowniez najwicksza z liczb aq, as, as, a4, as.
Odejmujac stronami réwnanie drugie i trzecie i powtarzajac poprzednie rozumowanie,
stwierdzamy, ze ay = as. Odejmujac stronami réwnanie trzecie i czwarte oraz czwarte
i piate, stwierdzamy, ze a5 = ay oraz a; = as. Lacznie, a; = as = a3 = a4 = a5 = a,
czyli uktad sprowadza sie do réwnania
1
2a — o) =aq,
czyli a® = 1, ktorego jedynym rozwigzaniem dodatnim jest a = 1. Zatem (ay, as, as, as, as) =
(1,1,1,1,1). Wynika stad, ze rowniez (z1, xq, T3, T4, 25) = (1,1,1,1,1) i to jest jedyne
rozwiazanie uktadu z zadania.
Rozwigzanie — sposob I1
Dodajac wszystkie rownania uktadu stronami otrzymamy réwnanie:
1 1 1 1 1
+ +

T1Ty  Tols  T3Ty  Tals  TsTy

Ty + 2o+ T3+ x4+ 25 = (2)
Zauwazmy, ze jesli wszystkie liczby x; spelniaja nieréwnosci x; < 1, to lewa strona
powyzszego réwnania jest < 5, za$ prawa jest > 5. Rownosé zajdzie tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby x; sa réowne 1. Przypusémy teraz, ze liczby dodatnie x1,xo,..., x5
spetniaja uklad i Ze przynajmniej jedna z nich jest > 1. Bez zmniejszania ogé6lnosci

niech np. x; > 1. Zauwazmy, ze wowczas xo < 1. W przeciwnym razie jesli x5 > 1, to

1
12

< 1 oraz

>141—-1=1.

T3 = X1+ To —
T1X2

Z tych samych powodéw z kolejnych réwnan wynika, ze x4 > 11 x5 > 1. Jest to
niemozliwe, gdyz lewa strona réwnania (2) jest wicksza od 5 a prawa mniejsza od
5. Tak wiec x9 < 1. Z tych samych powodéw co wyzej, liczba x3 nie moze spetniaé
nieréwnosci 3 < 1, gdyz w przeciwnym razie

Ty = To + T3 — <l+1-1=1.

T2T3
Dalej z kolejnych réwnan otrzymalibysmy, ze wszystkie liczby x; sa mniejsze od 1, co jest
niemozliwe. Kontynuujac to rozumowanie otrzymujemy: xo < 1, z3 > 1, 24 < 1,5 > 1
oraz r1 < 1 wbrew zalozeniu, ze x; > 1. Ostatecznie 1 = 19 = v3 = x4 = x5 = 1 jest
jedynym rozwigzaniem uktadu.
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