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1. Dowiedz, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba
111...11222...22

zbudowana z n jedynek i n dwojek jest iloczynem dwoch kolejnych liczb naturalnych.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez a = 111...11 liczbe zlozona z n jedynek. Wtedy 9a + 1 = 10™.
Liczba 111...11222...22 7z zadania jest rowna 10" - a + 2a. Zauwazmy, ze

10" - a+2a = (9a + 1)a + 2a = 9a® + 3a = 3a - (3a + 1).

Innymi stowy, liczba z zadania jest iloczynem kolejnych liczb 3a i 3a + 1.

2. Na szachownicy 2017 x 2017 wybrano 4035 poél. Pokaz, ze srodki pewnych trzech
z nich leza na jednej proste;.
Rozwigzanie.

Szachownica ma 2017 rzedow. Gdyby w kazdym rzedzie wybrano co najwyzej dwa
pola, to tgcznie wybrano by co najwyzej 2 - 2017 < 4035 pol. Zatem w pewnym rzedzie
wybrano trzy pola; oczywiscie ich srodki leza na jednej prostej, rownoleglej do krawedzi
szachownicy.

3. Niech a > 2 bedzie liczba rzeczywista oraz niech n > 1 bedzie liczba naturalng. Wy-

kaz, ze zbior {1,a,a?,...,a"} nie zawiera rozlacznych podzbioréw o réwnych sumach
elementow.
Rozwigzanie.

Przypusémy, ze zbior {1,a,a?,...,a"} zawiera dwa rozlaczne podzbiory A, B o

rownych sumach. Niech m oznacza najwickszy wykladnik dla ktérego a™ nalezy do
jednego z tych podzbioréw. Zaldézmy, ze o™ € A. Fakt, ze sumy elementéow w obu
podzbiorach sa rowne mozemy zapisa¢ przy pomocy roéwnosci:

a™ = zo 4+ x10 + 126> + ...+ Tpy_1a™ L,

gdzie z; = —1 jedli a* € A, x; = 1 jesli a* € B oraz x; = 0 jedli ¢’ nie nalezy ani do A
ani do B. Korzystajac z nier6wnosci méwiacej, ze wartos¢ bezwzgledna sumy liczb jest
nie mniejsza od sumy ich wartosci bezwzglednych otrzymujemy:

a™ = |a™| = |xg + x10 + 120® + .. F 2 10™ | < ag| + |10+ F |Tpa™ T <

m_1
<1+a+a2+...+am_1:& 1 <am—1.
a_




Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze rozlaczne podzbiory w {1,a,a?, ..., a"} o réownych
sumach nie istnieja.
W powyzszym rozwiazaniu skorzystaliémy z tozsamosci

am™ —1

l+a+ad+... +a™ = ,
a—1

ktora zachodzi dla dowolnej liczby a # 1. Latwo ja wykazaé¢. Mianowicie oznaczmy
S=14+a+a’>+...+a™ ! Mamy aS =a+a®+ ...+ a™, a wiec

(a—DS=aS—-S=(a+a’+...+a™)—(1+a+a®+...+a™ ) =a™ 1.

am—1
a—1

Stad wynika, ze S =

4. Na przedtuzeniu najdtuzszego boku AB trojkata ABC obrano punkt M taki, ze
BM = BC. Wykaz, ze kat <ACM jest rozwarty.
Rozwigzanie.

Skoro |M B| = |BC| < |AB| i nie punkt M nie lezy na odcinku AB, to punkt B

lezy na odcinku AM, patrz rysunek.

Bok AB jest najdtuzszy, wiec kat <AC'B ma najwicksza ¢

miare sposrod katow trojkata ABC. Ponadto z réwnosci
odcinkow BC' = BM wynika réwnoéé¢ katow <BCM =
<IAMC'. Mamy wiec

A B M

JACM = <ACB + <BCM > <BAC + <AMC = 180° — <ACM.

Stad wynika, ze 2<<ACM > 180°, czyli <ACM > 90°.
Sposob 11
Skoro |[MB| = |BC| < |AB| i nie punkt M nie lezy na ¢
odcinku AB, to punkt B lezy na odcinku AM, patrz
rysunek. Niech N bedzie takim punktem odcinka AB,
ze |BN| = |BC|. Wtedy CB = BN = BM, wiec B 4 [N B M
jest srodkiem okregu opisanego na CNM, zas§ NM jest

Srednica tego okregu.
Stad <NCM = 90° i <ACM > <NCM = 90°.
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