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> — x oraz 2% — 1 sg obie calkowite. Pokaz, ze

1. Liczba z jest rzeczywista i taka, ze x
x jest réwniez catkowita.
Rozwigzanie, sposob [

Oznaczmy liczbe calkowita 22 przez k. Wtedy = = vk, zatem 2° — 2 = Vk(k* — 1)

jest catkowita. Jezeli k = 41, to = jest catkowita. Jezeli k # +1 to k* — 1 # 0 i liczba

VEK? —1)
r=Vh= e

jest wymierna. Oznaczmy x = p/q gdzie liczby p i q sa catkowite i wzglednie pierwsze.
Liczba x? = p?/q? jest calkowita, wiec ¢? dzieli p%. Ale ¢? jest wzglednie pierwsze z p2.
Stad wynika, ze ¢°> = 1, zatem ¢ = £1 i 2 = p/q jest catkowita.
Rozwigzanie, sposob 11
Jezeli 22 — 1 = 0 to z = %1 jest calkowita. Zalézmy, ze 22 — 1 # 0. Zachodzi
25—z =x(2x® — 1)(2? + 1). Liczby 2* — 1 oraz 2% + 1 = (2% — 1) + 2 sa calkowite, wiec
20—
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jest wymierna. Dalej rozumujemy jak w sposobie I.

2. Dany jest trojkat ABC. Na boku BC' zaznaczono punkty Dy, D,, na boku C'A
zaznaczono punkty E1, Es, zas na boku AB zaznaczono punkty Fi, F5 tak, ze kazdy bok
zostal podzielony na trzy réwne czesci. Pokaz, Ze suma pol oémiu tréjkatow D;E; Fy,,
gdzie i, j, k € {1,2}, jest rowna dwukrotnosci pola trojkata ABC.
Rozwigzanie, sposob [

Jest pewna dowolno$¢ we wprowadzaniu oznaczen punktow D;, F;, Fj,, my przyj-
mujemy oznaczenia jak na rysunku ponizej.

A F Fy B

Oznaczmy przez [F| pole figury F. 7 twierdzenia (odwrotnego do) twierdzenia
Talesa wynika, ze E\D; || AB i |E1Dy| = $|AB| = |AF|. Zatem odcinki E, D, i AFy



sa rownej dlugosci i rownolegle, czyli AF, Do F) jest réwnolegtobokiem. Wobec tego
trojkaty AF1Ey 1 Do FyFy sa przystajace.

Analogicznie pokazujemy, ze przystajace sa trojkaty BD1F| i Es D1 F oraz trojkaty
CE Dy i FoFE{D;. Tym samym

|EyFy D1+ [Dy By Fy |4 [Ey Dy Fy |4+ [Fy By Dy | = [EyFy Dy |4+ [AE Fy|+[BD1 Fi|+[CE,Dy] = [ABC].
Analogicznie dowodzimy, ze
[Eo Fy Do +[Dy Es Fy|+[Ey Do B+ [Fy Es Do| = [EoFy Do+ [AEy Fyl+[BDy Fy|+[C EyDsy| = [ABC.

Lacznie wiec pole odmiu trojkatow wynosi 2[ABC].
Rozwigzanie, sposob 11

Jest pewna dowolno$¢ we wprowadzaniu oznaczen punktow D;, E;, Fj,, my przyj-
mujemy oznaczenia jak na rysunku ponizej.
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Z twierdzenia (odwrotnego do) twierdzenia Talesa wynika, ze F1 D, || AB1|E1Dy| =
%\AB\ = |F1F,|. Zatem odcinki EyDs i FiFy sa rownej dlugosci i rownolegtle, czyli
F1FEy Dy Fy jest réwnolegtobokiem. Wobec tego odcinki Ey Fy i Fy Dy potowia sie. Ana-
logicznie pokazujemy, ze rowniez odcinki E1 Fy i Dy Ey potowia sie. Zatem Dy FEs, E1F5,
F1 D, przecinaja sie w punkcie G, ktory lezy w potowie kazdego z tych odcinkow.

Teraz tatwo wykazaé, ze kazdy z 9 malych trojkacikéw na rysunku ma boki dtugosci
%AB, %BC i %AC, wiec jest podobny w skali % do tréjkata ABC'. Oznaczmy pole ABC
przez P, wtedy pole maltego trojkacika wynosi %P.

Oznaczmy przez [F| pole figury F. Kazdy z osmiu trojkatow D, E; Fy, jest zbudowany
z malych trojkacikow lub ich potéwek. To pozwala tatwo wyliczy¢ pola tych trojkatow.
Wtedy

1 1 1
D\E\F)| =6-~-~P=-P
[1 11] 6 9 9 3’

1
D:E2F] = 3P,

1 1 1 2
D\E\Fy) =2-~- P4+ -P=2p
[112] 2 9 +9 97

2
[DlEQFl] = [DlEQFQ] = [DQElFl] = [DQEIFQ} - [DQEQFl] - §P

Sumujac pola, otrzymujemy 2 - %P +6- %P =2P.

Rozwigzanie, sposob 111, szkic
Oznaczmy przez [XY Z| pole trojkata XY Z.



Skorzystajmy z nastepujacego faktu: niech S, T, U i V beda dowolnymi punktami
plaszczyzny i M bedzie srodkiem odcinka UV. Wtedy

[STU] + [STV] = 2[STM].

Uzasadnienie tego faktu pozostawiamy Czytelnikows.

Oznaczmy przez D, E, F srodki bokow BC, C'A, AB trojkata ABC. Wtedy D jest
srodkiem odcinka DD, E jest srodkiem odcinka E)Fs, zas F' jest srodkiem odcinka
i Fy.

Stosujac fakt powyzej dla (U, V') = (D;, Dy) mamy

[D\E\FY] + [DyEFy] = 2]DE, FY),
[D\E\Fy] + [DyE\Fy] = 2|DE\ Fy),
[D\EyFy] + [DyEyFy] = 2|DE,Fy),
[DyEyFy] + [DyEyFy] = 2] DE,Fy),

Pozostaje obliczy¢ sume pol czterech trojkatow. Ponownie stosujemy fakt, tym razem

dla (U, V) = (Ey, Es):

[DE\F\] + [DE>F| = 2[DEF]

Wreszcie, ponownie z faktu wynika, ze
[DEF,|+ [DEF,] = 2[DEF].

Sumujac pole o$miu trojkatow otrzymalismy 8[DEF]. Ale trojkat [ABC] da sie wypel-
ni¢ czterema trojkatami przystajacymi do DEF, wiec 8| DEF] = 2[ABC], co korczy
dowdd.

3. Na szachownicy 8 x 8 zaznaczono L pol. Niech K oznacza liczbe par zaznaczonych
pol sasiadujacych bokami. Znajdz najwieksza mozliwg wartosé¢ L — K.
Rozwigzanie.

WeZzmy dowolne zaznaczenie pol. Jezeli pewne dwa z nich sg sasiednie, to odzna-
czajac jedno z pol zmniejszamy L o jeden, zas K o co najmniej jeden. Tym samym
L — K nie zmniejsza sie.

Rozwazmy ustawienie, dla ktéorego L — K jest maksymalne. Odznaczajac jak po-
wyzej, dochodzimy, nie zmniejszajac L — K, do sytuacji, gdy zadne dwa sgsiednie pola
nie sg oba zaznaczone, czyli K = 0. Szachownice mozna podzieli¢ na 32 pary sasied-
nich pol. W kazdej parze co najwyzej jedno pole jest zaznaczone, wiec L < 32, czyli
maksymalna warto$¢ L — K to co najwyzej 32.

Zaznaczajac wszystkie czarne pola szachownicy otrzymujemy L = 32, K = 0, czyli
L—- K = 32.

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa wartos¢ L — K to 32.

4. Trojkat i kwadrat maja rowne pola. Ktora z tych figur ma wiekszy obwod? Odpo-
wiedZ uzasadnij.



Rozwigzanie, sposob [

Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci bokow trojkata, zas przez h, dtugo$é wysokosci
opuszczonej na bok a. Wtedy pole trojkata wynosi %aha. Tyle samo wynosi pole kwa-
dratu, zatem jego dtugos¢ jego obwodu to 44/ %aha = /8ah,.

Oczywiscie b, ¢ > h, i co najwyzej dla jednego boku zachodzi réwnosé. Wobec tego
b+ ¢ > 2h,. Zatem

a+b+c>a+2h,.

co wiecej, (va — v/2he)* = 0, wiec a + 2h, > 2v/a - 2h, = \/8ah,. Lacznie
1
a+b+c>+/8ah, = 4\/§aha.

Odpowiedz: Trojkat ma wiekszy obwod niz kwadrat.

Uwaga 1: Nieré6wnosé a + 2h, = 2+v/a - 2h, czy tez % > y/a - (2h,) jest niczym
innym jak nieréwno$ciag pomiedzy $redniag arytmetyczng a geometryczna dla dwoch
liczb, bardzo powszechnie stosowana w matematyce olimpijskiej.

Rozwigzanie, sposob II, na podstawie rozwigzania Jagody Brachy

F E

Zastanowmy sie najpierw, ktory z trojkatow o ustalo-
nym polu P ma najmniejszy obwod. Wezmy taki troj-
kat ABC'. Niech h oznacza dtugo$é¢ wysokosci opuszczo-
nej na bok AB z wierzchotka C. Zbudujmy prostokat C’
ABEF o bokach dtugosci |AB| i 2h, jak na rysunku.
Niech C" oznacza $rodek tego prostokatna, wtedy troj-
kat ABC" takze ma pole P.

A B

Co wiecej, AC' + C'B = FB < FC + CB. Wobec tego, jezeli AC' # BC, to znalezli-
$my trojkat o mniejszym obwodzie niz ABC i tym samym polu. To daje sprzecznosé
z wyborem trojkata ABC. Wnioskujemy, ze AC' = BC'. Analogicznie, AB = BC, wiec
wsrod trogkgtow o ustalonym polu najmniejszy obwaod ma trojkgt rownoboczny.

Wréémy do rozwiagzania zadania. Twierdzimy, ze trojkat ma wiekszy obwod niz
kwadrat o tym samym polu. Z wniosku powyzej wynika, ze wystarczy nam sprawdzi¢,
ze trojkat rownoboczny ma wiekszy obwod niz kwadrat o tym samym polu.

Sprawdzamy to bezposrednio. Niech a oznacza dtugosé boku kwadratu, wtedy pole
to a?, za$ obwod kwadratu to 4a. Pole trojkata réwnobocznego o boku diugosci b wynosi

b%V/3

==, czyli

b2 . E = a2
1 .
Chcemy sprawdzi¢, ze 3b > 4a. Réwnowaznie, wystarczy sprawdzié, ze 9b%> > 16a2.

Podstawiajac a? z réwnosci powyzej dochodzimy do nieréwnosci
3
9b? > 16-b2-§:462-\/§.

Skracajac przez b® i 4 otrzymujemy 9 > 4v/3. Wreszcie, po podniesieniu do kwadratu
dostajemy 81 > 48, czyli nierownosé¢ prawdziwa. Wszystkie przejscia byty réwnowazne,
zatem i nieréwno$é¢ pomiedzy obwodami jest dowiedziona.



Rozwigzanie, sposob 11, na podstawie rozwigzania Jana Fabrowskiego
Oznaczmy dtugosci bokow trojkata przez x, y, z, zas pole obu figur przez P. Wzor
Herona glosi, ze

N e R R ]

stad obwod kwadratu o polu P wynosi

AWP=2{(x+y+2)(—z+y+2)(x—y+2)(x+y—2)

Z nieréwnosci trojkata wynika, ze wszystkie czynniki pod pierwiastkiem sa dodatnie.
Nier6wno$¢ pomiedzy srednia arytmetyczna a geometryczng dla czterech liczb x+y+z,
—r4+y+2z, x—y+ 2z x+y— z pokazuje, ze
r+y+z (rtyt+z)+(—rtytz)t@—y+2)+(@+ty—=2)
2 4
>V(@+y+a)(—rty+a)e—y+2)ety—2)

>

Co wiecej, rownos¢ zachodzitaby tylko gdyby z+y+z = —x+y+2 = x—y+2 = 2+y—=z,
co jest niemozliwe. Zatem zachodzi nier6wnos¢ ostra.

To pokazuje, ze obwod trojkata wynoszacy x + y + z jest wiekszy od obwodu kwa-
dratu, czyli od 2¢/(z +y + 2)(—z +y+ 2)(x —y + 2)(z +y — 2).
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