
VII Konkurs Matematyczny
Politechniki Białostockiej

Rozwiązania - gimnazjum

21 maja 2015 r.

1. Równoległobok ABCD jest opisany na okręgu. Pokazać, że jest on rombem.
Rozwiązanie.

Oznaczmy przez K, L, M , N punkty styczności
okręgu wpisanego w ABCD do boków AB, BC, CD,
DA odpowiednio. Odcinki AK i AN są stycznymi
do okręgu wpisanego wypuszczonymi z punktu A,
wobec tego ich długości są równe: |AK| = |AN |.
Oznaczmy a = |AK|. Podobnie |BK| = |BL| = b,
|CL| = |CM | = c oraz |DM | = |DN | = d.
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Skoro tak, to

|AB|+ |CD| = (a+ b) + (c+ d) = (a+ d) + (b+ c) = |AD|+ |BC|. (1)

Nie korzystaliśmy na razie z założenia, że ABCD jest równoległobokiem. Wynika
z niego, że |AB| = |CD| oraz |AD| = |BC|. Z równości (1) wynika teraz, że 2|AB| =
2|AD|, więc |AB| = |AD| czyli |CD| = |AB| = |AD| = |BC|. To znaczy dokładnie, że
równoległobok ABCD jest rombem.

2. Czy cyfry 1, 2, 3, . . . , 6 można ustawić w takiej kolejności, by otrzymana 6-cyfrowa
liczba była kwadratem liczby całkowitej?
Rozwiązanie.

W rozwiązaniu skorzystamy ze znanego kryterium podzielności liczb całkowitych
przez 3 i 9: Liczba a jest podzielna przez 3 (odp. 9) wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr
jej zapisu dziesiętnego jest podzielna przez 3 (odp. 9).

Niech a będzie teraz dowolną liczbą 6-cyfrową utworzoną z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 zapi-
sanych w dowolnej kolejności. Suma cyfr liczby a jest równa 1+ 2+3+4+5+6 = 21,
a więc jest podzielna przez 3. Liczba a jest zatem podzielna przez 3. Gdyby a = b2 dla
pewnej liczby całkowitej b, to b również byłaby podzielna przez 3, a więc b = 3c dla
pewnej liczby całkowitej c. Tak więc a = b2 = 9c2. Liczba a byłaby zatem podzielna
przez 9, co jest niemożliwe gdyż jej suma cyfr nie jest podzielna przez 9.

3. Dane są odcinki o długościach

1, 2, 6, 24, 120, . . . , 2014!, 2015!



gdzie n! = 1 ·2 · . . . (n−1) ·n. Ile różnych trójkątów można zbudować z odcinków z tego
zbioru (można używać wielu odcinków o równych długościach)?
Rozwiązanie.

Rozważmy dowolny trójkąt zbudowany z odcinków o długościach k!, l! i m!, gdzie
1 6 k 6 l 6 m 6 2015. Zachodzić musi tzw. nierówność trójkąta stwierdzająca, że
suma długości dwóch dowolnych boków trójkąta jest większa od długości trzeciego
boku. W szczególności zachodzić musi nierówność:

k! + l! > m!.

Po podzieleniu obu stron przez m! otrzymamy
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Udowodnimy, że l = m. W przeciwnym razie, gdyby l < m, korzystając z faktu, że
m! = l!(l + 1) · ... ·m oraz m > 2 mielibyśmy
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= 1.

Z powyższego wynika, z odcinków rozważanego zbioru można zbudować tylko trójkąty
równoramienne o długościach boków k!, l! i l!, gdzie 1 6 k 6 l 6 2015. Odwrotnie,
z łatwością zauważamy, że dla każdej pary liczb (k, l) takiej, że 1 6 k 6 l 6 2015 istnieje
trójkąt równoramienny o długości boków k!, l! i l!. Dla ustalonej długości ramion l!

długość trzeciego boku może przyjmować l wartości: 1!, 2!, . . . , l!. Stąd poszukiwana
liczba trójkątów jest równa

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ 2015 =
2015 · (2015 + 1)

2
= 2031120.

4. Na okręgu wpisano 2015 liczb całkowitych dodatnich. Wiadomo, że dla każdych
sąsiednich liczb a i b zachodzi jedna z możliwości |a− b| = 1 lub |a− b| = 2. Pokaż, że
wśród wpisanych liczb jest liczba podzielna przez 3.
Rozwiązanie.

Rozważmy dowolną liczbę a wpisaną na okręgu i popatrzmy na jej sąsiada b. Z za-
łożenia wynika, że b = a− 1 lub b = a+ 1 lub b = a− 2 lub b = a+ 2. Jeśli a nie jest
podzielna przez 3, to a = 3k + 1 lub a = 3k + 2, gdzie k jest pewną liczbą całkowitą.

Jeśli a = 3k + 1, to otrzymujemy odpowiednio b = 3k lub b = 3k + 2 lub b =

3k − 1 = 3(k − 1) + 2 lub b = 3k + 3. Tak więc b jest albo podzielna przez 3 albo daje
resztę 2 z dzielenia przez 3.

Jeśli zaś a = 3k + 2, to otrzymujemy odpowiednio b = 3k + 1 lub b = 3k + 3 lub
b = 3k lub b = 3k + 4 = 3(k + 1) + 1. W tym przypadku liczba b jest albo podzielna
przez 3 albo daje resztę 1 z dzielenia przez 3.



Załóżmy teraz, że wśród wpisanych liczb nie ma liczb podzielnych przez 3. Z po-
wyższego wynika, że sąsiadujące liczby dają róże reszty z dzielenia przez 3, a więc ich
reszty z dzielenia przez 3 układają się w ciąg 1, 2, 1, 2 . . . 1, 2. Oznacza to, że wpisano
parzyście wiele liczb, co przeczy założeniu.
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