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1. Rownolegtobok ABC'D jest opisany na okregu. Pokazaé, ze jest on rombem.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez K, L, M, N punkty stycznosci
okregu wpisanego w ABC'D do bokéow AB, BC, CD,
DA odpowiednio. Odcinki AK i AN sa stycznymi
do okregu wpisanego wypuszczonymi z punktu A,
wobec tego ich dlugosci sa rowne: |AK| = |AN].
Oznaczmy a = |AK|. Podobnie |BK| = |BL| = b,
|CL| = |CM| = coraz |DM|=|DN| =d.

Skoro tak, to
|AB| +|CD| = (a+0b)+ (c+d)=(a+d)+ (b+c) = |AD| + | BC|. (1)

Nie korzystaliSmy na razie z zalozenia, ze ABCD jest rownoleglobokiem. Wynika
z niego, ze |AB| = |CD| oraz |AD| = |BC|. Z réwnosci (1) wynika teraz, ze 2|AB| =
2|AD|, wiec |[AB| = |AD| czyli |CD| = |AB| = |AD| = |BC/|. To znaczy doktadnie, ze
rownolegtobok ABCD jest rombem.

2. Czy cyfry 1, 2, 3, ..., 6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, by otrzymana 6-cyfrowa
liczba byta kwadratem liczby catkowitej?
Rozwigzanie.

W rozwiazaniu skorzystamy ze znanego kryterium podzielnosci liczb catkowitych
przez 31 9: Liczba a jest podzielna przez 3 (odp. 9) wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr
jej zapisu dziesigtnego jest podzielna przez 3 (odp. 9).

Niech a bedzie teraz dowolng liczbg 6-cyfrows utworzona z cyfr 1,2,3,4,5,6 zapi-
sanych w dowolnej kolejnosci. Suma cyfr liczby a jest rowna 1 4+2+3+4+54+6 = 21,
a wiec jest podzielna przez 3. Liczba a jest zatem podzielna przez 3. Gdyby a = b dla
pewnej liczby catkowitej b, to b rowniez bylaby podzielna przez 3, a wiec b = 3¢ dla
pewnej liczby catkowitej c. Tak wiec a = b? = 9¢?. Liczba a bylaby zatem podzielna
przez 9, co jest niemozliwe gdyz jej suma cyfr nie jest podzielna przez 9.

3. Dane sa odcinki o dtugosciach

1, 2, 6, 24, 120, ..., 2014!, 2015!



gdzien! =1-2-...(n—1)-n. lle réznych trojkatéow mozna zbudowaé z odcinkéw z tego
zbioru (mozna uzywaé¢ wielu odcinkéw o réwnych dtugosciach)?
Rozwigzanie.

Rozwazmy dowolny trojkat zbudowany z odcinkéw o dtugosciach k!, I! i m!, gdzie
1 <k <1 <m < 2015. Zachodzi¢ musi tzw. nierownosé trojkgta stwierdzajaca, ze
suma dtugosci dwoch dowolnych bokéw trojkata jest wieksza od dlugosci trzeciego
boku. W szczegolnosci zachodzi¢ musi nieréwnosé:

El+ 11 > ml.

Po podzieleniu obu stron przez m! otrzymamy

k! l!
— 4+ — > 1.
m!  m!

Udowodnimy, ze | = m. W przeciwnym razie, gdyby | < m, korzystajac z faktu, ze

m! =1(l+1)-...-m oraz m > 2 mielibySmy
k! o o 1 < 1
m S m! ((+1)-.om 2
a wiec

BN

m! - om! T2 2
7 powyzszego wynika, z odcinkow rozwazanego zbioru mozna zbudowaé tylko trojkaty
rownoramienne o dtugosciach bokow k!, ! i I!, gdzie 1 < k < [ < 2015. Odwrotnie,
z tatwoscia zauwazamy, ze dla kazdej pary liczb (k, 1) takiej, ze 1 < k < I < 2015 istnieje
trojkat rownoramienny o dlugosci bokéow k!, ! i [!. Dla ustalonej dlugosci ramion /!
dhugosé trzeciego boku moze przyjmowaé [ wartosci: 1!,2! ... [!. Stad poszukiwana

liczba trojkatow jest rowna

2015 - (2015 + 1)

= 2031120.
5 031120

1+24+3+4+...+2015=

4. Na okregu wpisano 2015 liczb catkowitych dodatnich. Wiadomo, ze dla kazdych
sasiednich liczb a i b zachodzi jedna z mozliwosci |a — b| = 1 lub |a — b| = 2. Pokaz, ze
wsrod wpisanych liczb jest liczba podzielna przez 3.

Rozwigzanie.

Rozwazmy dowolna liczbe a wpisang na okregu i popatrzmy na jej sgsiada b. Z za-
lozenia wynika, ze b=a —1lubb=a+1lubb=a—2lub b = a+ 2. Jesli a nie jest
podzielna przez 3, to a = 3k + 1 lub a = 3k + 2, gdzie k jest pewna liczba catkowita.

Jesli a = 3k + 1, to otrzymujemy odpowiednio b = 3k lub b = 3k + 2 lub b =
3k —1=3(k—1)+4 2 lub b = 3k + 3. Tak wiec b jest albo podzielna przez 3 albo daje
reszte 2 z dzielenia przez 3.

Jesli zas a = 3k + 2, to otrzymujemy odpowiednio b = 3k + 1 lub b = 3k + 3 lub
b=3klubb=3k+4=3(k+1)+ 1. W tym przypadku liczba b jest albo podzielna
przez 3 albo daje reszte 1 z dzielenia przez 3.



Zatozmy teraz, ze wéréd wpisanych liczb nie ma liczb podzielnych przez 3. Z po-
wyzszego wynika, ze sasiadujace liczby daja roze reszty z dzielenia przez 3, a wiec ich
reszty z dzielenia przez 3 ukladaja sie w ciag 1,2,1,2...1,2. Oznacza to, ze wpisano
parzyscie wiele liczb, co przeczy zalozeniu.
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