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1. Dany jest trojkat ABC. Okregi, ktorych srednicami sg boki AC i BC' tego trojkata,
przecinaja sie w punktach C'i X. Wykaza¢, ze punkty A, B oraz X sa wspoliniowe.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez H spodek wysokosci trojkata ABC' opuszczonej na bok AB, czyli
rzut prostopadty wierzchotka C' na prostg AB. Skoro <AHC = 90° oraz <BHC = 90°,
to H nalezy do okregu ktorego srednica jest AC oraz do okregu ktoérego $rednica jest
BC'. Wynika stad, ze X = H. W szczeg6lnosci punkty A, X i B sa wspotliniowe.

2. Trojke liczb dodatnich (a, b, ¢) nazwiemy trajkgtng, jesli a < b < ¢ oraz z odcinkow
o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé trojkat. Jaka jest najwieksza liczba réznych
trojek trojkatnych, jakie mozna utworzyé ze 100 réznych dodatnich liczb catkowitych?
OdpowiedZ uzasadnié.

Rozwigzanie.

Wezmy zbior 100 liczb catkowitych dodatnich Z = {100,101,...,199}. Wezmy
dowolne trzy rézne liczby a < b < ¢ z tego zbioru. Wtedy a + b > 100 + 100 > ¢, wiec
trojka (a,b,c) jest trojkatna.

Cheemy policzy¢ liczbe takich trojek liczb catkowitych (a,b,c), ze a < b < c.
Robimy to nastepujaco: wybieramy dowolna liczbe A ze zbioru Z, nastepnie wybieramy
dowolna liczbe B ze zbioru Z \ {A} i dowolna liczbe C' ze zbioru Z \ {A, B}, po czym
porzadkujemy otrzymang trojke A, B, C, tak, by otrzymac trojke (a, b, c) spelniajaca
a < b < c. Liczbe A mozemy wybraé¢ na 100 sposobéw, liczbe B na 99 sposobow, zas
liczbe C na 98 sposobow. Ponadto kazda trojke (a, b, ¢) otrzymujemy 6 razy, z trojek:
(a,b,¢c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (¢,b,a). Wobec tego taczna liczba trojek

uporzadkowanych wynosi
10099 - 98

= 161700.
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3. Liczba naturalna n jest taka, ze zapis dziesietny liczby n® koriczy sie ciggiem cyfr
000000001. Uzasadnié¢, ze rowniez zapis dziesietny liczby n konczy sie tym ciagiem
cyfr.
I rozungzanie, na podstawie rozwigzania Karoliny Tkaczuk

Niech n bedzie liczbg z zadania. Zalozenie zadania moéwi, ze liczba n® — 1 konczy
sie ciggiem cyfr 000000000, co znaczy, ze liczba n® — 1 jest podzielna przez 10°. Teza
zadania glosi, Ze réwniez liczba n — 1 jest podzielna przez 10°.



Zauwazmy, ze cyfra jednodci liczby n? zalezy jedynie od cyfry jednosci liczby n.
Sprawdzajac wszystkie przypadki, stwierdzamy, ze cyfra jednosci liczby n jest 1. Za-
piszmy n w postaci n = 10°k + 1, gdzie k jest liczba niepodzielna przez 101 s > 0.
Wtedy

n® —1=10% + 3k* - 10* + 3k - 10° = 10° - (10*° + 3k* - 10° + 3k) ,

wiec liczba n® — 1 jest podzielna przez 10°, ale niepodzielna przez 10°*!. Z zalozenia
liczba n® — 1 jest podzielna przez 10°, wiec s > 9. Skoro tak, to n — 1 = 10°k jest
podzielna przez 10°, co dowodzi tezy.
11 rozwigzanie

Niech n bedzie liczbg z zadania. Zalozenie zadania moéwi, ze liczba n® — 1 konczy
sie ciggiem cyfr 000000000, co znaczy, ze liczba n® — 1 jest podzielna przez 10°. Teza
zadania glosi, Ze réwniez liczba n — 1 jest podzielna przez 10°.

Zauwazmy, ze

n*—1=mn-1)(n*+n+1).

Liczba n? +n = n(n + 1) jest parzysta dla dowolnego n, wiec liczba n? +n + 1 jest
nieparzysta, tzn. niepodzielna przez 2.

Podobnie chcemy pokazad, ze liczba n?+n+1 jest niepodzielna przez 5. Sprawdzamy,
ze zadna z liczb 02 4+0+1, 124+1+1,224+2+1, 324+ 3 +1, 424+ 4 + 1 nie jest podzielna
przez 5. Zapiszmy teraz n = 5q + r, gdzie ¢ jest catkowite i r € {0,1,2,3,4}. Mamy

n®+n+1=0qg+7r)?+GBg+7r)+1=5(5¢"+2gqr+q) + (P +r+1).

Skoro r € {0,1,2,3,4}, to liczba r? + 7 + 1 jest niepodzielna przez 5, wiec réwniez
liczba n? +n + 1 jest niepodzielna przez 5.

Wobec tego liczba n? + n + 1 jest wzglednie pierwsza z 2 - 5 = 10, czyli réwniez
wzglednie pierwsza z 10°. Skoro 10° dzieli (n — 1)(n® + n + 1) i liczba n? + n + 1 jest
wzglednie pierwsza z 10%, to 10° dzieli n — 1, czego nalezato dowiesé.

4. Liczby nieujemne a, b oraz v/a + v/b sa wymierne. Dowies¢, ze liczby +/a i v/b sa
réwniez wymierne.
I rozungzanie

Skorzystamy ze znanej tozsamosci x? — y* = (x — y)(x + y). Podstawiajac w niej
z = /a oraz y = v/b, otrzymujemy

a—b=(va—Vb)(va+Vb).
Teza zadania jest oczywista, gdy a = b = 0. Zalézmy zatem, ze przynajmniej jedna
z liczb a, b jest dodatnia. Mamy wtedy

a—>b

Va-vb= o



Z zalozenia wnioskujemy, ze v/a — Vb jest liczba wymierna. Skoro suma liczb wymier-
nych jest liczbg wymierna, to

V=2 [Wa=vB) +(Va+ V)] oz Vb= [(Va+ V) - (va-vh)

N | —

sa liczbami wymiernymi.
11 rozwigzanie, na podstawie rozwigzania Jacka Jakimiuka

Jezeli a = b = 0, to oczywiscie /a i Vb sa wymierne. Dalej zakladamy, ze co
najmniej jedna z liczb a, b jest dodatnia. Wtedy /a + Vb > 0.

Skoro liczba v/a 4 /b jest wymierna, to réwniez liczba

1
Vab = ((\/5+\/5)2—a—b>
jest wymierna. Wobec tego liczby

Vab+a - p Vab+)

VosVar v VT v

sa rOwniez wymierne.
1T rozwigzanie, na podstawie rozwigzania Karoliny Tkaczuk i Franciszka Budrowskiego
Jezeli a = b = 0, to oczywiscie v/a i Vb sa wymierne. Dalej zakladamy, ze co
najmniej jedna z liczb a, b jest dodatnia. Wtedy +/a 4+ v/b > 0. Oznaczmy te liczbe
przez q.
Skoro liczba /a + Vb jest wymierna, to réwniez liczba

Vab =3 ((Va+ Vb2 —a—b)

jest wymierna. Rownosé ¢ = v/a + /b zapiszmy jako /a = ¢ — v/b i podniesmy do
kwadratu. Otrzymujemy

2 b2_
a:q2—2q\/1—9+b2, wiec \/Ez—q +2 ¢
q

jest liczba wymierng. Podobnie y/a = (12%'54’ jest liczba wymierng.
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