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Rozwigzania - gimnazjum

1. Dla dodatnich liczb x,y niech m oznacza najmniejsza z liczb
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Rozwigzanie.
Z zalozen wynikaja nastepujace nieréwnosci:
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Mamy wiec m < czyli m? < 2. Ostatecznie m
II rozwigzanie

Wystarczy udowodnié, ze ktoras z liczb x, y + %, i jest nie wicksza niz v/2. Zatozmy
zatem, ze x > /2 oraz i > /2. Wynika stad, ze
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2. Kazda z przekatnych wypuklego czworokata dzieli go na dwie czesci o réwnych
polach. Wykaza¢, ze czworokat ten jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie.

Poniewaz trojkaty ACD i ABC maja réwne pola i wspdlnag podstawe AC, wiec wyso-
kosci BBy i DD, sa rownej dlugosci. Poniewaz <D SD = <BSB; i DD, = BB, wiec



trojkaty prostokatne D1SD i B1SB sa przystajace. W szczegdlnoéci BS = DS, czyli
S dzieli przekatng BD na potowy. Moze sie zdarzy¢, ze Dy = S = By, wtedy trojkaty
D1SD i B1SB sa odcinkami, ale i w tym przypadku S dzieli przekatna BD na polowy.

Z tych samych powodéw S jest srodkiem przekatnej AC. Mamy wiec dwie pary
trojkatow przystajacych: AASD = ABSC oraz NASB = ACSD. Stad z tatwoscig
wnioskujemy, ze AB = CD oraz AB || CD. Czworokat ABC'D jest zatem roéwnolegto-
bokiem.

3. Dla liczby naturalnej a niech @ oznacza liczbe zapisang tymi samymi cyframi co a,
lecz w przeciwnym porzadku. Wykazac, ze jesli a jest liczba pieciocyfrowsa, to a + a ma
co najmniej jedna cyfre parzysta. Czy jesli a jest liczba siedmiocyfrowa, to a + a musi
mie¢ co najmniej jedna cyfre parzysta?
Rozwigzanie.

Niech ay, aq, as, ay, a5 beda cyframi liczby a. Mamy wowczas

a4 = a10a2030405, Oraz a= a5a4a30207 .

Przypusémy, ze a + @ = bgbsbsb3b2b1. Wowcezas oczywiscie bg = 0 lub bg = 1. Zatézmy,
ze bs,...,by sa nieparzyste. Poniewaz obie liczby a i @ maja rowne cyfry setek, wiec suma
liczb dwucyfrowych agsas + asa; musi byé postaci 1byb;. Poniewaz by > 0 jako liczba
nieparzysta, wiec as+as > 10. Stad wynika, ze a1 +as+1 = b5 lub a1 +a5+1 = b5+ 10.
Poniewaz a; + as jest liczba nieparzysta (rowna by lub b; 4+ 10) w obu przypadkach
otrzymujemy, ze bs jest parzysta, whrew zalozeniu ze wszystkie liczby b; (1 < i < 5)
sg nieparzyste. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze a + @ posiada cyfre parzysta.

Uwaga: pewng subtelnosciqg bylo zauwazenie, ze musi zachodzié¢ ay + as > 10, ze
niemozliwa jest sytuacja ay + as =9 oraz as + aq > 10.

Gdy a jest liczba siedmiocyfrowa, liczba a+a moze mie¢ wszystkie cyfry nieparzyste.
Na przyktad: 2020909 + 9090202 = 11111111.

Uwaga. Prawdziwe jest zadanie nieco ogolniejsze: jesli liczba cyfr liczby a jest postaci
4k + 1, to a + @ ma cyfre parzystq.

4. Uzasadnié¢, ze nierownosci x? — 20132 < y < 20132 — 22 spelnia nieparzyscie wiele
par liczb catkowitych (z,y).
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze jesli para liczb catkowitych (x,y) spelnia nieréwnosci

2% — 20132 <y < 2013% — 22, (1)

to para (—z,y) tez spehia te nieréwnosci oraz |x| < 2013. Niech M oznacza liczbe par
(x,y) liczb catkowitych speliajacych (1) i takich, ze z < 0. Z powyzszej uwagi wynika,
ze liczba par (x,y) takich, ze x > 0 jest rowna M. Natomiast liczba par postaci (0, y)
jest oczywiscie réwna liczbie liczb calkowitych y takich, ze —2013% < y < 20132, Jest
ich 2-2013% + 1. Zatem taczna liczba par (z,y) jest rowna 2M + 2 - 2013% + 1. Jest to
liczba nieparzysta.
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