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Rozwiązania - gimnazjum

1. Dla dodatnich liczb x, y niech m oznacza najmniejszą z liczb
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Rozwiązanie.

Z założeń wynikają następujące nierówności:
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II rozwiązanie

Wystarczy udowodnić, że któraś z liczb x, y+ 1
x
, 1
y

jest nie większa niż
√

2. Załóżmy
zatem, że x >

√
2 oraz 1

y
>
√

2. Wynika stąd, że

y +
1

x
<

1√
2

+
1√
2

=
2√
2

=
√

2.

2. Każda z przekątnych wypukłego czworokąta dzieli go na dwie części o równych
polach. Wykazać, że czworokąt ten jest równoległobokiem.
Rozwiązanie.
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Ponieważ trójkąty ACD i ABC mają równe pola i wspólną podstawę AC, więc wyso-
kości BB1 i DD1 są równej długości. Ponieważ ^D1SD = ^BSB1 i DD1 = BB1, więc



trójkąty prostokątne D1SD i B1SB są przystające. W szczególności BS = DS, czyli
S dzieli przekątną BD na połowy. Może się zdarzyć, że D1 = S = B1, wtedy trójkąty
D1SD i B1SB są odcinkami, ale i w tym przypadku S dzieli przekątną BD na połowy.

Z tych samych powodów S jest środkiem przekątnej AC. Mamy więc dwie pary
trójkątów przystających: 4ASD ≡ 4BSC oraz 4ASB ≡ 4CSD. Stąd z łatwością
wnioskujemy, że AB = CD oraz AB ‖ CD. Czworokąt ABCD jest zatem równoległo-
bokiem.

3. Dla liczby naturalnej a niech ā oznacza liczbę zapisaną tymi samymi cyframi co a,
lecz w przeciwnym porządku. Wykazać, że jeśli a jest liczbą pięciocyfrową, to a+ ā ma
co najmniej jedną cyfrę parzystą. Czy jeśli a jest liczbą siedmiocyfrową, to a + ā musi
mieć co najmniej jedną cyfrę parzystą?
Rozwiązanie.

Niech a1, a1, a3, a4, a5 będą cyframi liczby a. Mamy wówczas

a = a1a2a3a4a5, oraz a = a5a4a3a2a1.

Przypuśćmy, że a + a = b6b5b4b3b2b1. Wówczas oczywiście b6 = 0 lub b6 = 1. Załóżmy,
że b5,...,b1 są nieparzyste. Ponieważ obie liczby a i a mają równe cyfry setek, więc suma
liczb dwucyfrowych a4a5 + a2a1 musi być postaci 1b2b1. Ponieważ b2 > 0 jako liczba
nieparzysta, więc a4+a2 > 10. Stąd wynika, że a1+a5+1 = b5 lub a1+a5+1 = b5+10.
Ponieważ a1 + a5 jest liczbą nieparzystą (równą b1 lub b1 + 10) w obu przypadkach
otrzymujemy, że b5 jest parzysta, wbrew założeniu że wszystkie liczby bi (1 6 i 6 5)
są nieparzyste. Otrzymana sprzeczność dowodzi, że a + a posiada cyfrę parzystą.

Uwaga: pewną subtelnością było zauważenie, że musi zachodzić a4 + a2 > 10, że
niemożliwa jest sytuacja a4 + a2 = 9 oraz a5 + a1 > 10.

Gdy a jest liczbą siedmiocyfrową, liczba a+a może mieć wszystkie cyfry nieparzyste.
Na przykład: 2020909 + 9090202 = 11111111.

Uwaga. Prawdziwe jest zadanie nieco ogólniejsze: jeśli liczba cyfr liczby a jest postaci
4k + 1, to a + a ma cyfrę parzystą.

4. Uzasadnić, że nierówności x2 − 20132 6 y 6 20132 − x2 spełnia nieparzyście wiele
par liczb całkowitych (x, y).
Rozwiązanie.

Zauważmy, że jeśli para liczb całkowitych (x, y) spełnia nierówności

x2 − 20132 6 y 6 20132 − x2, (1)

to para (−x, y) też spełnia te nierówności oraz |x| 6 2013. Niech M oznacza liczbę par
(x, y) liczb całkowitych spełniających (1) i takich, że x < 0. Z powyższej uwagi wynika,
że liczba par (x, y) takich, że x > 0 jest równa M . Natomiast liczba par postaci (0, y)

jest oczywiście równa liczbie liczb całkowitych y takich, że −20132 6 y 6 20132. Jest
ich 2 · 20132 + 1. Zatem łączna liczba par (x, y) jest równa 2M + 2 · 20132 + 1. Jest to
liczba nieparzysta.
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