IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania konkursowe - gimnazjum - rozwigzania

1. Czy istniejg liczby catkowite ay, as, as, as, a5 takie, ze wérdéd liczb postaci a; + a;
(1 <i<j<b) jest dziesiec¢ kolejnych liczb catkowitych?

Rozwigzanie. Przypusémy, ze istniejg liczby catkowite aq, as, as, ay, as takie, ze wérod
liczb a; + a; jest dziesie¢ kolejnych liczb catkowitych m,m +1,...,m + 9. Zauwazmy,
ze istnieje dokladnie dziesie¢ par (a;, a;) takich, ze 1 < i < j < 5 1 kazda liczba q;
wchodzi do doktadnie czterech takich par. Sumujac liczby wszystkich par otrzymamy
réwWnosc:

4lar+as+ag+as+az)=m+(m+1)+---+ (m+9)=10m + 45.

Lewa strona powyzszej rownosci jest liczbg parzysta, zas prawa nieparzystg. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze liczby o zadanych wtasnosciach nie istnieja.

2. Na ptaszczyznie cztery okregi o promieniu 1 maja punkt wspolny P. Udowodnié, ze
srodki dwoch z tych okregow sa oddalone o nie wiecej niz v/2.

Rozwigzanie. Rozwiazanie oprzemy na nastepujacym fakcie:

Jezeli w trajkgcie boki lezgece naprzeciw kgtow o miarach o @ 5 majg dlugosci a i b,
to z nierdwnosci a < B wynika niercwno$é a < b.

Oznaczmy wierzchotki i boki jak na rysunku. Na boku
AC rozwazmy punkt D taki, ze |[<ABD| = «, wtedy
AABD jest rownoramienny, wiec |AD| = |BD|. Z nie-
rownosci trojkata zastosowanej do ABDC wynika, ze

a = |BCO| < |BD| + |DC| = |AD| + |DC| = |AC| = b.

A 3B
Oznaczmy S$rodki rozwazanych okregéw kolejno przez
S1,9,95,54. Suma miar katow <SPSy, <19PSjs,
<1S3PSy, <S4PS, jest réwna 360°, wiec przynajmniej
jeden z nich musi mie¢ miare < 90°. Przypusémy, ze -
|<tS1PSs| < 90° i rozwazmy trojkat rownoramienny 4
S1PSy. Oznaczmy przez () $rodek S1S5; oraz niech /
|PQ| = a, |QSs| = b. Poniewaz |<QPSs| < [<QS2P|, |

na podstawie powyzszego faktu, zachodzi nieréwno$¢
Ss
\

b < a. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do troj-
kata PQS; wynika, ze

1=a*>+b* > 27, T

czyli b < ‘/75 Mamy wiec |S152| = 2b < V2.



3. W trapezie ABC'D katy przy podstawie AB maja miary 50° oraz 40°. Odcinek
KL taczacy srodki nieréwnolegtych ramion AD i BC' ma dtugos¢ a, zas odcinek M N
taczacy $rodki podstaw AB i C'D ma dhugos¢ d. Wyznaczy¢ dlugosci podstaw AB
iCD.

Rozwigzanie. Niech E bedzie punktem przeciecia prostych AD i BC oraz niech M
oznacza Srodek podstawy AB. Z zalozen wynika, ze |[<ABE| = 90°. Punkt M jest
zatem Srodkiem okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABE. W szczegolnosci
|AM| = |EM| = |BM|. Poprowadzmy odcinek taczacy punkty M i E. Z twierdzenia
Talesa wynika, ze dzieli on gbérna podstawe na dwie rowne czeSci, a wiec przecina
CD w punkcie N. Zauwazmy, ze trojkaty M BE oraz NC'E sa podobne. Wynika stad
rownosé¢ |[NE| = |[NC|. Udowodnimy, ze
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W tym celu, przez punkt K poprowadzmy pro- E

sta rownolegta do BC. Oznaczmy przez A', D'

D TN
punkty przeciecia tej prostej z prostymi AB i C'D. / \
Czworokat A’BCD’ jest rownolegltobokiem (wiec !
A'B| = |[CD| = |KL|) oraz trojkaty AA'K / L\
i KDD' sy przystajace, przy czym |AA’| = |DD'|. !
A A M

Wynika stad, ze

2-|KL|=|CD'|+|A'B|=(|CD|+ |DD'|) + (|AB| — |AA'|) = |CD| + |AB|.

Przyjmijmy, ze |AB| = z, |CD| = y. Poniewaz |[MN| = |ME| — |[NE| = %|AB| —
$|CD|, otrzymujemy uklad rownan:

Dodajac i odejmujac réwnania stronami otrzymujemy kolejno: x =a+diy=a —d.
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4. Liczby nieujemne z,y, z s takie, ze v +y + 2 < % Udowodnié, ze

DN | —

Q-z)1-y)(1-2)>
Rozwigzanie. Liczby x,y, z sa nieujemne i ich suma nie przekracza %, wiec kazda z nich

roOwniez jest nie wieksza niz % W szezegolnosei vy = xy-1 > xy% > xyz. Tym bardziej
zachodzi nier6wnos¢
Y +yz + zx 2 xYy*.

Stad otrzymujemy nierowno$¢:

(1—95)(1—9)(1—2):1—($+y+z)+[(xy+xz+yz)—xyz]21—%4-0:%,
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