
IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Biaªostockiej

Zadania konkursowe - gimnazjum - rozwi¡zania

1. Czy istniej¡ liczby caªkowite a1, a2, a3, a4, a5 takie, »e w±ród liczb postaci ai + aj
(1 6 i < j 6 5) jest dziesi¦¢ kolejnych liczb caªkowitych?

Rozwi¡zanie. Przypu±¢my, »e istniej¡ liczby caªkowite a1, a2, a3, a4, a5 takie, »e w±ród

liczb ai + aj jest dziesi¦¢ kolejnych liczb caªkowitych m,m+ 1, . . . ,m+ 9. Zauwa»my,

»e istnieje dokªadnie dziesi¦¢ par (ai, aj) takich, »e 1 6 i < j 6 5 i ka»da liczba ai
wchodzi do dokªadnie czterech takich par. Sumuj¡c liczby wszystkich par otrzymamy

równo±¢:

4(a1 + a2 + a3 + a4 + a5) = m+ (m+ 1) + · · ·+ (m+ 9) = 10m+ 45.

Lewa strona powy»szej równo±ci jest liczb¡ parzyst¡, za± prawa nieparzyst¡. Otrzymana

sprzeczno±¢ dowodzi, »e liczby o »¡danych wªasno±ciach nie istniej¡.

2. Na pªaszczy¹nie cztery okr¦gi o promieniu 1 maj¡ punkt wspólny P . Udowodni¢, »e

±rodki dwóch z tych okr¦gów s¡ oddalone o nie wi¦cej ni»
√
2.

Rozwi¡zanie. Rozwi¡zanie oprzemy na nast¦puj¡cym fakcie:

Je»eli w trójk¡cie boki le»¡ce naprzeciw k¡tów o miarach α i β maj¡ dªugo±ci a i b,

to z nierówno±ci α 6 β wynika nierówno±¢ a 6 b.

Oznaczmy wierzchoªki i boki jak na rysunku. Na boku

AC rozwa»my punkt D taki, »e |^ABD| = α, wtedy

4ABD jest równoramienny, wi¦c |AD| = |BD|. Z nie-

równo±ci trójk¡ta zastosowanej do 4BDC wynika, »e

a = |BC| 6 |BD|+ |DC| = |AD|+ |DC| = |AC| = b. α
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Oznaczmy ±rodki rozwa»anych okr¦gów kolejno przez

S1, S2, S3, S4. Suma miar k¡tów ^S1PS2, ^S2PS3,

^S3PS4, ^S4PS1 jest równa 360◦, wi¦c przynajmniej

jeden z nich musi mie¢ miar¦ 6 90◦. Przypu±¢my, »e

|^S1PS2| 6 90◦ i rozwa»my trójk¡t równoramienny

S1PS2. Oznaczmy przez Q ±rodek S1S2 oraz niech

|PQ| = a, |QS2| = b. Poniewa» |^QPS2| 6 |^QS2P |,
na podstawie powy»szego faktu, zachodzi nierówno±¢

b 6 a. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trój-

k¡ta PQS2 wynika, »e

1 = a2 + b2 > 2b2,

czyli b 6
√
2
2
. Mamy wi¦c |S1S2| = 2b 6

√
2.
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3. W trapezie ABCD k¡ty przy podstawie AB maj¡ miary 50◦ oraz 40◦. Odcinek

KL ª¡cz¡cy ±rodki nierównolegªych ramion AD i BC ma dªugo±¢ a, za± odcinek MN

ª¡cz¡cy ±rodki podstaw AB i CD ma dªugo±¢ d. Wyznaczy¢ dªugo±ci podstaw AB

i CD.

Rozwi¡zanie. Niech E b¦dzie punktem przeci¦cia prostych AD i BC oraz niech M

oznacza ±rodek podstawy AB. Z zaªo»e« wynika, »e |^ABE| = 90◦. Punkt M jest

zatem ±rodkiem okr¦gu opisanego na trójk¡cie prostok¡tnym ABE. W szczególno±ci

|AM | = |EM | = |BM |. Poprowad¹my odcinek ª¡cz¡cy punkty M i E. Z twierdzenia

Talesa wynika, »e dzieli on górn¡ podstaw¦ na dwie równe cz¦±ci, a wi¦c przecina

CD w punkcie N . Zauwa»my, »e trójk¡ty MBE oraz NCE s¡ podobne. Wynika st¡d

równo±¢ |NE| = |NC|. Udowodnimy, »e

|KL| = |AB|+ |CD|
2

.

W tym celu, przez punkt K poprowad¹my pro-

st¡ równolegª¡ do BC. Oznaczmy przez A′, D′

punkty przeci¦cia tej prostej z prostymi AB i CD.

Czworok¡t A′BCD′ jest równolegªobokiem (wi¦c

|A′B| = |CD′| = |KL|) oraz trójk¡ty AA′K

i KDD′ s¡ przystaj¡ce, przy czym |AA′| = |DD′|.
Wynika st¡d, »e A B

CD

K L

A′

D′
E

M

2 · |KL| = |CD′|+ |A′B| = (|CD|+ |DD′|) + (|AB| − |AA′|) = |CD|+ |AB|.

Przyjmijmy, »e |AB| = x, |CD| = y. Poniewa» |MN | = |ME| − |NE| = 1
2
|AB| −

1
2
|CD|, otrzymujemy ukªad równa«:{

x
2
+ y

2
= a

x
2
− y

2
= d

Dodaj¡c i odejmuj¡c równania stronami otrzymujemy kolejno: x = a+ d i y = a− d.

4. Liczby nieujemne x, y, z s¡ takie, »e x+ y + z 6 1
2
. Udowodni¢, »e

(1− x)(1− y)(1− z) > 1

2
.

Rozwi¡zanie. Liczby x, y, z s¡ nieujemne i ich suma nie przekracza 1
2
, wi¦c ka»da z nich

równie» jest nie wi¦ksza ni» 1
2
. W szczególno±ci xy = xy ·1 > xy · 1

2
> xyz. Tym bardziej

zachodzi nierówno±¢

xy + yz + zx > xyz.

St¡d otrzymujemy nierówno±¢:

(1− x)(1− y)(1− z) = 1− (x+ y + z) + [(xy + xz + yz)− xyz] > 1− 1

2
+ 0 =

1

2
.
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