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1. Dane sa liczby naturalne m < n takie, ze ich suma jest parzysta. Wyznaczy¢ cyfre
jednosci liczby 27° ™.
Rozwigzanie.

Obie liczby n + m,2m sa parzyste, wiec parzysta jest ich r6znica n — m = (n +
m) — 2m.

Liczba (n —m)(n 4+ m) jest iloczynem dwoch liczb parzystych, wiec jest podzielna
przez 4: (n — m)(n + m) = 4k, gdzie k jest liczba catkowita.

Ze wzoru skroconego mnozenia n?> — m? = (n — m)(n + m) = 4k, zatem

2n27m2 — 24k — 16k

zauwazmy, ze 62 = 36 ma cyfre jednosci 6, wnioskujemy stad, ze kazda potega 16 bedzie
miata cyfre jednosci rowng 6. Reasumujac, cyfra jednosci gn?—m? jest 6.

2. W trojkat rownoboczny 1" wpisano trojkat rownoboczny 7} o polu trzykrotnie mniej-
szym. Wykazaé, ze boki trojkata 77 sa prostopadte do odpowiednich bokéw trojkata
T.

Rozwigzanie.

Niech A, B,C oraz D, E, F beda wierzchotkami trojka-

tow T i Ty (patrz rys.), niech O bedzie §rodkiem trojkata ¢
NABC, za§ M — $rodkiem boku AB.
Obliczamy bezposrednio, ze <CDFE = 180° — 60° — D
<CED = <AFEF, wiec trojkaty ACDE i AAEF
sa podobne (kkk), a nawet przystajace, gdyz DE =
EF. Identyczne rozumujac stwierdzamy, ze ABFD = O .
ACDE. Wynika stad, ze O jest $srodkiem ADEF. '
Trojkaty AABC i ADEF sa podobne w skali v/3 : 1
zatem OF = CO - == 3. ¥3. BC'- 5 = 5C,

Punkt O dzieli odcinek CM w stosunku 2 : 1, wiec g—% =3 = g—g. 7 twierdzenia

odwrotnego do tw. Talesa zastosowanego do kata C'M B wynika, ze OF || BC. Pozwala
to obliczy¢ <DFA = <DFO+<OFM = 30°+<CBM = 30°460° = 90°. Pozostaltych

prostopadtosci dowodzimy analogicznie.

\

"A M F B

3. Liczby rzeczywiste a, b sg takie, ze a®>+b* = 1. Jaka jest najwieksza warto$¢ wyrazenia
la 4+ b| + |a — b|? Odpowiedz uzasadni¢.
Sposdb 1



Zauwazmy, ze 12 + 0% = 1 oraz |1 + 0| + |1 — 0] = 2.
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnosé (x—;”’)2 < x2;y2, bo jest

, ) . L. N2
ona rownowazna nieréwnosci 0 < (%) )

Podstawiajac = := |a + b|,y := |a — b| stwierdzamy, ze

=1

(|a+b|+|a—b|)2< la +b)* + |a — b|? (a+b)?+(a—b)?  2(a®+10?)
2 h 2 N 2 2

a wiec |a+ b + |a — b| < 2.

Sposdb IT
Zauwazmy, ze 12 + 0% = 1 oraz |1 + 0| + |1 — 0] = 2.
Szacujemy najwieksza wartos¢ wyrazenia (|a + b| + |a — b])*:

(|a+b|+|a—b|)2:(a+b)2+2|(a+b)(a—b)|+(a—b)2:2(a2+b2)+2}a2—b2|

=2+2[a® — V| <2+2(|a’]| + |V*]) = 4.

Uzyskujemy oszacowanie |a + b| + |a — b| < 2. Jest to wiec najwieksza wartosé tego
wyrazenia.
Sposob 111

Zauwazmy, ze 12 + 0% = 1 oraz |1 + 0| + |1 — 0] = 2.

Skoro a?* =1 —b* < 1, to |a| < 1.

Niech a,b € R beda takie, ze |a — b| + |a + | jest najwicksze. Zalozmy, ze |a| > |b].
Wtedy wartoscia jednego z wyrazen |a + b|,|a — b| jest |a| — |b| a drugiego |a| + |b],
zatem |a + b| + |a — b] = 2 |a| < 2.

4. Otwarte z gory pudetko ma ksztalt prostopadto$cianu, ktorego dolna podstawa
ABCD jest kwadratem o boku dlugosci 6, zag wysokosé pudetka jest rowna 1. W wierz-
chotku A, ale na zewnatrz pudetka, znajduje sic mrowka. W wierzchotku C, ale we-
wnatrz pudetka, znajduje sie krysztatek cukru. Wyznaczyé¢ dtugosé najkrotszej drogi
jaka powinna pokonaé¢ mréwka do krysztatka cukru.
Rozwigzanie.
Niech A’B’'C'D’ beda pozostalymi wierzchotkami pu- 6 ‘C‘
detka.

Mrowka w swej wedroéwce po cukier wspina sie na $ciane

pudetka, schodzi po niej, po czym po podstawie prze-
chodzi do cukru.

Rozwazmy siatke, na ktorej poczatkowa pozycja mrowki
A B

A B’

jest oznaczona A,..,. Najkrotsza droga taczaca mrowke

z cukrem jest tutaj odcinek taczacy punkty A.epn i C,
a jego dlugo$¢ wynosi /62 + (6 + 1 +1)2 = 10. Aewn B.ewn

W]



