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1. Dane s¡ liczby naturalne m < n takie, »e ich suma jest parzysta. Wyznaczy¢ cyfr¦

jedno±ci liczby 2n
2−m2

.

Rozwi¡zanie.

Obie liczby n + m, 2m s¡ parzyste, wi¦c parzysta jest ich ró»nica n − m = (n +

m)− 2m.

Liczba (n−m)(n+m) jest iloczynem dwóch liczb parzystych, wi¦c jest podzielna

przez 4: (n−m)(n+m) = 4k, gdzie k jest liczb¡ caªkowit¡.

Ze wzoru skróconego mno»enia n2 −m2 = (n−m)(n+m) = 4k, zatem

2n
2−m2

= 24k = 16k

zauwa»my, »e 62 = 36 ma cyfr¦ jedno±ci 6, wnioskujemy st¡d, »e ka»da pot¦ga 16 b¦dzie

miaªa cyfr¦ jedno±ci równ¡ 6. Reasumuj¡c, cyfr¡ jedno±ci 2n
2−m2

jest 6.

2.W trójk¡t równoboczny T wpisano trójk¡t równoboczny T1 o polu trzykrotnie mniej-

szym. Wykaza¢, »e boki trójk¡ta T1 s¡ prostopadªe do odpowiednich boków trójk¡ta

T .

Rozwi¡zanie.
Niech A,B,C oraz D,E, F b¦d¡ wierzchoªkami trójk¡-

tów T i T1 (patrz rys.), niech O b¦dzie ±rodkiem trójk¡ta

4ABC, za± M � ±rodkiem boku AB.

Obliczamy bezpo±rednio, »e ^CDE = 180◦ − 60◦ −
^CED = ^AEF , wi¦c trójk¡ty 4CDE i 4AEF

s¡ podobne (kkk), a nawet przystaj¡ce, gdy» DE =

EF . Identyczne rozumuj¡c stwierdzamy, »e 4BFD ≡
4CDE. Wynika st¡d, »e O jest ±rodkiem 4DEF .

Trójk¡ty 4ABC i 4DEF s¡ podobne w skali
√
3 : 1,

zatem OF = CO · 1√
3
= 2

3
·
√
3
2
·BC · 1√

3
= BC

3
.

A B

C

D

E

FM

O

Punkt O dzieli odcinek CM w stosunku 2 : 1, wi¦c CM
OM

= 3 = BC
OF

. Z twierdzenia

odwrotnego do tw. Talesa zastosowanego do k¡ta CMB wynika, »e OF ‖ BC. Pozwala

to obliczy¢ ^DFA = ^DFO+^OFM = 30◦+^CBM = 30◦+60◦ = 90◦. Pozostaªych

prostopadªo±ci dowodzimy analogicznie.

3. Liczby rzeczywiste a, b s¡ takie, »e a2+b2 = 1. Jaka jest najwi¦ksza warto±¢ wyra»enia

|a+ b|+ |a− b|? Odpowied¹ uzasadni¢.

Sposób I



Zauwa»my, »e 12 + 02 = 1 oraz |1 + 0|+ |1− 0| = 2.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierówno±¢
(
x+y
2

)2
6 x2+y2

2
, bo jest

ona równowa»na nierówno±ci 0 6
(
x−y
2

)2
.

Podstawiaj¡c x := |a+ b| , y := |a− b| stwierdzamy, »e(
|a+ b|+ |a− b|

2

)2

6
|a+ b|2 + |a− b|2

2
=

(a+ b)2 + (a− b)2

2
=

2(a2 + b2)

2
= 1

a wi¦c |a+ b|+ |a− b| 6 2.

Sposób II

Zauwa»my, »e 12 + 02 = 1 oraz |1 + 0|+ |1− 0| = 2.

Szacujemy najwi¦ksz¡ warto±¢ wyra»enia (|a+ b|+ |a− b|)2:

(|a+ b|+ |a− b|)2 = (a+ b)2 + 2 |(a+ b)(a− b)|+ (a− b)2 = 2(a2 + b2) + 2
∣∣a2 − b2

∣∣
= 2 + 2

∣∣a2 − b2
∣∣ 6 2 + 2(

∣∣a2∣∣+ ∣∣b2∣∣) = 4.

Uzyskujemy oszacowanie |a+ b| + |a− b| 6 2. Jest to wi¦c najwi¦ksza warto±¢ tego

wyra»enia.

Sposób III

Zauwa»my, »e 12 + 02 = 1 oraz |1 + 0|+ |1− 0| = 2.

Skoro a2 = 1− b2 6 1, to |a| 6 1.

Niech a, b ∈ R b¦d¡ takie, »e |a− b|+ |a+ b| jest najwi¦ksze. Zaªó»my, »e |a| > |b|.
Wtedy warto±ci¡ jednego z wyra»e« |a+ b| , |a− b| jest |a| − |b| a drugiego |a| + |b|,
zatem |a+ b|+ |a− b| = 2 |a| 6 2.

4. Otwarte z góry pudeªko ma ksztaªt prostopadªo±cianu, którego dolna podstawa

ABCD jest kwadratem o boku dªugo±ci 6, za± wysoko±¢ pudeªka jest równa 1. W wierz-

choªku A, ale na zewn¡trz pudeªka, znajduje si¦ mrówka. W wierzchoªku C, ale we-

wn¡trz pudeªka, znajduje si¦ krysztaªek cukru. Wyznaczy¢ dªugo±¢ najkrótszej drogi

jak¡ powinna pokona¢ mrówka do krysztaªka cukru.

Rozwi¡zanie.
Niech A′B′C ′D′ b¦d¡ pozostaªymi wierzchoªkami pu-

deªka.

Mrówka w swej w¦drówce po cukier wspina si¦ na ±cian¦

pudeªka, schodzi po niej, po czym po podstawie prze-

chodzi do cukru.

Rozwa»my siatk¦, na której pocz¡tkowa pozycja mrówki

jest oznaczona Azewn. Najkrótsz¡ drog¡ ª¡cz¡c¡ mrówk¦

z cukrem jest tutaj odcinek ª¡cz¡cy punkty Azewn i C,

a jego dªugo±¢ wynosi
√

62 + (6 + 1 + 1)2 = 10.

[jj]


