IT Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania konkursowe - gimnazjum - rozwigzania

1. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe catkowita a taka, ze istnieje liczba catkowita b spetniajaca
nieréwnosci

la+bl <3
la —3b] < 2.

Rozwigzanie.
Dla kazdych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest tzw. nierdwnosé trojkqta:

|z +y| < |z|+ |yl

Zalozmy, ze a i b spelniaja uktad réwnan z zadania oraz a jest caltkowite.
Zachodzi

4la| = |4a| = |3(a+b) + (a —3b)| < [3(a+0b)|+|a—3b| =3la+b|+]a—3b <3-3+2=11

zatem |a| < L, czyli (a jest catkowite!) a < 2.

Najwieksze a catkowite spelniajace dany uktad réwnan jest nie wicksze niz 2.

Z drugiej strony para a = 2,b = 0 spelnia uktad réwnan.

OpPOWIEDZ: Najwieksza liczba catkowita a spelniajgca warunek z tresci zadania jest
rowna 2.

2. Czy istnieje dodatnia liczba catkowita z taka, ze liczba y z tymi samymi cyframi co x
(w dziesiatkowym systemie pozycyjnym), lecz ustawionymi w odwrotnej kolejnosci, speinia
rownos¢ y = 7x? Odpowiedz uzasadnic.
Rozwigzanie.
Niech @y .- -a, oznacza liczbe, ktorej zapis sktada sie z cyfr ay, ..., a,, przy czym a; # 0.
Zaloézmy, ze ajas . .. a, speinia warunek z zadania tj.

T-Q1...Qp = Aplp_1...01

Popatrzmy na pierwsza pozycje w zapisie.

Aby liczba 7 - @y ... @, miala n cyfr musi zachodzi¢ 7a; < 10, a; < %. Liczba ay jest

catkowita, wiec a; < 1. Z zalozenia a; # 0, zatem a; = 1:

7-1las...0, = GpQp_1...a91

Stad wynika w szczegolnosci, ze a,, > 7.
Popatrzmy teraz na ostatnia pozycje w zapisie.



Liczba 7a, musi mieé¢ cyfre jednosci rowng 1. Sprawdzamy wszystkie przypadki tj. a, =
0,1,...,9 1 stwierdzamy, ze a, = 3:

7 ]_CLQ...CLn_lg = 3an_1...a21

Ale a,, > 7. Sprzecznos¢.
ODPOWIEDZ: Nie istnieje liczba, ktora spetniataby podane warunki.

3. Na plaszczyznie dane sg dwie rozne proste rownolegte /1 i 5. Okrag o; jest styczny do
prostej ¢; w punkcie A;, za$ okrag oy jest styczny do prostej {o w punkcie Ay. Wykazaé, ze
jesli okregi 07 i 09 s3 styczne zewnetrznie w punkcie S, to punkty Ay, As i S leza na jednej
prostej.

Dowdd. Niech Sy, S, oznaczajg Srodki okregéw o1, 0s.

Rozwazmy sytuacje jak na rysunku:
Niech k oznacza wspo6lng styczng do okregdéw

ly 01,09 W punkcie S. Zachodzi
k1S5S
gdyz k jest styczng do oq, oraz
k1 S38
b .
A, bowiem k jest styczna do o;.

Proste S57 i S5 sa rownolegle jako prostopadie do k£ i maja punkt wspélny S, zatem
pokrywaja sie — punkty S, .S, S sa wspotliniowe.
Zachodzi
S1A; L 4]l L Sy A

a wiec

S1A1]]S2A,.

Katy <<A;1515 i <<A425,S sa katami naprzemianleglymi (tutaj uzywamy wspotliniowosci
Sl, S, SQ), zatem
TA151S = <A28,S.

Trojkaty SS1A; 1 S52As sa rownoramienne, wiec

180° — <):A1515’ . 180° — <IAQSQS

5154, = 5 5

= <1955 As.
Obliczamy
<CA15Ay = <5154 + 151555 — <tA35855 = <5159 = 180°

Punkty A, S, Ay sa wiec wspotliniowe.
Uwaga: To rozumowanie nie uwzglednia szczegolnej konfiguracji, ktora moze sie pojawic:



b Uwazny Czytelnik dostrzeze zapewne,

w ktorym miejscu dowdd nie uwzgled-
nia tej sytuacji.

Zarowno podanie tej sytuacji jako kontrprzy-
ktadu jak tez poprawne przeprowadzenie po-

4

wyzszego dowodu bylo uznawane za rozwiaza-
nie.

4. Na stole znajduja sie dwa stosy S; i S ztozone z monet. W S jest 2010 monet, a w Sy
jest ich 2011. Ala i Jacek graja w gre, w ktorej gracze wykonuja ruchy na przemian. Ruch
polega na wybraniu stosu i zabraniu z niego jednej, dwoch lub trzech monet. Przegrywa
gracz nie majacy ruchu. Ala zaczyna gre. Czy ktorys z graczy posiada strategie zwycieska?
Odpowiedz uzasadnic.

Rozwigzanie.

ODPOWIEDZ: Ala ma strategie wygrywajaca.

Strategia Ali jest nastepujaca: w pierwszym ruchu zdejmuje ona ze stosu, na ktérym jest
2011 monet, jedna monete. Tym samym po pierwszym ruchu Ali na obu stosach jest tyle
samo monet.

W poézniejszej grze jezeli Jacek zdejmuje ze stosu ¢ monet, Ala zdejmuje z drugiego stosu
roéwniez ¢ monet.

Po kazdym ruchu Ali na obu stosach jest tyle samo monet.

Warunek ten jest spelniony po pierwszym ruchu. W kazdym nastepnym ruchu Ala i
Jacek tacznie zdejmuja po tyle samo monet z kazdego stosu, zatem réwnosé jest zachowana.

Jacek nie moze wygrac.

Hipotetycznie rozwazmy sytuacje, gdy Jacek wygrywa. W ostatnim ruchu w grze zabiera
on wszystkie monety tak, ze Ala nie moze wykona¢ ruchu.

Taka sytuacja nie jest mozliwa, bo przed kazdym ruchem Jacka na obu stosach jest tyle
samo monet — albo 0 i wtedy Jacek przegrywa, albo wiecej niz 0 i wtedy Jacek nie moze
zabra¢ wszystkich monet, gdyz zdejmuje on tylko z jednego stosu.

Gra sktada sie z co najwyzej 2011 + 2010 ruchéw, a wiec kto§ wygra. Udowodnilismy, ze
nie moze to by¢ Jacek, zatem Ala wygra.



