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Zadania konkursowe - gimnazjum - rozwi¡zania

1. Wyznaczy¢ najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ a tak¡, »e istnieje liczba caªkowita b speªniaj¡ca

nierówno±ci {
|a + b| 6 3

|a− 3b| 6 2 .

Rozwi¡zanie.

Dla ka»dych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest tzw. nierówno±¢ trójk¡ta:

|x + y| ≤ |x|+ |y|.

Zaªó»my, »e a i b speªniaj¡ ukªad równa« z zadania oraz a jest caªkowite.

Zachodzi

4|a| = |4a| = |3(a + b) + (a− 3b)| ≤ |3(a + b)|+ |a− 3b| = 3|a + b|+ |a− 3b| ≤ 3 · 3 + 2 = 11

zatem |a| ≤ 11
4
, czyli (a jest caªkowite!) a ≤ 2.

Najwi¦ksze a caªkowite speªniaj¡ce dany ukªad równa« jest nie wi¦ksze ni» 2.

Z drugiej strony para a = 2, b = 0 speªnia ukªad równa«.

Odpowied¹: Najwi¦ksza liczba caªkowita a speªniaj¡ca warunek z tre±ci zadania jest

równa 2.

2. Czy istnieje dodatnia liczba caªkowita x taka, »e liczba y z tymi samymi cyframi co x

(w dziesi¡tkowym systemie pozycyjnym), lecz ustawionymi w odwrotnej kolejno±ci, speªnia

równo±¢ y = 7x? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie.

Niech a1 . . . an oznacza liczb¦, której zapis skªada si¦ z cyfr a1, . . . , an, przy czym a1 6= 0.

Zaªó»my, »e a1a2 . . . an speªnia warunek z zadania tj.

7 · a1 . . . an = anan−1 . . . a1

Popatrzmy na pierwsz¡ pozycj¦ w zapisie.

Aby liczba 7 · a1 . . . an miaªa n cyfr musi zachodzi¢ 7a1 < 10, a1 < 10
7
. Liczba a1 jest

caªkowita, wi¦c a1 ≤ 1. Z zaªo»enia a1 6= 0, zatem a1 = 1:

7 · 1a2 . . . an = anan−1 . . . a21

St¡d wynika w szczególno±ci, »e an ≥ 7.

Popatrzmy teraz na ostatni¡ pozycj¦ w zapisie.



Liczba 7an musi mie¢ cyfr¦ jedno±ci równ¡ 1. Sprawdzamy wszystkie przypadki tj. an =

0, 1, . . . , 9 i stwierdzamy, »e an = 3:

7 · 1a2 . . . an−13 = 3an−1 . . . a21

Ale an > 7. Sprzeczno±¢.

Odpowied¹: Nie istnieje liczba, która speªniaªaby podane warunki.

3. Na pªaszczy¹nie dane s¡ dwie ró»ne proste równolegªe `1 i `2. Okr¡g o1 jest styczny do

prostej `1 w punkcie A1, za± okr¡g o2 jest styczny do prostej `2 w punkcie A2. Wykaza¢, »e

je±li okr¦gi o1 i o2 s¡ styczne zewn¦trznie w punkcie S, to punkty A1, A2 i S le»¡ na jednej

prostej.

Dowód. Niech S1, S2 oznaczaj¡ ±rodki okr¦gów o1,o2.

Rozwa»my sytuacj¦ jak na rysunku:

S

A1

A2

S1

S2

ℓ2

ℓ1

o2

o1

Niech k oznacza wspóln¡ styczn¡ do okr¦gów

o1, o2 w punkcie S. Zachodzi

k ⊥ S1S

gdy» k jest styczn¡ do o2, oraz

k ⊥ S2S

bowiem k jest styczn¡ do o1.
Proste SS1 i SS2 s¡ równolegªe jako prostopadªe do k i maj¡ punkt wspólny S, zatem

pokrywaj¡ si¦ � punkty S1, S, S2 s¡ wspóªliniowe.

Zachodzi

S1A1 ⊥ `1||`2 ⊥ S2A2

a wi¦c

S1A1||S2A2.

K¡ty ^A1S1S i ^A2S2S s¡ k¡tami naprzemianlegªymi (tutaj u»ywamy wspóªliniowo±ci

S1, S, S2), zatem

^A1S1S = ^A2S2S.

Trójk¡ty SS1A1 i SS2A2 s¡ równoramienne, wi¦c

^S1SA1 =
180◦ − ^A1S1S

2
=

180◦ − ^A2S2S

2
= ^S2SA2.

Obliczamy

^A1SA2 = ^S1SA1 + ^S1SS2 − ^A2SS2 = ^S1SS2 = 180◦

Punkty A1, S, A2 s¡ wi¦c wspóªliniowe.

Uwaga: To rozumowanie nie uwzgl¦dnia szczególnej kon�guracji, która mo»e si¦ pojawi¢:
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Uwa»ny Czytelnik dostrze»e zapewne,

w którym miejscu dowód nie uwzgl¦d-

nia tej sytuacji.
Zarówno podanie tej sytuacji jako kontrprzy-

kªadu jak te» poprawne przeprowadzenie po-

wy»szego dowodu byªo uznawane za rozwi¡za-

nie.

4. Na stole znajduj¡ si¦ dwa stosy S1 i S2 zªo»one z monet. W S1 jest 2010 monet, a w S2

jest ich 2011. Ala i Jacek graj¡ w gr¦, w której gracze wykonuj¡ ruchy na przemian. Ruch

polega na wybraniu stosu i zabraniu z niego jednej, dwóch lub trzech monet. Przegrywa

gracz nie maj¡cy ruchu. Ala zaczyna gr¦. Czy który± z graczy posiada strategi¦ zwyci¦sk¡?

Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie.

Odpowied¹: Ala ma strategi¦ wygrywaj¡c¡.

Strategia Ali jest nast¦puj¡ca: w pierwszym ruchu zdejmuje ona ze stosu, na którym jest

2011 monet, jedn¡ monet¦. Tym samym po pierwszym ruchu Ali na obu stosach jest tyle

samo monet.

W pó¹niejszej grze je»eli Jacek zdejmuje ze stosu i monet, Ala zdejmuje z drugiego stosu

równie» i monet.

Po ka»dym ruchu Ali na obu stosach jest tyle samo monet.

Warunek ten jest speªniony po pierwszym ruchu. W ka»dym nast¦pnym ruchu Ala i

Jacek ª¡cznie zdejmuj¡ po tyle samo monet z ka»dego stosu, zatem równo±¢ jest zachowana.

Jacek nie mo»e wygra¢.

Hipotetycznie rozwa»my sytuacj¦, gdy Jacek wygrywa. W ostatnim ruchu w grze zabiera

on wszystkie monety tak, »e Ala nie mo»e wykona¢ ruchu.

Taka sytuacja nie jest mo»liwa, bo przed ka»dym ruchem Jacka na obu stosach jest tyle

samo monet � albo 0 i wtedy Jacek przegrywa, albo wi¦cej ni» 0 i wtedy Jacek nie mo»e

zabra¢ wszystkich monet, gdy» zdejmuje on tylko z jednego stosu.

Gra skªada si¦ z co najwy»ej 2011 + 2010 ruchów, a wi¦c kto± wygra. Udowodnili±my, »e

nie mo»e to by¢ Jacek, zatem Ala wygra.


