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1. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci n dla ktorych po zsumowaniu n poczatkowych
liczb naturalnych 1,2, ... n otrzymujemy trzycyfrowa liczbe majaca jednakowe cyfry.
Odpowiedz doktadnie uzasadnij.
Rozwigzanie.

Przypomnijmy, ze 14+24...4+n = @, wynika to na przyktad ze wzoru na sume

clagu arytmetycznego.

Zatoimy, ze "H) = ¢ 111, dla ¢ € {1,2,3...,9}. Jesli n > 50, to n® > 2500,
wige “H) > 9500/2 > 1000 nie jest liczba trzycyfrowa. Zatem n < 50. Ponadto,
111 = 3-37 oraz 37 jest liczba pierwsza, wiec 37 dzieli n lub 37 dzieli n 4 1. Rozwazmy

osobno te przypadki:

1. Jesli 37 dzieli n, to, skoro n < 50, mamy n = 37. Wtedy 3 nie dzieli n ani n + 1,

wiee nie moze dzieli¢ " Tym bardziej 111 nie dzieli “*5H!

, Sprzecznosc.

2. Jesli 37 dzieli n + 1, to n = 36 i obliczamy, ze faktycznie "™ = 6. 111 jest
szukanej postaci.

Odpowiedz: Jedyna wartoscia jest n = 36.

Uwaga: jest wiele podobnych poprawnych rozwiazan. Przykladowo, po stwierdzeniu, ze
n < 50 mozna obliczy¢ @ dla kazdegon = 1,2, ...,49. Nie jest to bardzo efektywne,
ale poprawne.

2. Liczby pierwsze p, ¢, r sa takie, ze liczby p?, ¢ oraz r?" sa kwadratami liczb
naturalnych. Ile wynosi p + r + ¢7 Odpowied? doktadnie uzasadnij.

Uwaga: potegi sq tutaj bez nawiaséw, np. 103° = 10° = 1000000000.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze dla kazdej liczby pierwszej s, potega s® jest kwadratem liczby natu-
ralnej wtedy i tylko wtedy, gdy wyktadnik a jest liczbg parzysta. Z zalozen zadania
wynika, ze wyktadniki ¢", rP, p? sa parzyste. Zatem roéwniez liczby ¢, r, p sa parzyste.
Jedyna parzysta liczba pierwsza to dwojka, zatem ¢ =r =p=2istad p+q+1r =6.



3. Katy ABC oraz ADC w czworokacie wypuklym ABCD sa proste. Punkt E jest
rzutem A na odcinek BD. Pokaz, ze katy EAD oraz CAB maja réwne miary.

Rozwigzanie.
Skoro katy ABC i ADC' sa proste, to czworo-
kat ABCD jest wpisany w okrag o $rednicy AC. > C
Katy ADB oraz AC'B tego czworokata maja rowne o !
miary, jako katy oparte na tym samym tuku. Za-
tem
<FAD =90° — <ADE =90° — <ADB N

=90° — <ACB = <«(CAB.

4. Na tablicy zapisano 3n liczb: n jedynek, n dwojek i n trojek. W kazdym ruchu
Scieramy dwie ze znajdujacych sie na tablicy liczb i zapisujemy na tablicy ich iloczyn
lub ich sume (wedle wyboru). Po 3n—1 krokach na tablicy zostaje jedyna liczba A. Jaka
najwieksza liczbe A mozemy w ten sposéb uzyskaé¢? OdpowiedZ doktadnie uzasadnij.
Poprawna odpowied? bez uzasadnienia bedzie oceniana na 2 punkty (w skali do 6 pkt).
Rozwigzanie.

Zatozmy, ze najwieksza mozliwa do osiagniecia liczba to M. Wybierzmy ciag ruchow
prowadzacy do M. Ponizej obserwujemy, ze skoro M jest najwieksza mozliwa, to ciag
ruchéw musi spetnia¢ wiele warunkow.

Zauwazmy najpierw, ze mozemy uznaé, ze nigdy nie wykonaliémy najpierw mno-
zenia, a potem dodawania. Faktycznie, zat6zmy, ze dodalismy liczbe ¢ do iloczynu ab.
Datlo to wynik ab + ¢ < (a + ¢)b. Zatem dodanie najpierw, a potem pomnozenie da
w ostatecznym rachunku wynik co najmniej M. Skoro tak, to najpierw dokonalismy
pewnych dodawan, a potem pomnozyliSmy kolejno wszystkie otrzymane liczby; ciag
ruché6w mozna schematycznie przedstawi¢ jako

(kx4 %) (k+H+..) ...

gdzie x € {1,2,3}. Przeanalizujmy teraz pojawiajace si¢ tutaj nawiasy. Jesli nawias
ma postac¢ 24 a lub 14+ 1+ a lub 3+ a gdzie a > 2, to mozemy go zamieni¢ na iloczyn
2a lub 3a nie zmniejszajac M. Zatem w kazdym nawiasie jest co najwyzej jedna liczba
wicksza niz 1. Innymi stowy, kazdy nawias jest postaci: pewna liczba jedynek plus a,
gdzie a € {0,2,3} ijesli @ > 0 to jest co najwyzej jedna jedynka.

Jedli istnieje nawias, w ktorym do trojki dodajemy jedynke to, skoro rozpoczyna-
lismy od n dwodjek i n jedynek to istnieje co najmniej jeden nawias z sama dwojka.
Przeniesmy jedynke z nawiasu 3 + 1 powyzej do nawiasu z sama dwojka. [loczyn tych
dwoch nawiaséw powiekszyt sie o

2+1)-3—3+4+1)-2=1
wiec lacznie uzyskaliémy iloczyn wiekszy niz M, co jest niemozliwe. Zatem nie ma
nawiasu, w ktorym do trojki dodajemy jedynke. Podobnie, jesli jest nawias, w ktérym
dodajemy do siebie tylko k > 4 jedynek, to pozostaje k samotnych dwojek. Przenoszac
jedna jedynke do dwojki zmieniamy iloczyn o

(k—1)-3—-k-2=k—33>1,



czyli powiekszamy go wbhrew zalozeniu. Zatem nie ma nawiaséw ztozonych z wiecej niz
trzech samotnych jedynek. Skoro

24+1)-(24+1)>2-2-2  oraz 24+1)-2+1)-2+1)>2-2-2-(1+1+1),

to argumentujac podobnie jak powyzej, stwierdzamy, ze nie ma tez nawiasoéw ztozonych
z dwoch czy trzech samotnych jedynek. Ale wobec tego pozostaja nam tylko nawiasy
postaci (3) oraz (2 + 1). Zatem iloczyn wynosi

(3)™-(2+1)" = 3"

Rozwigzanie, sposob 11

Zauwazmy, ze zawsze warto najpierw dokona¢ dodawan, a potem mnozy¢: dodanie
liczby ¢ do iloczynu ab da wynik ab+ ¢, ktory jest liczba nie wieksza niz (a+c)b. Zatem
mozemy uznac, ze najpierw dokonaliSmy pewnych dodawan, a potem pomnozylismy
wszystkie otrzymane liczby.

Liczby poczatkowe sumowaly sie do 6n. Po dodawaniach suma liczb nie zmieni sie.
Rozwazmy wiec ogoélniejsze zadanie: jaki jest najwiekszy mozliwy iloczyn pewnej liczby
liczb catkowitych dodatnich, ktérych suma wynosi 6n?

Oczywiscie, iloczyn 32" jest mozliwy. Pokazemy, ze wickszego iloczynu nie da sie
uzyskaé. Zatézmy, ze uzyskanie wiekszego iloczynu jest mozliwe, ze istnieja takie liczby
calkowite dodatnie m oraz ai, ..., am, ze a1 +as+. ..+ a, = 6n oraz ajas . . . a, > 3*".
Jesli wsrod liczb aq, as, ... ,a, jest jedynka, to mozemy dodaé¢ ja do ktorejs z pozo-
statych liczb i otrzymaé¢ wiekszy iloczyn. Jesli wsrod liczb aq, ag, ... ,a,, jest liczba
a; > 3, to mamy 2(a; — 2) = 2a; — 4 > a;, wiec rozwazajac zamiast a; liczby 2 oraz
a; — 2 powiekszymy iloczyn lub nie zmniejszymy go. Podsumowujac, nie zmniejszajac
iloczynu mozemy zaltozy¢, ze ai, ..., a, € {2,3}. To upraszcza problem: pytamy, jaka
jest najwieksza wartosé 2 - 3%, jesli «, B sa liczbami catkowitymi nieujemnymi takimi,
ze 2a+ 30 = 6n. Jesli @ > 0 to o > 3. Zamieniajac 2 - 2 - 2 w iloczynie na 3 - 3,
zwickszamy go. Zatem mozna zalozy¢, ze o = 0. Maksymalny iloczyn wynosi wiec 327,
jak twierdzilismy.
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