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1. Czy dla dowolnych liczb dodatnich z, y istnieje trojkat, ktorego wysokos$ci maja
dhugosci x, y oraz x + y? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
Mozna wybraé x iy takie, ze trojkgt o wltasnosciach z zadania nie istnieje.
Przypusémy, ze trojkat o polu S i bokach dtugoéci a, b, c ma wysokosci o dtugosciach
x, ¥y i x + y. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zatozy¢, ze x < y. Mamy réwnosci

ar =by = c(x +y) = 28,
Stad obliczamy a = 2S5/z, b = 25/y oraz ¢ = 25/(x + y). Poniewaz a < b+ ¢ wiec
25/x < 25/y+2S/(x +y). Oznacza to, ze liczby = i y musza spelnia¢ nier6wnosé:
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Jednak np. dla x = 1, y = 2 powyzsza nieréwnos$é¢ nie zachodzi.

2. Znajdz wszystkie trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajace uktad réwnan:

a? + abc+ b2 =1
b? + 2abc + 2 = 2
® +3abc+a*> =3

Rozwigzanie.
Dodajac stronami dwa pierwsze rownania uktadu otrzymujemy

a® 4 2b* + ¢ + 3abc = 3.
Poréwnujac powyzsze z trzecim réwnaniem otrzymujemy
a® + 2b* + ¢ + 3abe = ¢ + 3abe + o,

a stad 2b% = 0, czyli b = 0. Z pierwszego réwnania wynika teraz, ze a? = 1 za$ z
drugiego ¢? = 2. Dla takich a, ¢ trzecie réwnanie jest oczywicie spetnione. Ostatecznie
istnieja cztery trojki (a, b, ) liczb rzeczywistych spelniajace rozwazany uktad rownan:

(1,0,v2), (~=1,0,v/2), (1,0,—v2), (—1,0,—V2).

3. Przekatne czworokata wypuklego ABC' D przecinaja sie w punkcie O. Dowiedz, ze
jesli trojkaty AOB, BOC, COD i DOA maja réwne obwody, to ABC'D jest rombem.



Rozwigzanie.

Pokazemy, ze punkt O jest $rodkiem kazdej z przekat- D

nych czworokata ABCD. Wybierzmy jedna z przekat-

nych. Ewentualnie zmieniajgc oznaczenia wierzchotkow,

mozemy zatozy¢, ze jest to przekatna AC'ize AO > CO. C
Co najmniej jeden z katow AOB i AOD nie jest ostry.
Ewentualnie zamieniajac oznaczenia wierzchotkéow B i D
mozemy zaltozyé, ze <AOB > 90°. Wtedy rzut punktu
B na AC' lezy na poétprostej OC, patrz rysunek. " B

Zatem AH > C'H, wiec

AB% = AH? + BH* > CH? + BH? = BC?,

czyli AB > BC. Obwod trojkata AOB wynosi AO + OB+ AB. Odwdd trojkata BOC
wynosi CO + OB + BC. 7 warunkéw zadania wynika, ze

AO+0OB+ AB =CO+ OB + BC,

stad AO + AB = CO + BC'. Pokazalismy, ze AB > BC' oraz AO > C'O. Z réwnosci
powyzej wynika zatem AB = BC'i AO = CO. W szczeg6lnosci, punkt O jest srodkiem
przekatnej AC. Przeprowadzamy to samo rozumowanie dla drugiej przekatnej i stwier-
dzamy, ze BO = DO. Obwdd kazdego z trojkatow AOB, BOC, COD, DOA sklada
sie z potowy kazdej z przekatnych oraz z boku AB, BC', C'D, DA odpowiednio. Skoro
te odwody sa rowne, to AB = BC = CD = DA, wiec ABCD jest rombem.

Uwaga: kluczowy krok rozwigzania to poczgtek: odpowiednia zamiana oznaczen wierz-
chotkow tak, by otrzymaé AO = CO oraz <AOB > <COB.
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Rozwazania o punkcie H w powyzszym rozwigzaniu sg do$¢ subtelne. Przy ozna-
czeniach z poprzedniego rozwigzania pokazemy, jak udowodnié¢ nieréwnos¢ AB > BC
bez odwotywania sie do H. Niech a := <AOB. Skoro o > 90°, to cos(a) < 0, wiec
—cos(a) = 0. Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata AOB wynika, ze

AB? = AO* + BO* —2- AO - BO - cos(a) = AO* + BO”. (1)

Podobnie, <BOC < 90°, wiec cos(<BOC) > 0 i z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata
BOC wynika, ze

BC? = CO?* + BO? —2- BO - CO - cos(<BOC) < CO* + BO?. (2)
Laczac nieréwnosci (1) i (2) oraz nieréwnos¢ AO > CO, stwierdzamy, ze
AB? > AO* + BO* > CO* + BO? > BC?,
wiec AB > BC'. Dalej postepujemy jak w rozwiazaniu powyzej.
4. Pewna liczba klockéow w ksztalcie szescianikow 1 x 1 x 1 jest sklejona Scianami,

tworzac bryle o polu powierzchni N. Ktoére z liczb naturalnych N > 13 moga by¢
w ten sposob otrzymane?



Rozwigzanie.

Pokazemy, ze N > 13 moze by¢ otrzymane jako pole powierzchni wtedy i tylko
wtedy, gdy N jest parzyste.

Zatozmy najpierw, ze N jest polem powierzchni pewnej bryty B. Bryla ta powstaje
przez doklejanie kolejnych szescianikow. Przesledzmy, jak zmienia sie pole powierzchni
przy kazdym doklejeniu. Zatézmy, ze doklejony szescianik ma ¢ $cian wspolnych z bryta
C zlozona z pozostatych sze$cianikow. Po doklejeniu szescianika 4 Scian bryty C zosta-
nie zakrytych, zas pojawi sie dodatkowych 6 — ¢ $cian pochodzacych od doklejonego
szescianika. Wobec tego pole powierzchni bocznej zmieni sie (zwiekszy lub zmaleje)
0 6 — 2. Zatem parzysto$¢ pola powierzchni nie zmienia sie przy doklejaniu. Dla bryty
ztozonej z jednego szescianika pole powierzchni jest parzysta liczba (rowna 6). Tak wiec
dla kazdej bryty pole powierzchni jest liczbg parzystq.

Zatozmy teraz, ze N > 13 jest liczba parzysta. Wtedy N = 4k lub N = 4k + 2
dla pewnego k catkowitego dodatniego. Pokazmy najpierw, jak uzyska¢ N = 4k + 2.
W tym celu rozwazmy figure B ztozong z rzedu k szeScianikéw, jak na rysunku ponizej

(dla k = 10):
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Pole powierzchni B wynosi 4k + 2.

Pokazmy teraz, jak uzyska¢ N = 4k. Skoro N > 13, to k > 4. Zbudujmy bryte B’
ztozong z rzedu k — 2 szeScianikow oraz dwoch szedcianikow doklejonych do nich, jak
na rysunku ponizej (dla k = 12)
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Pole powierzchni bryty ztozonej z rzedu k — 2 szescianikow to 4(k — 2) + 2. Pole po-

wierzchni rzedu ztozonego z 2 szescianikow to 4-2+2 = 10. Sklejamy (dwoma $ciankami
wspolnymi) rzad dwoch szescianikow z rzedem k — 2 sze$cianikow i otrzymujemy bryte
o polu powierzchni (4(k —2) +2) 4+ (4- 2+ 2) — 2- 2 = 4k. Pokazalismy wiec, ze kazda
liczbe parzysta N > 13 mozna otrzymac jako pole powierzchni bocznej.

Uwaga 1: niezbyt trudno przekonaé sie doswiadczalnie, ze nie da sie otrzymaé pola
powierzchni bocznej N = 12 czy tez N = 8. Ale formalny dowdd, zZe sie nie da jest dosé
nudny i dtugi. Stgd ograniczenie z zadania.

Uwaga 2: W rozwigzaniu przyjelismy, ze pole powierzchni bocznej wlicza ,niewi-
doczne” Sciany, ktore sqg Scianami w ,dziurach” w bryle. Gdyby przyjaec, zZe pole po-
wierzchni nie uwzglednia tych Scian, wynik 1 rozumowanie w rozwigzaniu nie Zmieni
sie, bo pole powierzchni w kazdej z dziur jest parzyste na mocy rozumowania powyzej.
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