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Rozwigzania - klasy pierwsze
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1. Punkt A lezy na okregu o, za$ punkt P w jego wnetrzu. Prosta AP przecina okrag o
jeszcze w punkcie D. Okrag o srodku w D i promieniu D P przecina okrag o w punktach
B i C. Udowodnij, ze punkt P jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
Rozwigzanie.

Katy ADB i ACB sa oparte na tym samym tuku
okregu opisanego na trojkacie ABC, zatem <ADB =

<JACB. Kat PCB jest wpisany w tuk okregu opisa- = B
nego na BC'P. Katem srodkowym opartym na tym ‘
samym tuku jest PDB, wiec <PDB = 2<PCB. /“
Lacznie, A ﬂ,

<ACB = <PDB = 2<PCB, C
wiec PC' jest dwusieczng kata AC'B. Analogicznie (zamieniajac rolami punkty B i C')
dowodzimy, ze PB jest dwusieczng kata ABC. Stad P jest przecieciem dwusiecznych
w trojkacie ABC, a wiec srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

2. Znajdz wszystkie trojki liczb catkowitych a, b, ¢, spetniajace uktad réwnan

a?+ b =ct

b+ =at

A +a® = b
Rozwigzanie.

Pokazemy najpierw, ze

lal, |6l |¢] < 1. (1)
Zatozmy, ze a ma najwieksza wartos¢ bezwzgledna sposrod a, b, c. Z drugiego rownania
wynika, ze

at =0+ <a®+|a’

Jezeli wartos¢ bezwzgledna a jest wieksza od 1, to

a* > 2lal* = |af* + |af* > 20* + |af* > o® + [,

czyli sprzeczno$é z nieréwnoscia powyzej. Zatem |a| < 11 (1) jest spetniona. To samo
rozumowanie pokazuje, ze jezeli b lub ¢ ma najwieksza wartos¢ bezwzgledna, to (1) jest
spetniona. Zatem udowodniliémy nieréwnosé (1).



7 réwnania a® + b® = ¢* wynika, zZe co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest parzysta. Na
mocy (1) $wiadczy to, Ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest zerem.

Zalozmy najpierw, ze a = 0. Wtedy b = c*, b2 +c* =0ic? =b* Zatemc=0ib =0
lub ¢ = —11 b = 1. Analogiczne rozumowanie dla przypadku b = 0 lub ¢ = 0 pokazuje,
ze istnieja cztery rozwigzania

(a,b,¢) =(0,0,0), (a,b,c)=1(0,1,-1), (a,b,c)=(-1,0,1), (a,b,c)=(1,—1,0).

3. Dany jest trojkat rownoboczny ABC'. Dla ktorych punktéow X okregu opisanego na
ABC suma

|AX| + |BX|+|CX]|

jest najmniejsza? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
Oznaczmy przez a dlugosé boku trojkata ABC. C
Zauwazmy, ze dla X = A, B,C' suma odleglosci
wynosi 2a. Pokazemy, ze dla kazdego innego X
suma ta jest wieksza. Zatozmy, ze X lezy na tuku
BC. Wtedy <CXA = 60°, zas <X AC' < 60°, czyli
kat XC'A jest najwickszym katem trojkata ACX.
Tym samym AX jest najdluzszym bokiem tego
trojkata, wiec |[AX| > |AC| = a. Ponadto z nie-

rownodci trojkata wynika, ze A B
IBX| +|CX| > |BC| = a, \/

czyli |AX|+|BX|+|CX]| > 2a. Dla X na tuku C'A lub AB rozumowanie jest analogiczne.

4. W pola kwadratowej tablicy 2017 x 2017 wpisano liczby 1,2, 3,...,2017 w ten sposob,
7€

1. w kazdym wierszu kazda z tych liczb wystepuje doktadnie raz,

2. w kazda pare pol symetrycznych wzgledem gtéownej przekatnej wpisano réwne liczby.
Wykaz, ze w kazde dwa pola lezace na gtownej przekatnej wpisano rozne liczby.

Uwaga: gtowna przekgtna to przekatna ztozona z 2017 pdl, biegnaca od ,lewego gérnego”
rogu tablicy, do jej ,,prawego dolnego” rogu.
Rozwigzanie.
Wezmy n € {1,2,3,...,2017}. Z pierwszego warunku wynika, ze liczba n wystepuje
w tablicy 2017 razy. Z drugiego warunku wynika, ze liczba n wystepuje tyle samo razy
nad przekatna, co pod przekatna. Zatem poza przekgtng liczba n wystepuje parzyscie
wiele razy. Liczba 2017 jest nieparzysta, wiec n wystepuje co najmniej raz na przekatne;j.
Przekatna ma 2017 pol i kazda z 2017 liczb wystepuje na niej, wiec liczby wpisane
w przekatna sa rézne.

[pg, jj



