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1. Liczby ag, a1, as, as, ay sa calkowite, zas funkcja f(x) jest okreslona wzorem
f(z) = agx* + asx® + apa® + ayx + ao.

Wykazac, ze jesli f(0) 1 f(1) sa liczbami catkowitymi nieparzystymi, to nie istnieje liczba
calkowita m taka, ze f(m) = 0.
I rozwigzanie

Z zatozen wynika, ze f(0) = ag oraz f(1) = ag + a1 + az + a3 + a4 sa liczbami niepa-
rzystymi. Zauwazmy teraz, ze jesli m jest liczbg parzysta, to a;m’ sa liczbami parzystymi
dlai=1,2,3,4, a wiec f(m) jest liczba nieparzysta jako suma liczb parzystych oraz ay.
W szcezegolnosei f(m) # 0. Przypusémy, teraz ze m jest liczba nieparzysta tzn. m = 2k+1
dla pewnej liczby calkowitej k. Zauwazmy teraz, ze a;(2k+1)* — a; sg liczbami parzystymi
dla i =1,2,3,4. Z tatwoscia obliczamy bowiem

CL1(2]€ + ].) — a] = 2@11{37

CL2(2]€ + 1)2 — Q9 = 4&2]62 + 4(1/2]%',
az(2k +1)° — az = Sask® + 12a3k” + 6ask,
a4(2k: + 1)4 — Q4 = 16@4/{74 + 32&4/{53 + 24&4/{52 + 8&4]{3.

Wynika stad, ze jesli m jest liczba nieparzysta, to
f(m) = f(1) = (aam® — as) + (a3m® — az) + (agm® — ag) + (axm — a1)

jest liczba parzysta. Z nieparzystosci f(1) wynika teraz nieparzystosé liczby f(m), a wiec
f(m) #0.
11 rozwigzanie

Powyzsze rozwigzanie mozna zapisaé tatwiej, uzywajgc jezyka kongruencyi. Przypo-
mnijmy, Ze piszemy ay = ag (mod 2), jezeli ay i ay dajq tg samaq reszte z dzielenia przez 2.
Prawdg jest, ze jezeli a; = ay (mod 2) i by = by (mod 2), to a3 + by = ag + by (mod 2)
oraz aiby = asby (mod 2).

Niech m bedzie dowolng liczba catkowita. Zapiszmy m w postaci m = 2q + r, gdzie ¢q
i 7 sa liczbami catkowitymi oraz r € {0,1}. Wtedy m = r (mod 2), wiec rowniez

m?> =7 (mod2), m*=7r® (mod2) oraz m*=r* (mod 2).

Wobec tego aym = a;r (mod 2), aym? = ayr? (mod 2), asm® = azr® (mod 2) oraz

aym* = ayr* (mod 2). Lacznie otrzymujemy

f(m) = aym* + azm® + a;m® + aym+ ag = asr* +azr’ + agr’ +ayr +ag = f(r) (mod 2).



Skoro liczba f(r) jest z zalozenia nieparzysta, to liczba f(m) jest rowniez nieparzysta,
wiec f(m) # 0. To koriczy dowod.
1T rozwigzanie

Liczba ag = f(0) jest nieparzysta. Zauwazmy, ze jesli m = 2q jest liczba catkowita
parzysta, to f(m) = as(2¢)* + a3(2¢)® + a2(2q)? + a1(2q) + ag jest réwniez nieparzysta.

Rozwazmy teraz funkcje g(x) = f(x + 1). Wtedy g(z) = byx? + b3a® + by + byx + by
dla pewnych liczb catkowitych by, bs, b, by, bo. Skoro g(0) = f(1) jest nieparzysta, to,
rozumujac jak powyzej, dla dowolnego k catkowitego liczba g(2k) jest nieparzysta. Ale
9(2k) = f(2k 4+ 1), wiec f(2k + 1) jest nieparzysta dla dowolnego k.

Lacznie, liczba f(m) jest nieparzysta dla dowolnego m catkowitego, wiec nie istnieje
catkowite m takie, ze f(m) = 0.

2. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna m taka, ze wéréd dowolnych kolejnych m
liczb catkowitych dodatnich istnieje liczba o sumie cyfr podzielnej przez 10. Odpowiedz
uzasadnic.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze najmniejsza dodatnia liczba caltkowita o sumie cyfr podzielnej przez
10 jest 19. Wynika stad, ze m > 19. Udowodnimy, ze wéréd dowolnych 19 kolejnych
dodatnich liczb catkowitych

m, m+1, m+2, ..., m+9, ..., m+18

istnieje liczba o sumie cyfr podzielnej przez 10. Zauwazmy, ze wéroéd pierwszych dziesieciu
liczb m,m+1,...,m+ 9 jest doktadnie jedna, ktorej ostatnia cyfra (cyfra jednosci) jest
0. Niech bedzie to liczba m + k, gdzie 0 < k < 9. Oznaczmy przez S(x) sume cyfr liczby
catkowitej z. Poniewaz cyfra jedno$ci m + k jest zero, wiec dla ¢ = 1,2,...,9 mamy
zaleznos¢ S(m + k +1i) = S(m + k) +i. Ciag

Sm+k), Sim+k+1), Sim+k+2), ..., S(im+k+9)

jest wiec ciggiem kolejnych dziesieciu dodatnich liczb catkowitych. Wérod nich jest do-
ktadnie jedna liczba podzielna przez 10.

3. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym ABC', za$ punkt
E jest srodkiem odcinka AC'. Prosta OB przecina okrag opisany na ABC' po raz drugi
w punkcie D, zas$ prosta DFE przecina wysokos¢ opuszczong z punktu A w punkcie F'.
Uzasadnié¢, ze F jest srodkiem odcinka DF'.
I rozwigzanie
Skoro cieciwa BD przechodzi przez O, to jest $rednica A
okregu opisanego na trojkacie ABC, wiec <DC'B = 90°.
To oznacza, ze prosta C'D jest prostopadta do BC, za-
tem proste C'D i AF sa rownolegle. Z wtasciwosci katow
naprzemianlegltych wynika, ze <DCFE = <FAFE oraz F

<CDE = <AFFE, wiec trojkaty DCE i AFE sa po- B - C
dobne na mocy cechy kat-kat-kat. \/




Skala ich podobieristwa wynosi CE/AFE = 1, czyli trojkaty te sa przystajace. Wobec
tego DE = E'F.
11 rozwigzanie

Niech F’ oznacza punkt przeciecia wysokosci opusz- A
czonej z wierzchotka C' z prosta zawierajaca wysokosé
opuszczona z punktu A. Skoro cieciwa BD przechodzi
przez O, to jest srednica okregu opisanego na trojkacie
ABC, wiec <DCB = 90°. To oznacza, ze prosta C'D F’\

jest prostopadta do BC, zatem proste CD i AF' sa row- B o
nolegte. \/

Prosta AD jest prostopadta do BA, wiec jest ona rownolegta do C'F’. Zatem ADCF’
jest réwnolegtobokiem. Skoro przekatne w réownolegtoboku przecinaja sie w potowie, to

punkty D, E'i F’ s wspoHtiniowe i zachodzi DE = EF’. Punkt F” jest punktem przeciecia
DE i wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka A, czyli F' = F'i DE = E'F, co konczy dowod.

4. Dla kazdej niezerowej liczby catkowitej z przez d(z) oznaczamy liczbe dzielnikow cal-
kowitych liczby z wiekszych od 1. Ponadto zaktadamy, ze d(0) = 0.

Robot porusza sie po ptaszczyznie. Na poczatku znajduje sie on w punkcie o wspot-
rzednych (5,2014). Jezeli robot stoi w punkcie (z,y), to moze on przejsé do kazdego
z punktow

(z+d(y), y+d(x)), (z+d(y), y—d(x)), (z—d(y), y+d(z)), (z—d(y), y—d(x)).

Czy wykonujac ciag takich ruchéw robot moze przej$¢é do punktu (0,0)? Odpowiedz
uzasadnic.
Rozwigzanie.

Zauwazmy najpierw, ze jezeli z jest liczba dodatnia, to jest z — 1 liczb wiekszych od
1 i nie wiekszych od z. Wobec tego d(z) < z — 1 < z. Podobnie, gdy z jest ujemna,
to d(z) < (—2) — 1 < —z. Wobec tego dla kazdego z catkowitego niezerowego mamy
d(z) < |z|. Ponadto dla kazdego z catkowitego d(z) < |z|.

Pokazemy, ze robot nie moze przej$¢ z punktu (5,2014) do punktu (0,0). Zatozmy,
ze takie przejscie jest mozliwe i niech (a,b) # (0,0) bedzie punktem, z ktoérego robot
bezposrednio przechodzi do punktu (0,0). Wtedy zachodzi 0 = a — d(b) lub 0 = a +d(b),
wigc |a| = |d(b)|. Podobnie, 0 = b — d(a) lub 0 = b+ d(a), wiec |b| = |d(a)|. Mamy ciag
nieréwnosci

la] = |d(a)| = [b] = |d(b)] = lal,

wiec |a| = |d(a)| = |b] = |d(b)|. Z uwagi na poczatku rozwiazania wynika wtedy, ze
a = b = 0. Sprzecznos¢!
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