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1. Wyznacz wszystkie trzycyfrowe liczby catkowite dodatnie abe takie, ze
2 - abc = cab + bca.

Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Rownanie z zadania mozemy przepisa¢ jako 200a + 20b + 2¢ = 110c + 11a + 1010,
czyli 189a — 81b — 108¢ = 0. Skoro 189 = 81 + 108, to mozemy dalej zapisa¢ to jako
108(a — ¢) — 81(b — a) = 0, czyli 108(a — ¢) = 81(b — a). Dzielac stronami przez 27,
otrzymujemy 4(a — ¢) = 3(b — a). Dodajac do obu stron 3(a — ¢), dostajemy wreszcie

7(a—c)=3(b—c). (1)

Skoro 0 < b,c <9, to =9 < b—c<9. Liczba b — ¢ jest podzielna przez 7, wiec mamy
trzy przypadki.

1. b—c¢c = —=7. W tym przypadku b = ¢ — 7. Z réwnania (1) otrzymujemy tez
T(a—c¢)=—21,wiecca=c—3. Skorob>0ib=c—7,toc>7 Mamy wiec
trzy przypadki ¢ = 7, 8,9 i odpowiadajace im rozwiazania abc = 407,518, 629.

2. b—c = 0. Z rownania (1) wynika, ze a —c = 0, zatem a = b = c. To daje dziewie¢
rozwigzan abc = 111,222, 333, 444, 555,666, 777, 888, 999.

3. b—c = T7.Z réownania (1) wynika, ze a — ¢ = 3. Skoro b < Yoraz b —c =7,
to ¢ < 2. Mamy tu trzy przypadki ¢ = 0,1,2 i odpowiadajace im rozwiazania
abe = 370,481, 592.

Odpounedz: Lgcznie jest 15 takich liczb, sq to 111, 222, 333, 370, 407, 444, 481, 518,
555, 592, 629, 666, 777, 888, 999.

2. Liczby rzeczywiste aq, as, . . . , a3 naleza do przedziatu [—1, 1] i ich suma jest rowna
1. Wyznacz mozliwie najwicksza wartos¢ sumy kwadratow a? + a2 + ... + a3g93-
Rozwigzanie.

Jedliz € [-1,1] to 22 =1 = (z — 1)(z + 1) < 0, zatem 2? < 1. Wynika stad, ze
a3 + a3 4 ... + adge; < 2023 -1 = 2023. Ponadto biorac a; = 1, ay = —1, ag = 1,
ay = —1, ..., asgee = —1, asges = 1 otrzymujemy 1012 jedynek i 1011 minus jedynek,
wiec suma wynosi 1, zas suma kwadratow 2023.
Odpowiedz: Najwieksza mozliwa wartosé sumy kwadratow wynosi 2023.



3. Wybrano 33 rozne liczby catkowite dodatnie, przy czym zadna z nich nie ma dzielnika
pierwszego wiekszego od 11. Wykaz, ze wsrod wybranych liczb istnieja dwie rézne liczby
x, y takie, ze xy jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie.

Kazda z wybranych liczb jest postaci 2923°¢5%57¢711°11 dla pewnych liczb catkowitych
nieujemnych ey, e3, es, e7, e11. Liczbie tej przyporzadkowujemy ciag (ra, 73,75, 77, T11),
gdzie r; jest reszta z dzielenia e; przez dwa, dla i = 2,3,5,7, 11. Z definicji kazda liczba
r; nalezy od zbioru {0, 1}. Zatem mozna w ten sposob otrzymaé najwyzej 2° = 32 < 33
roznych ciggéow. To oznacza, ze pewnym dwom liczbom

x = 202363555761y = 262335577 e

sposrod wybranych przyporzadkowano ten sam ciag. Stad dla kazdego + = 2,3,5,7,11
liczba 2 dzieli e; —e;. Zatem 2 dzieli rowniez e; —e}+2e; = e;+e;. Zapiszmy e;+¢; = 2k;,
gdzie k; jest liczba calkowita nieujemng. Wtedy

Ty = ge2tep gestes pestesyerter | entel; — (2k23k35k57k711k11)2

jest kwadratem liczby catkowitej.

4. Na ptaszczyZnie wybrano 2023 punkty w ten sposob, ze dla dowolnych trzech punk-
tow A, B, C' sposréd wybranych zachodzi nieréwnosé AB # AC'. Nastepnie polgczono
odcinkiem kazdy punkt z punktem mu najblizszym. Jaka jest mozliwie najwieksza
liczba odcinkéw wychodzacych z jednego punktu? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Pokazemy najpierw nastepujaca wlasnoéé trojkata.

Lemat 1. Jesli a3,y sq miarami kgtow tréjkgta zas a,b,c sqg kolejnymi diugosciams
bokow trojkata na ktorych te katy sq oparte, to nierownosé a < b jest rownowazna
nierownosci o < 3.

Dowdad.

Oznaczmy wierzchotki trojkata przez A, B, C tak,
ze a = |BC|, b= |CA|, a = <BAC, = <ABC.
Jesli a < b, to oznaczmy na boku AC' punkt D
taki, ze |CD| = |BC|. Trojkat CBD jest row-
noramienny, zatem <BCD = <BDC'. Obliczamy
wtedy, ze

B =<CBA><CBD =<CDB =180° — <ADB = <DAB + <DBA > «.

Jesli zas a < 3, to wypusémy wewnatrz trojkata ABC z wierzchotka B polprosta
BX taka, ze <ABX = 6;—0‘ Niech D bedzie punktem przeciecia BX z bokiem AC.
Wtedy <ADB = 180° —a — (f — «)/2 = 180° — % (o + B), wiec <CDB = % (a+p) =
B— ﬁfTa = <CBD. To pokazuje, ze trojkat BC'D jest rownoramienny, wiec a = |BC| =
|CD| < |CA| =b. O



Wréémy do rozwiazania zadania. Udowodnimy, ze z jednego punktu moze wyjsé co
najwyzej 5 innych odcinkéw. Przypusémy przeciwnie, ze pewien punkt A jest potaczony
z przynajmniej szeScioma innymi punktami A, Ay, ..., A,, gdzie n > 6. Woéwczas
przynajmniej jeden z katow <<A;AA;;; ma miar¢ nie przekraczajaca 60°. Wowczas
w trojkacie AA;A; 11 najwieksza miare ma albo <AA;A; 1 albo <AA; 1 A;; nie moze
by¢ dwoch katow o réwnej mierze, bo boki AA;A; 1 sa parami roznej dtugosci. Jesli
najwieksza miare ma kat <AA;A;11, to na mocy powyzszej wlasnosci trojkata mamy
nierownosci |AA; 1| > |AA;| oraz |AA; 41| > |A;Ai+1|. Plerwsza z nich oznacza, ze
A; 1 nie jest najblizszym punktem dla A, a druga, ze A nie jest najblizszym punktem
dla A;.1. Ale odcinek AA;,; zostal narysowany, sprzecznosé. Z tych samych powodow
najwiekszej miary nie moze mie¢ kat <AA; 1 A;.

B,

Moze sie zdarzy¢, ze z jednego punktu wyjdzie 5
odcinkéw. W tym celu nalezy na przyktad umiesci¢
szes¢ punktow A, By, ...,Bs tak, by <B1ABy =
IByABs = <aBsAB, = <B;AB; = <B;AB; =

72° i by katy <AB;B; 1 mialy miary bliskie 54° =
180°—72°
2

uzylismy 50°. Pozostate punkty umieszczamy do-
wolnie, daleko od punktéw A, By, ..., Bs. Ko-

, ale nie doktadnie 54°. Na rysunku obok

rzystajac wielokrotnie z lematu powyzej, stwier-
dzamy, ze A jest punktem najblizszym punktowi
By, punktowi By, punktowi Bs i punktowi By, za$
punkt Bjs jest najblizszy punktowi A. To pokazuje,
ze A jest potaczony z piecioma punktami.
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