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1. Niech ABC bedzie trojkatem wpisanym w okrag o srodku w punkcie O. Niech
dwusieczna kata BAC przecina ten okrag w punkcie D (D # A). Podaj warunek
konieczny i wystarczajacy na to, by czworokat O BDC byl rombem.

Rozwigzanie.

Niech « oznacza miare kata BAC. Wtedy kat srod- A

kowy BOC ma miare 2a. Czworokat ABC'D jest wpi-

sany w okrag, wiec kat BDC' ma miare 180° — .. Poka-

Zemy, ze

Czworokgt OBDC' jest rombem wtedy i tylko wtedy,

gdy o = 60°. O
Zatozmy, ze OBDC' jest rombem. Wtedy BOC i BDC B
sa przeciwleglymi katami rombu, wiec maja te samag
miare. Wobec tego 180° — a = 2a, czyli a = 60°. To
dowodzi implikacji ,tylko wtedy”. D

Zatozmy, teraz ze o = 60°. Jak powyzej, obliczamy, ze <BOC = <BDC = 120°.
Zauwazmy tez, ze <BCD = <CBD = «/2 = 30° z wlasnosci katow wpisanych.
Wobec tego trojkat BDC' jest rownoramienny. Odcinki BO i CO sa promieniami okregu
opisanego, wiec BO = CO i trojkat BOC' jest takze rownoramienny. Trojkaty BOC
i BDC' sa rownoramienne i maja te sama miare kata pomiedzy ramionami, wiec sa
podobne. Maja one wspoélny bok, wiec sa przystajace. Zatem CO = BO = BD = CD,
czyli OBDC' jest rombem.

2. Niech f(n) bedzie liczba sposobow, na ktére mozna ustawi¢ liczby {1,2,...,n}
w ciag aq,as,...,a, tak, by a; + ¢ bylo podzielne przez 4 dla kazdego i = 1,2,...,n.
Oblicz f(2018) oraz f(2019).

Rozwigzanie.

Zbior {1,2,3,...,n} przestawmy w postaci sumy czterech roztacznych podzbiorow
Ap, A1, A, Az, gdzie A; jest zbiorem liczb dajacych przy dzieleniu przez 4 reszte i.
Oznaczmy przez n; liczbe elementéw zbioru A;. Niech aq, as, . . ., a, bedzie ustawieniem
liczb 1,2,3,...,n takim, ze a; + ¢ jest podzielne przez 4 dla kazdego 1 = 1,2,3,...,n.

Woéwcezas i € Ay wtedy i tylko wtedy, gdy a; € A oraz dla r = 1,2,3 mamy i € A,
wtedy i tylko wtedy, gdy a; € Ay_.. W szczegdlnosci zbiory A; oraz Az musza mie¢

tyle samo elementow.

n+3 ntl
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Jesli %3] £ [2H1] to nie istnieje zadane ustawienie, a wige wtedy f(n) = 0. Tak jest na

Zauwazmy, ze ny = [“2] oraz ng = ["2=]; tutaj [z] oznacza czesé catkowita liczby .



przyktad dla n = 2018, gdyz [228+] = 504, zas [218+3] = 505. Ostatecznie f(2018) =

n_+3]_[n_+1

0. Jedli za$ [*°] = [*7] to, zadane ustawienia powstaja przez przyporzadkowanie:

e clementom zbioru Ay indeksow ze zbioru A,
e elementom zbioru A; indekséw ze zbioru As,
e clementom zbioru A, indeksow ze zbioru A,,

e clementom zbioru As indekséw ze zbioru Aj;.

Kazde z tych przyporzadkowan mozna zrobié¢ niezaleznie odpowiednio na ng!, ni!, ns!,
nz! sposobow, czyli f(n) = nglni!ns!ng!. Ostatecznie

f(n) = { no'nilng!ng!,  gdy ny = ns
0, gdy ny # n3.

Dla n = 2019 mamy ny = 504, n; = ny = nz = 505, czyli f(2019) = 504! - (505!)3.

3. Dany jest czworokat wypukty o polu S. Udowodnij, ze suma pol kwadratow zbudo-
wanych na bokach tego czworokata jest wieksza lub rowna 4.S. Kiedy zachodzi réwnosé?
Rozwigzanie.

D
Niech a, b, ¢, d beda dtugosciami kolejnych bokéw czwo-
rokata, patrz rysunek. Skoro czworokat jest wypukty,
to jego pole jest sumag pol trojkatow ABD i BCD:
S = %ad sina + %bcsinfy. Korzystajac z nieréwnosci
22y < 22 + y? oraz sin o, siny < 1 otrzymujemy

45 = 2ad sin a+2bcsiny < 2ad+ 2bc < A+ P+ + A

A a B
W powyzszych nieréwnosciach zachodzi réwnosé, gdy sina =siny = 1, a = d oraz

b = c. Wowezas a = v = 90° oraz czworokat sktada sie z dwoch réwnoramiennych
trojkatow prostokatnych, a wiec jest kwadratem.

Uwaga: uzyta nierownosé x* + y? > 2xy jest rownowazna oczywistej nieréwnosci
(z —y)? > 0.

4. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k istnieja dodatnie liczby catko-
wite x, y, z spelniajace rOwnanie

Sposob 1

Jezeli k jest nieparzyste, powiedzmy k = 2[ + 1, to liczby x = y = 2! oraz z = 2
spetiaja rownanie z zadania. Zatozmy, ze k jest parzyste, powiedzmy k = 2/ + 2, gdzie
[ jest calkowite nieujemne. Wtedy liczby x = 3-5', y = 4 -5 oraz z = 5 spelniaja
rOwnanie, gdyz

I2+y2:32.52l+42_5212(32+42).521:52'521252l+2:zk'

Zatem dla kazdego k catkowitego dodatniego istnieja liczby spetniajace réwnanie.



Sposob 11
Zauwazmy, ze zachodzi tozsamosé

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad + be)?. (1)

Oznaczmy przez M C N zbior liczb catkowitych bedacych sumami kwadratow dwoch
liczb catkowitych dodatnich. Ustalmy z = a? + b2, gdzie a > b > 0 (uwaga: wazne, ze
liczby a, b sa nieréwne). Pokazemy, ze x € M implikuje zz € M.

Skoro z € M, to x = ¢ + d? dla pewnych liczb catkowitych dodatnich. Zat6ézmy, ze
¢ = d. Wtedy ac > ad > bd, wiec ac —bd > 0. Oczywiscie ad + bc > 0. Z tozsamosci (1)
liczba xz jest rowna (ac — bd)? + (ad + be)?. Skoro ac — bd i ad + be sa dodatnie, to
rz e M.

Skoro z = a® + b% to 2 € M. Skoro z € M, to z-z € M. Skoro z € M i 2?2 € M,
to 22 -z € M i tak dalej; przez (trywialng) indukcje mamy z¥ € M dla kazdego k. To
implikuje teze.

Wybierajac konkretne wartosci a i b mozna podaé konkretne przyktady x, y ¢ z. Np.
wybterzmy a = 2, b=1. Wtedy z = 5. Mamy 2*> = (2-14+1-2)>4+(2-2—1-1)* = 4>+ 32,
podobnie 2% = (4-1+3-2)%2+(4-2—3-1)2 = 102452, 24 = (10-1+5-2)2+(10-2—5-1)? =
20% + 152 dtd.

Uwaga: Nie jest prawdq, ze x,y € M implikuje xy € M. Przyktadowo 2 = 12 + 12,
wiec 2 € M, czyli 2,2 € M ale 2-2 ¢ M, bo 4 nie jest sumqg dwdch kwadratow liczb
catkowitych dodatnich.
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