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1. Dany jest trojkat ABC. Okrag o przechodzi przez punkty B i C' oraz przecina
odcinek AB w D za$ odcinek AC' w E. Okrag o, przechodzi przez punkty D i E
i przecina odcinki AD, AF jeszcze punktach w F', G odpowiednio. Pokaz, ze odcinki
FG i BC sa rownolegte.

Rozwigzanie.
Czworokat BC'ED jest wpisany w okrag, wiec sumy

jego przeciwleglych katow sa rowne i wynosza 180°. Tak C
wiec

<DEG = 180°—<CED = 180°—(180°~<CBD) = <CBD.

Czworokat DEGF jest rowniez wpisany w okrag, wiec
analogicznie otrzymujemy, ze <DEG = <GFA. Stad
<CBD = <GFA. Oznacza to, ze odcinki BC' i FFG sg A

rownolegte.

2. Dla pewnej liczby pierwszej p > 3 oraz liczby naturalnej n liczba p” ma w zapisie
dziesietnym 100 cyfr. Dowiedz, ze pewna cyfra powtarza si¢ przynajmniej 11 razy.
Rozwigzanie.

Gdyby kazda sposrod dziesieciu cyfr 0,1, ...,9 wystepowala w zapisie dziesietnym
100-cyfrowej liczby p™ mniej niz jedenascie razy, to kazda z nich wystepowalaby do-
ktadnie dziesie¢ razy. Suma cyfr liczby p™ byltaby réwna

10004+ 1+2+...+8+9) =10-45 = 450,

a wiec bylaby podzielna przez 3. Liczba p" bytaby zatem podzielna przez 3, co przy
zalozeniu p > 3 jest niemozliwe.

3. Danych jest dziesie¢ liczb naturalnych 10 < a1 < as < ... < a9 < 150. Wykaz, ze
dla pewnych ¢ < j zachodzi nieréwnosé:
Q; 4
2o 2
a; = 3
Rozwigzanie.
Przypusémy, ze dla wszystkich 1 <7 < j < 10 zachodza nieréwnosci

a; 4

<> -

a; 3
W szczegdlnosei a; 11 > %ai dlai=1,2,...,9. Poniewaz liczby a; sa naturalne wiec dla
1=1,2,...,9 zachodzi¢ musza nieréwnosci
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gdzie [x] oznacza czesé catkowita liczby x, czyli najwieksza liczbe catkowita nie wieksza
od x. Tak wicc as > [Sa1] +1 > [5 - 10] + 1 = 14. Analogicznie obliczamy

1
I
1

4 4

(132 —a9 +1> —-14 +1:19
_3 - _3 -
4] T4 Z

CL4> —as —|—1> —--19 +1:26
_3 - _3 -
4] T4 Z

as = |—aq4| +1 2> |=-2614+1=235
_3 - _3 -
Y T4 Z

ag = |zas| +1 2> |--35| +1=47
_3 - _3 -
Y T4 Z

a7 =2 | =ag +1>2 |--47|+1=063
_3 - _3 -
Y T4 Z

ag = |za7| +1> |5-63] +1 =285
_3 - _3 -
Y T4 Z

ag > |—ag| +1> |- 85| +1=114
_3 - _3 -
4 ] [4

CL10> ga,g +1> 5114 +1:153

Przeczy to zalozeniu, ze wybrane liczby sa nie wieksze od 150.

4. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste = spelniajace rownanie z* + (z + 2)* = 34.
Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
Podstawmy z = y— 1. Rozwazane rownanie przybiera posta¢ (y—1)*+(y+1)* = 34,
czyli
2 (y* 4+ 6y* — 16) = 0.

Podstawiajac z = y? mamy rozwigzaé¢ réwnanie kwadratowe 22 + 6z — 16 = 0, ktore
ma dwa pierwiastki z; = 2 i z5 = —8. Poniewaz z jest kwadratem liczby rzeczywistej,
wiec z = 2. Tak wiec y = v/2 lub y = —v/2. Oznacza to, Ze nasze réwnanie ma dwa
rozwigzania rzeczywiste r; = —1 + \/5, Ty =—1— 2.

Uwaga: kluczowe podstawienie x = y—1 jest naturalne, jezeli zauwazymy, ze funkcja
f(x) = 2+ (x+2)* spetnia rownanie f(x) = f(—x—2), czyli jej wykres jest symetryczny
wzgledem prostej x = —1. Postawienie sprowadza sie do przeskalowania prostej v = —1
nay =0 tak, zZe [ staje sie symetryczna.
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