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1. W trojkacie ostrokatnym ABC' najdtuzsza wysokoscia jest AH. Punkt M jest $rod-
kiem boku AC. Wykazaé, ze jesli AH = BM, to kat ABC ma miare nie wicksza od
60°.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez K, L rzuty prostopadle punk- A
tow M, C na bok AB oraz przez N rzut M na
bok BC'. Poniewaz trojkat ABC' jest ostrokatny, K
wiec rzuty te leza na bokach trojkata. Skoro AH
jest najdtuzsza z wysokosci, wiec CL < AH. Za- I
uwazmy, ze

1 1 1
MK = ~CL < -AH = ~BM. o .
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W trojkacie prostokatnym BK M zachodzi sin <K BM = % < %, a zatem

<ABM = <KBM < 30°.

Podobnie, sin <NBM = % = %, wiec <M BC = <NBM = 30°. Ostatecznie

<ABC = <ABM + <M BC < 30° + 30° = 60°.

2. Uzasadnié¢, ze dla dowolnych liczb x, y, z nalezacych do przedziatu [0, 1] zachodzi
nierdwnosé
(x+y+z+1)2 >4+ 9%+ 22).
I rozungzanie
Liczby x, vy, z naleza do przedziatu [0, 1], wiec # > 22, y > y? oraz z > 22. W szcze-
golnosci x +y + 2 > 2% + 9% + 2%, Przyjmijmy A = z + y + 2. Zauwazmy, ze oczywista
nierownosé (A — 1) > 0 jest rownowazna nieréwnosci (A + 1) > 4A, a wiec

(r+y+2z+12>4(x+y+2) > 4% +9° + 22).

II rozwigzanie
Nieréwnos¢ nie zmienia sie przy zamianie zmiennych miejscami, wiec mozemy za-
tozy¢, ze x jest najwieksza z liczb z, y, z. Mamy

(r+y+z+1)2 =2+ >+ 22+ 14+ 20+ 2y + 22 + 2wy + 29z + 227,
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Liczby x,vy, z naleza do przedziatu [0, 1], wigc z > z?, y > y? oraz z > z2. Wobec tego

(z4+y+2+1)° 232> +y* + 2°) + 1+ 2zy + 2yz + 2z
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Ponadto 1 > 22, xy > y? oraz xz > 22, wiec

3(z% + 92 + 2%) + 1+ 2oy + 2yz + 222 > 4(2® + y* + 27).

3. Udowodni¢, ze réwnanie 23 + y> = 2? ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach
catkowitych dodatnich z, y, z.
Rozwigzanie T

Zauwazmy, ze 23 + 13 = 3? jest rozwigzaniem réwnania z zadania. Podobnie, dla
dowolnego k catkowitego dodatniego zachodzi

(2]{32)3 + (k2)3 — 9]66 — (31{:3)2’

wiec rowniez (2k2, k2, 3k3) jest trojka liczb dodatnich spetniajacych réwnanie z zada-
nia. Wobec tego rownanie to ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych
dodatnich.
Rozwigzanie I1

Niech z i y beda dowolnymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Wtedy

(222 + 1)) + (y(@® + )" = (2® + ¢,

wiec trojka liczb catkowitych dodatnich (z(2? + y?), y(2? + y?), 22 + y?) jest rozwiaza-
niem roéwnania z zadania. Takich trojek jest nieskoniczenie wiele.

4. Na tablicy zapisany jest wielomian
Ox*" + 028 + .+ Oz' + 0.

Piotr i Pawel graja w gre. Ruch polega na wybraniu jednego ze wspolczynnikow wie-
lomianu tzn. wpisaniu w jedno z pol oznaczonych J wybranej przez siebie (dowolnie)
liczby rzeczywistej. Gracze wykonuja ruchy naprzemiennie. Zaczyna Piotr. Gra kon-
czy sie po wybraniu wszystkich wspotczynnikéw wielomianu. Pawet wygrywa, jezeli
otrzymany wielomian ma pierwiastek rzeczywisty, w przeciwnym razie wygrywa Piotr.
Ktoéry z nich ma strategie wygrywajaca? OdpowiedZ uzasadnic.

Gracz ma strategie wygrywagjgcq, jezeli wygrywa kazdg rozgrywke (o ile gra opty-
malnie).

I rozungzanie

Strategie wygrywajaca ma Pawel. Opisujemy ja ponize;j.

W pierwszym ruchu Piotr wybiera wspoélczynnik przy pewnym z!. Jezeli [ > 0,
tzn. jezeli Piotr nie wybral wspotczynnika wolnego, to Pawel w swoim ruchu wybiera
0 za wspotczynnik wolny. Wtedy, niezaleznie od nastepnych ruchéw graczy, liczba 0
bedzie pierwiastkiem otrzymanego wielomianu, wiec Pawel wygrywa. Wobec tego da-
lej zaktadamy, ze w pierwszym ruchu Piotr wstawia pewna liczbe ¢ # 0 w miejsce
wspotcezynnika wolnego.



Jezeli ¢ jest dodatnia, to Pawel wstawia —1 w miejsce wspolezynnika przy a2,

W tej sytuacji, niezaleznie od tego, jakie beda pozostate wspotczynniki, otrzymany
wielomian P bedzie mie¢ pierwiastek rzeczywisty. Dlaczego? Skoro wspotczynnik przy
najwyzszej potedze P jest ujemny, to P(x) < 0 o ile x jest duzg liczba rzeczywista.
Ponadto P(0) = ¢ > 0. Wobec tego z ciaglosci P istnieje taka liczba xg, ze P(zg) =0,
czyli P ma pierwiastek rzeczywisty.

Podobnie, jesli ¢ jest ujemna, to Pawel wstawia 1 w miejsce wspotczynnika przy
2% i otrzymany wielomian ma pierwiastek rzeczywisty ma podstawie rozumowania
jak powyzej.

Zatem Pawel wygrywa niezaleznie od ruchéw Piotra.

11 rozwigzanie

Zadanie mozna rozwigzac dysponujgce nieco mniejszqg wiedzqg o wielomianach niz
w poprzednim rozwigzaniu. Niestety otrzymane rozwigzanie jest diuzsze.

Strategie wygrywajaca ma Pawel. Opisujemy ja ponize;j.

W pierwszym ruchu Piotr wybiera wspoélczynnik przy pewnym z!. Jezeli [ > 0,
tzn. jezeli Piotr nie wybral wspotczynnika wolnego, to Pawel w swoim ruchu wybiera
0 za wspotczynnik wolny. Wtedy, niezaleznie od nastepnych ruchéw graczy, liczba 0
bedzie pierwiastkiem otrzymanego wielomianu, wiec Pawel wygrywa. Wobec tego da-
lej zaktadamy, ze w pierwszym ruchu Piotr wstawia pewna liczbe ¢ # 0 w miejsce
wspotczynnika wolnego.

Wykonujac swoj pierwszy ruch Pawel wstawia 0 jako wspotezynnik przy x2°'4. Wie-
lomian po jego ruchu ma postac

0228 + .+ Ot + e

Teraz Piotr musi wstawi¢ 0 jako wspotezynnik przy x2°'3. Dlaczego? Jezeli nie wsta-
wia on zera, to on lub Pawel wstawia niezerows liczbe przy x2°'3. Wtedy niezaleznie
od nastepnych ruchéw, otrzymany wielomian bedzie mie¢ stopien nieparzysty, a kazdy
wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty. Wobec tego Pawel wy-
grywa. Zalozmy zatem, ze Piotr wstawil 0 jako wspotczynnik przy 22012, Wtedy Pawet
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wstawia 0 jako wspoélczynnik przy x<°*<. Wielomian po jego ruchu ma postac

022+ + 0Oz + ¢

Powtarzamy rozumowanie z poprzedniego ruchu: Piotr musi wstawi¢ 0 w miejsce wspot-

2011

czynnika przy 221t Wtedy Pawel wstawia 0 w miejsce wspolczynnika przez x2°'0, itd.

Dochodzimy do momentu gry, w ktérym Piotr wstawia 0 w miejsce wspotczynnika przy

23 1 wielomian przed ruchem Pawla ma postac¢

Ox% + Oz + ¢,

przy czym c # 0. Wtedy Pawel wstawia takie a w miejsce wspotezynnika przy 2, zeby
ac < 0, np. wstawia on a = —c. Piotr wstawia pewne b w miejsce wspotczynnika przy x
i gra konczy sie. Otrzymany wielomian ma postaé ax? +bx + ¢, przy czym b? —4ac > 0,
gdyz ac < 0. Wobec tego wielomian ten ma pierwiastek rzeczywisty i wygrywa Pawetl.
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