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1. Wyznacz wszystkie trojki liczb catkowitych (z,y, z) spetiajace uktad rownan

T+y=2
Ty — 22 = —1.

Rozwigzanie.

Po podstawieniu y = 2 — x do drugiego réwnania, otrzymujemy 2% — z(2 — x) = 1.
Ponadto —z(2—z) = (z—1)%—1, wiec drugie réwnanie mozna zamieni¢ na z%+(z—1)? =
14+1. Liczby z i —1 sa catkowite. Jegli jedna z nich jest zerem, to druga jest réwna v/2,
sprzeczno$é. Wobec tego 2% > 1, (x —1)? > 1. Skoro suma jest réwna dwa, to musi by¢
22 =1oraz (r—1)> = 1. Zatem z = 1 lub z = —1 oraz z = 0 lub x = 2. Otrzymujemy
cztery rozwiazania: (z,y,z) = (0,2,—-1), (z,y,2) = (0,2,1), (z,y,2) = (2,0,—1),
(x,y,2) = (2,0,1).

2. Punkt D lezy we wnetrzu trojkata ABC' i spetnia warunki <ADB = 90°, <BDC =
150°, <CDA = 120°. Udowodnij, ze istnieje punkt F rézny od D taki, ze jesli F' jest
odbiciem E wzgledem AD, G jest odbiciem F wzgledem BD, za§ H jest odbiciem G
wzgledem C'D, to H = E.

Rozwigzanie.
Ustalmy punkt F tak, ze <BDFE = 120° oraz punkt F
lezy wewnatrz kata ADC'. Wtedy <ADE = 120°—90° = 4

30°. Wynika stad, ze <ADF = 30°, wiec <BDF = 60°.
Zatem <BDG = 60°. Pokazuje to, ze

B DG = <EDA+<ADB+<BDG = 30°+90°4-60° = 180°.

Zatem punkty E, D, G leza na jednej prostej. Ponadto
|DG| = |DF| = |DE|, czyli punkty F i G sa syme-C
tryczne do siebie wzgledem D.

Wreszcie, mamy <CDG = <CDB — <BDG = 150° — 60° = 90°, zatem CD
jest prostopadta do EG i przecina EG w potowie. To pokazuje, ze punkty E i G sa

G

symetryczne do siebie wzgledem C'D, czyli E = H.

3. Niech ag, ay,...,a, € {0,1,2,...,9}, a, # 0 beda cyframi liczby A = a,a, 1 ... aiao
zapisanej w systemie dziesietnym. Wykaz, ze A jest podzielna przez 19 wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba 2%ag + 2" ta; + ... + 2a,_; + a, jest podzielna przez 19.
Rozwigzanie.



Oznaczmy B = 2"ag+2""ta; +...+2a,_; +a,. Mamy pokazaé¢, ze A jest podzielna
przez 19 wtedy i tylko wtedy, gdy B jest podzielna przez 19.
Dla kazdych liczb catkowitych x, y oraz kazdej liczby catkowitej dodatniej k zachodzi

=yt = (o —y) @+ Py + T,
zatem ¥ — ¥ jest podzielna przez x —y. W szczegdlnosci, liczba 20% — 1 jest podzielna
przez 19. Zatem dla kazdego r, liczby 20* - oraz r daja te sama reszte z dzielenia przez
19.

Liczba A wynosi 10"a,, + 10" ta,_; + ...+ 10 - a; + ag, wiec liczba 2" A wynosi

20"a, + 20" - 2a, 1 4 ... +20- 2" ay + 2"ay.
Na mocy uwagi powyzej, daje ona taka sama reszte z dzielenia przez 19, co liczba
n+2 - Qp1+...+2"  ay + 2"y = B.

Pokazalismy, ze 2" A daje te sama reszte z dzielenia przez 19 co B. W szczegblnosci 19
dzieli B wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli 2" A. Liczba 19 jest pierwsza, wiec ta ostatnia
podzielnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 19 dzieli A. To koticzy rozwiazanie.

4. W Konkursie Matematycznym uczestniczy 7 oséb z Niebiatystoku. Wérod nich jest
10 par os6b znajacych sie. Pokaz, ze istnieja wsrod nich cztery osoby A, B, C, D takie,
ze A zna B, B zna C, C zna D oraz D zna A.

Rozwigzanie.

Zatozmy, ze nie ma czterech oséb jak w tresci zadania. Niech dy, ..., d; oznaczaja
liczbe znajomych poszczegdlnych uczestnikéw. Skoro jest 10 par oséb znajacych sie, to
S d; = 20.

Oszacujemy teraz, ile jest trojek osob A — B — C, takich, ze B zna A oraz C'. Z jed-
nej strony, jesli B ma d znajomych, to trojek z B jest (g) Zatem tacznie trojek jest
ZZ:1 (Cé) Z drugiej strony, niech ¢ oznacza liczbe par (nieuporzadkowanych) uczestni-
kow A, C' takich, ze A i C' maja wspolnego znajomego. Skoro nie ma czterech oséb jak
w tresci, to B jest jednoznacznie wyznaczona przez A i C, wiec liczba trojek to ¢:

=3 (5)

=1

di(d;—1) __ (d;—3)?45d;—9
= 5 ,

Mozemy zapisac (di) = ==

zatem ¢ > 19. Wynika stad, ze liczba par (nieuporzadkowanych) uczestnikow A, C' nie
majacych wspolnego znajomego to co najwyzej (;) —19=2.

Dokonawszy oszacowania, powr6¢émy do rozwigzania zadania. Trojkgtem ABC na-
zwiemy trojke uczestnikow A, B, C' takich, ze Ai B, BiC oraz C'i A znaja sie. Mamy
10 par uczestnikéw znajacych sie. Z oszacowania powyzej, co najmniej 10 — 2 z tych



par ma wspolnego znajomego. Zatem mamy co najmniej f%} = 3 trojkaty. Oznaczmy
je jako Ty, Ty, T;. Lacznie maja one 9 wierzchotkéw, zatem co najmniej dwa z wierz-
chotkéw musza by¢ wspolne. Jak zauwazyliSmy powyzej, zadne krawedzie nie moga by¢
wspolne, wiec kazde dwa trojkaty maja co najwyzej jeden wspolny wierzchotek.

T
Ty 15
15 1, 13

Jesli mamy tacznie trzy wierzchotki wspolne dla pewnych par trojkatéw, to znaj-
dujemy czworke uczestnikow, sprzecznosé, patrz lewy rysunek. Jesli nie, to zatézmy,
ze Ty i Ty oraz T, i T3 maja wspolne wierzchotki, patrz srodkowy i prawy rysunek.
W tym przypadku dla kazdych dwoch os6b D i E niepotaczonych krawedzia jednego
z trojkatow, istnieja osoby F' i G takie, ze D zna F', F' zna G' i G zna E. Mamy tacznie
10 par znajomych a oznaczonych jest na rysunku 9 par. Ostatnia para, niech bedzie to
D — E wyznacza wraz z powyzszymi F' i G szukana czworke.

Drugie rozwigzanie

Przeformutujmy zadanie w jezyku teorii graféw. Zamiast o uczestnikach bedziemy
mowi¢ o wierzchotkach (ktérych zbior oznaczymy przez V'), zamiast o znajomosciach,
o krawedziach, zamiast o liczbie znajomych uczestnika, o stopniu wierzchotka, zamiast
o znajomych uczestnika v o krawedziach incydentnych z v, zamiast o czworce uczest-
nikow jak w zadaniu, o cyklu dtugosci cztery.

Niech G bedzie 7 wierzchotkowym grafem (prostym) majacym 10 krawedzi. Mozliwe
sa nastepujace sytuacje:

1. G zawiera wierzchotek v stopnia 6. Mamy wiec 6 krawedzi incydentnych z v. Pozo-
state 4 krawedzie tacza wierzcholki z 6 elementowego zbioru V' \ {v}. Cztery krawedzie
maja w sumie 8 koncoéw, wiec pewne dwie krawedzie maja wspolny koniec w. Niech
beda to krawedzie wx i wy. Woéwcezas w G mamy cykl v — 2 —w —y — v.

2. Maksymalny stopienn wierzchotka w G jest réwny 5. Niech v € V' ma stopien 5 oraz
niech w bedzie jedynym wierzchotkiem nie sasiadujacym z v. Jesli w ma przynajmniej
dwoch sasiadow x,y, to mamy cykl dtugosci cztery: v —x —w — y — v. Jedli w ma
co najwyzej jednego sasiada, to pewne 4 krawedzie musza mie¢ oba konce w 5 ele-
mentowym zbiorze V' \ {v, w}. Nasz graf ma wiec dwie krawedzie postaci ab, ac, gdzie
a,b,c € V\ {v,w}. W tym przypadku mamy cykl: v —b—a — ¢ — .

3. Maksymalny stopieri wierzchotka w G jest réwny 4. Niech v bedzie wierzchotkiem
stopnia 4 oraz niech a, b beda wierzchotkami nie sgsiadujacymi z v.




Jesli w obrebie wierzchotkow {x,y, z,t} sa trzy krawedzie, to dwie sposrod nich musza
mie¢ wspoélny koniec (trzy krawedzie maja w sumie 6 koncow). Te dwie krawedzie
razem z krawedziami incydentnymi z v (podobnie jak wyzej) wyznaczaja cykl dtugosci
cztery. Mozemy wiec zalozy¢, ze w obrebie wierzchotkow {z,y, z,t} sa co najwyzej
dwie krawedzie. Wowczas zostaja nam przynajmniej 4 krawedzie incydentne z a lub
b. Przynajmniej 3 sposrod nich ma jeden koniec w zbiorze {a,b}, a drugi w zbiorze
{z,y,2,t}. Wsrod nich sa dwie majace koniec a, lub dwie majace koniec b. Niech
bedzie to np. a. Jesli a sasiaduje np. z x i y, to mamy cykl: v —x —a —y — v.

4. Pozostal do rozpatrzenia ostatni przypadek, gdy maksymalny stopien wierzchotka
w G jest nie wiekszy niz 3. Suma stopni wszystkich wierzchotkéw jest réwna 20 -
podwojonej liczbie krawedzi, wiec G musi mie¢ sze$¢ wierzchotkdéw stopnia 3 i jeden
stopnia 2. Rozwazmy zatem wierzchotek v majacy trzech sasiadow x,y, z. Pozostale 3
wierzchotki oznaczmy przez a, b, c.

x a
v Y b
z c

Jesli sa dwie krawedzie o obu konicach w zbiorze {x, y, 2}, to te krawedzie maja wspolny
wierzchotek. Podobnie jak wyzej stwierdzamy istnienie cyklu dtugosci cztery. Zatézmy
zatem, ze istnieje co najwyzej jedna krawedz o koricach w zbiorze {x,y, z}. Jesli ktorys
z wierzchotkow a, b, ¢ ma dwoch sasiadow w zbiorze {x,y, 2z} to mamy cykl dtugosci
cztery. Rzeczywiscie, jesli np. a sasiaduje z x i y, to cyklem tym jest: v —ox —a—y —v.
Zalozmy zatem, ze a,b i ¢ maja co najwyzej jednego sasiada w zbiorze {z,y,z}. W
takiej sytuacji musza istnie¢ co najmniej 3 krawedzie o obu koricach w zbiorze {a, b, c}.
7, drugiej strony takich krawedzi jest nie wiecej niz trzy, a wiec a, b, c wyznaczaja cykl
dhugosci 3. W tej sytuacji w obrebie zbioru {z,y, z} istnieje doktadnie jedna krawedz
(niech bedzie to xy) i kazdy wierzchotek sposrod a,b, ¢ jest sasiadem doktadnie jed-
nego wierzchotka ze zbioru {x,y, 2} (por. rysunek powyzej). Wierzcholki a,b, c maja
zatem stopien 3. Jedynym wierzchotkiem stopnia 2 jest jeden sposrod elementéw zbioru
{z,y, z}. Jesli jest to z, to z ma jednego sasiada wsrod {a, b, c}. Wowezas z, y oraz dwa
wierzchotki sposrod {a, b, ¢} nie sasiadujace z z tworza cykl dtugosci cztery. Jesli jedy-
nym wierzchotkiem stopnia 2 jest x, to kazdy sposréd wierzchotkow a, b, ¢ sasiaduje z
y lub z, przy czym z ma dwdch sasiadoéw. Bez zmniejszania ogblnosci mozemy zaltozy¢,
ze z sasiaduje z b i c. Wowcezas a sasiaduje z y i mamy cykl a —¢c— 2 —b—a. W
przypadku, gdy y ma stopien 2 dowod przebiega analogicznie.

W ten sposéb wykazalismy, ze kazdy graf 7-wierzchotkowy i majacy 10 krawedzi zawiera
cykl dtugosci cztery.
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