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II Konkurs Matematyczny

Politechniki Bialostockie;]

Etap I — gimnazjum — rozwigzania.

1.

(a)

Znalezé wszystkie liczby naturalne n, takie, ze liczba n? + 1 jest pierwsza.
ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze liczba n jest taka, ze n3 + 1 jest liczba pierwsza.
Zachodzi n® +1 = (n+1)(n®> —n+1). Ale liczba n® + 1 jest pierwsza, wiec nie ma dzielnikow
innych niz 1,n3 + 1.
Mamy wiec dwie mozliwosci:
i.
n+l=1
Jezelin +1 =1, to n = 0, liczba 0% + 1 = 1 nie jest pierwsza.
ii.
n+1=n3+1
n+1l=n3+1,awiecn=n3n%>-n=0,nn—-1)(n+1) =0, tak wiec

n=—1lalbon=0albon=1

Liczba n jest naturalna, wiec n = —1 odpada, przypadek n = 0 rozwazyliSmy wczesniej,
pozostaje przypadek n = 1. Jezeli n = 1 to liczba 1% + 1 = 2 jest pierwsza.
Odpowiedz: Jedyng liczba n spelniajaca warunki zadania jest 1.
Znalezé wszystkie liczby naturalne n, takie, ze liczba n8 + 1 jest pierwsza.
ROZWIAZANIE. Zalozmy, ze n jest takie, ze n® + 1 jest pierwsza.
Niech k = n?. Oczywiscie liczba k jest naturalna, ponadto liczba k3 +1 = n® +1 jest pierwsza.
Liczba k spelnia wiec warunki podpunktu a) zadania. Stwierdzilismy, ze jedyna liczba spel-
niajaca te warunki jest 1, tak wiec k = 1.
Zachodzi n? = k = 1, a liczba n jest dodatnia, a wiec n = 1.
Z drugiej strony dla n = 1 liczba 16 + 1 = 2 jest pierwsza.
Odpowiedz: Jedyng liczba n spelniajaca warunki zadania jest 1.

2. Dany jest wypukly czworokat ABCD. Punkty K, L, M, N sg $rodkami bokéw AB, BC,CD,DA

odpowiednio, punkt P jest punktem przeciecia KM i LN. Wykazaé¢, ze punkt P jest $rodkiem
odcinka KM i §rodkiem odcinka LN.

DowOD. Zachodzi réwnosé

|AK| |AN] 1

|AB|  |AD| 2

wiec z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika

KN||BD

Podobnie

|ICL] |[CM| 1

ICB| ~ |cD| ~ 2



wiec LM||BD.
Tak wiec KN||BD||LM, zatem KN||LM.

C Analogicznie dowodzimy, ze M N||AC, KL||AC, wiec MN||K L. Czwo-

rokat KLMN jest wiec rownolegltobokiem, ktérego przekatnymi sa od-
[, cinki KM i LN. W réwnolegloboku przekatne przecinaja si¢ w potowie,
a wiec punkt przeciecia przekatnych P jest Srodkiem odcinka K M i $rod-
kiem odcinka LN.

3. Liczba naturalna zapisana w systemie dziesietnym abedef (kolejnymi jej cyframi sa a,b,c, d, e, f)
jest podzielna przez 13. Wykazaé, ze rowniez liczba de fabe jest podzielna przez 13.

DowoOD. Zauwazmy, ze

abede f + de fabc = 1000abc + def + 1000def + abc = 1001 (abc + def) = 13 - 77(abc + def)

Liczba abcdef jest podzielna przez 13 i liczba abedef + defabe jest podzielna przez 13. Liczba
defabc = (abedef + defabc) — abedef jest wiec podzielna przez 13 jako réznica liczb podzielnych
przez 13. |

4. Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a,b, ¢) spelniajace uktad réwnan
—3a% + 52 +13c¢2 =0
Ta? — 116% — 28¢%> =0
ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze liczby rzeczywiste a,b,c spelniaja dany uklad réwnan. Liczby te
spelniaja réwniez réwnanie
7(=3a” + 5b% + 13¢?) + 3(7a® — 110* — 28¢*) =0
Redukujemy
7(=3a® 4 5b% + 13¢®) + 3(7a® — 110 — 28¢?) = —21a” + 35b% + 91¢* + 21a? — 33b? — 84¢? = 2% + 7¢2
Otrzymujemy réwnanie 2b2 4+ 7¢? = 0.
Jezeli x jest liczba rzeczywista, to 22 > 0, przy czym z? = 0 tylko jezeli z = 0. A wiec
2b° +7¢* =0
jest spelnione tylko jezeli b=01c = 0.
Podstawmy b = 0,c = 0 do pierwszego réwnania uktadu:
—3a®>+5-0+13-0=0

—3a®> =0
a wiec a®? =0, a = 0.
Oczywiscie trojka (a,b,c) = (0,0,0) spelnia réwnania.

Odpowiedz: Jedyna trojka liczb spelniajacych dany uklad réwnan jest (0,0, 0).



5. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku C' ma miare 45° oraz |AB| = 1. Punkty D, E
leza na bokach BC, AC odpowiednio, oraz AD 1 BC, BE 1 AC. Obliczy¢ |DE|, odpowiedz
uzasadnic.

I RozwiAZANIE Niech H oznacza punkt przeciecia prostych BE i AD. Trojkat ABC jest ostrokatny,
wiec H lezy na odcinkach BE i AD.

Policzmy troche katow:
/EAH = /DAC = 180° — LACD — ZADC = 180° — 45° — 90° = 45°

/AHE =180° — ZHEA — ZHAE = 180° — 90° — 45° = 45°

Analogicznie
/HBD = /BHD = 45°

Trojkaty AHE, BHD sy prostokatne réwnoramienne, w szczeg6lnosci sa podobne, wiec

|EH|  |DH|
|HA|  |HB

Ponadto z tw. o kacie przylegtym
/AHB = /EHD = 135°
Na mocy cechy bok-kat-bok podobienistwa trojkatow
AFHD ~ ANAHB

Uzyskujemy zatem proporcje
|DE| |EH| 1
|AB]  [AH| 2
Ostatnia rownos¢ wynika z tw. Pitagorasa zastosowanego do tréjkata AEH.
W zadaniu mamy réwnosé¢ |[AB| =1, stad |DE| = %

II ROZWIAZANIE

Fakt W trajkgcie prostokgtnym Srodek przeciwprostokginej jest réwno oddalony od wszystkich
trzech wierzchotkow trajkgta.

DowOD FAKTU Wezmy trojkat prostokatny ABC, przy czym niech kat przy wierzchotku C bedzie
prosty. Niech M oznacza $rodek przeciwprostokatnej AB.

Wiemy, ze |[AM| = |BM]|, pozostaje udowodni¢ |[AM| = |CM].

Niech E oznacza $rodek boku AC. Z twierdzenie odwrotnego do twierdzenia Talesa wiemy, ze
ME||BC, gdyz ll’zjgl‘ = % = 3. Ale trojkat jest prostokatny, czyli M E||BC L AC. Tym samym
ME 1 AC.

Whioskujemy, ze ZCEM = ZAEM = 90°. Ponadto wiemy, ze |CE| = |EA| i |ME| = |ME|. Na
mocy cechy przystawania trojkatéw bok-kat-bok stwierdzamy, ze trojkaty CEM i AEM sa przy-
stajace, a wiec |CM| = |AM]|. [

Niech M oznacza $rodek boku AB. Trojkaty ADB, AEB sa pro-
stokatne o przeciwprostokatnej AB, wiec z faktu wynika

\MD| = |MA| = |MB| i [ME| = |MA| = |MB|

|IMA|=|MB|=|MD|=|ME|

Punkty A, B, D, E leza wiec na okregu o promieniu |[AM| =1/21
srodku w M.
Chcemy teraz policzy¢ miare kata ZEM D.




Obliczamy /DAE = Z/DAC = 180° — 90° — 45° = 45°. Katy ZDAFE i ZDME to kat wpisany i
srodkowy oparte na tym samym ltuku, a wiec

/DME=2-/DAE =2-45° =90°
Trojkat DME jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, o ramionach dtugosci 1/2, wiec jego
przeciwprostokatna DE ma dtugo$é v/2-1/2 = v/2/2.

. Liczby 1,2,3,4,5,6,7,8,9 rozbito na trzy grupy tak, ze w kazdej grupie sa po trzy liczby. Wykazag,
ze iloczyn liczb pewnej grupy jest nie mniejszy niz 72.

DowOD. Rozwazmy iloczyny 41, 42,43 liczb z pierwszej, drugiej, trzeciej grupy. Wiemy, ze
i1 -dg-ig=1-2-3-4-5-6-7-8-9="72%.70 = 362880
Zalozmy teraz, ze wszystkie iloczyny sa mniejsze niz 72:
11,1%2,13 < 72

Liczby 41,12, i3 sa naturalne, wiec
i1,12,13 < 71
362880 = iy - iy - i3 < 71% = 357911
Ale 362880 > 357911. Sprzecznosc!

Zalozenie, ze wszystkie iloczyny sa mniejsze od 72 doprowadza do sprzecznosci, a zatem ktorys z
tych trzech iloczynéw musi byé nie mniejszy niz 72.

Uwaga: Kogos moze razi¢ operowanie na liczbach tak duzych jok 362880,357911. Ponizej krotki
dowdd nieréwnosci 722 - 70 > 712 bez brutalnego przeliczenia.

722.70 =72-(72-70) =72- (7T14+1)- (71 -1) =72- (7112 = 1) = 72- 712 =72 = 713 4 712 =72 > 713

[ii]



