
II Konkurs Matematyczny

Politechniki Biaªostockiej

Etap I � gimnazjum � rozwi¡zania.

1. (a) Znale¹¢ wszystkie liczby naturalne n, takie, »e liczba n3 + 1 jest pierwsza.

Rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e liczba n jest taka, »e n3 + 1 jest liczb¡ pierwsz¡.

Zachodzi n3 + 1 = (n + 1)(n2−n + 1). Ale liczba n3 + 1 jest pierwsza, wi¦c nie ma dzielników
innych ni» 1, n3 + 1.
Mamy wi¦c dwie mo»liwo±ci:

i.
n + 1 = 1

Je»eli n + 1 = 1, to n = 0, liczba 03 + 1 = 1 nie jest pierwsza.

ii.
n + 1 = n3 + 1

n + 1 = n3 + 1, a wi¦c n = n3, n3 − n = 0, n(n− 1)(n + 1) = 0, tak wi¦c

n = −1 albo n = 0 albo n = 1

Liczba n jest naturalna, wi¦c n = −1 odpada, przypadek n = 0 rozwa»yli±my wcze±niej,
pozostaje przypadek n = 1. Je»eli n = 1 to liczba 13 + 1 = 2 jest pierwsza.

Odpowied¹: Jedyn¡ liczb¡ n speªniaj¡c¡ warunki zadania jest 1.

(b) Znale¹¢ wszystkie liczby naturalne n, takie, »e liczba n6 + 1 jest pierwsza.

Rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e n jest takie, »e n6 + 1 jest pierwsza.

Niech k = n2. Oczywi±cie liczba k jest naturalna, ponadto liczba k3 +1 = n6 +1 jest pierwsza.

Liczba k speªnia wi¦c warunki podpunktu a) zadania. Stwierdzili±my, »e jedyn¡ liczb¡ speª-
niaj¡c¡ te warunki jest 1, tak wi¦c k = 1.
Zachodzi n2 = k = 1, a liczba n jest dodatnia, a wi¦c n = 1.
Z drugiej strony dla n = 1 liczba 16 + 1 = 2 jest pierwsza.

Odpowied¹: Jedyn¡ liczb¡ n speªniaj¡c¡ warunki zadania jest 1.

2. Dany jest wypukªy czworok¡t ABCD. Punkty K, L,M,N s¡ ±rodkami boków AB, BC, CD, DA
odpowiednio, punkt P jest punktem przeci¦cia KM i LN . Wykaza¢, »e punkt P jest ±rodkiem
odcinka KM i ±rodkiem odcinka LN .

Dowód. Zachodzi równo±¢
|AK|
|AB|

=
|AN |
|AD|

=
1
2

wi¦c z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika

KN ||BD

Podobnie
|CL|
|CB|

=
|CM |
|CD|

=
1
2



wi¦c LM ||BD.

Tak wi¦c KN ||BD||LM , zatem KN ||LM .
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Analogicznie dowodzimy, »e MN ||AC, KL||AC, wi¦c MN ||KL. Czwo-
rok¡t KLMN jest wi¦c równolegªobokiem, którego przek¡tnymi s¡ od-
cinki KM i LN . W równolegªoboku przek¡tne przecinaj¡ si¦ w poªowie,
a wi¦c punkt przeci¦cia przek¡tnych P jest ±rodkiem odcinka KM i ±rod-
kiem odcinka LN .

�

3. Liczba naturalna zapisana w systemie dziesi¦tnym abcdef (kolejnymi jej cyframi s¡ a, b, c, d, e, f)
jest podzielna przez 13. Wykaza¢, »e równie» liczba defabc jest podzielna przez 13.

Dowód. Zauwa»my, »e

abcdef + defabc = 1000abc + def + 1000def + abc = 1001(abc + def) = 13 · 77(abc + def)

Liczba abcdef jest podzielna przez 13 i liczba abcdef + defabc jest podzielna przez 13. Liczba
defabc = (abcdef + defabc) − abcdef jest wi¦c podzielna przez 13 jako ró»nica liczb podzielnych
przez 13. �

4. Znale¹¢ wszystkie trójki liczb rzeczywistych (a, b, c) speªniaj¡ce ukªad równa«{
−3a2 + 5b2 + 13c2 = 0
7a2 − 11b2 − 28c2 = 0

Rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e liczby rzeczywiste a, b, c speªniaj¡ dany ukªad równa«. Liczby te
speªniaj¡ równie» równanie

7(−3a2 + 5b2 + 13c2) + 3(7a2 − 11b2 − 28c2) = 0

Redukujemy

7(−3a2 +5b2 +13c2)+3(7a2− 11b2− 28c2) = −21a2 +35b2 +91c2 +21a2− 33b2− 84c2 = 2b2 +7c2

Otrzymujemy równanie 2b2 + 7c2 = 0.

Je»eli x jest liczb¡ rzeczywist¡, to x2 ≥ 0, przy czym x2 = 0 tylko je»eli x = 0. A wi¦c

2b2 + 7c2 = 0

jest speªnione tylko je»eli b = 0 i c = 0.

Podstawmy b = 0, c = 0 do pierwszego równania ukªadu:

−3a2 + 5 · 0 + 13 · 0 = 0

−3a2 = 0

a wi¦c a2 = 0, a = 0.

Oczywi±cie trójka (a, b, c) = (0, 0, 0) speªnia równania.

Odpowied¹: Jedyn¡ trójk¡ liczb speªniaj¡cych dany ukªad równa« jest (0, 0, 0).



5. W trójk¡cie ostrok¡tnym ABC k¡t przy wierzchoªku C ma miar¦ 45◦ oraz |AB| = 1. Punkty D,E
le»¡ na bokach BC, AC odpowiednio, oraz AD ⊥ BC, BE ⊥ AC. Obliczy¢ |DE|, odpowied¹
uzasadni¢.

I Rozwi¡zanie Niech H oznacza punkt przeci¦cia prostych BE i AD. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny,
wi¦c H le»y na odcinkach BE i AD.

Policzmy troch¦ k¡tów:

∠EAH = ∠DAC = 180◦ − ∠ACD − ∠ADC = 180◦ − 45◦ − 90◦ = 45◦

∠AHE = 180◦ − ∠HEA− ∠HAE = 180◦ − 90◦ − 45◦ = 45◦

Analogicznie
∠HBD = ∠BHD = 45◦

Trójk¡ty AHE, BHD s¡ prostok¡tne równoramienne, w szczególno±ci s¡ podobne, wi¦c

|EH|
|HA|

=
|DH|
|HB|

Ponadto z tw. o k¡cie przylegªym

∠AHB = ∠EHD = 135◦

Na mocy cechy bok-k¡t-bok podobie«stwa trójk¡tów

4EHD ' 4AHB

Uzyskujemy zatem proporcj¦
|DE|
|AB|

=
|EH|
|AH|

=
1√
2

Ostatnia równo±¢ wynika z tw. Pitagorasa zastosowanego do trójk¡ta AEH.

W zadaniu mamy równo±¢ |AB| = 1, st¡d |DE| = 1√
2
.

II Rozwi¡zanie

Fakt W trójk¡cie prostok¡tnym ±rodek przeciwprostok¡tnej jest równo oddalony od wszystkich

trzech wierzchoªków trójk¡ta.

Dowód faktu We¹my trójk¡t prostok¡tny ABC, przy czym niech k¡t przy wierzchoªku C b¦dzie
prosty. Niech M oznacza ±rodek przeciwprostok¡tnej AB.

Wiemy, »e |AM | = |BM |, pozostaje udowodni¢ |AM | = |CM |.
Niech E oznacza ±rodek boku AC. Z twierdzenie odwrotnego do twierdzenia Talesa wiemy, »e

ME||BC, gdy» |AM |
|AC| = |AE|

|AC| = 1
2 . Ale trójk¡t jest prostok¡tny, czyli ME||BC ⊥ AC. Tym samym

ME ⊥ AC.

Wnioskujemy, »e ∠CEM = ∠AEM = 90◦. Ponadto wiemy, »e |CE| = |EA| i |ME| = |ME|. Na
mocy cechy przystawania trójk¡tów bok-k¡t-bok stwierdzamy, »e trójk¡ty CEM i AEM s¡ przy-
staj¡ce, a wi¦c |CM | = |AM |. �

Niech M oznacza ±rodek boku AB. Trójk¡ty ADB, AEB s¡ pro-
stok¡tne o przeciwprostok¡tnej AB, wi¦c z faktu wynika

|MD| = |MA| = |MB| i |ME| = |MA| = |MB|

|MA| = |MB| = |MD| = |ME|

Punkty A, B,D, E le»¡ wi¦c na okr¦gu o promieniu |AM | = 1/2 i
±rodku w M . A

B

C

D

E

M

Chcemy teraz policzy¢ miar¦ k¡ta ∠EMD.



Obliczamy ∠DAE = ∠DAC = 180◦ − 90◦ − 45◦ = 45◦. K¡ty ∠DAE i ∠DME to k¡t wpisany i
±rodkowy oparte na tym samym ªuku, a wi¦c

∠DME = 2 · ∠DAE = 2 · 45◦ = 90◦

Trójk¡t DME jest trójk¡tem prostok¡tnym równoramiennym, o ramionach dªugo±ci 1/2, wi¦c jego
przeciwprostok¡tna DE ma dªugo±¢

√
2 · 1/2 =

√
2/2.

6. Liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 rozbito na trzy grupy tak, »e w ka»dej grupie s¡ po trzy liczby. Wykaza¢,
»e iloczyn liczb pewnej grupy jest nie mniejszy ni» 72.

Dowód. Rozwa»my iloczyny i1, i2, i3 liczb z pierwszej, drugiej, trzeciej grupy. Wiemy, »e

i1 · i2 · i3 = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 722 · 70 = 362880

Zaªó»my teraz, »e wszystkie iloczyny s¡ mniejsze ni» 72:

i1, i2, i3 < 72

Liczby i1, i2, i3 s¡ naturalne, wi¦c
i1, i2, i3 ≤ 71

362880 = i1 · i2 · i3 ≤ 713 = 357911

Ale 362880 > 357911. Sprzeczno±¢!

Zaªo»enie, »e wszystkie iloczyny s¡ mniejsze od 72 doprowadza do sprzeczno±ci, a zatem który± z
tych trzech iloczynów musi by¢ nie mniejszy ni» 72.

Uwaga: Kogo± mo»e razi¢ operowanie na liczbach tak du»ych jak 362880, 357911. Poni»ej krótki

dowód nierówno±ci 722 · 70 > 713 bez brutalnego przeliczenia.

722 · 70 = 72 · (72 · 70) = 72 · (71+1) · (71− 1) = 72 · (712− 1) = 72 · 712− 72 = 713 +712− 72 > 713

�
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