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Zadania etapu korespondencyjnego - gimnazjum -

rozwi¡zania

1. Etap korespondencyjny konkursu matematycznego cieszyª si¦ du»ym zaintereso-
waniem � wystartowaªo w nim a» 2011 uczestników. Udowodnij, »e w konkursie
wzi¦li udziaª uczniowie co najmniej 50 szkóª lub z pewnej szkoªy wystartowaªo
a» 42 uczniów.

Rozwi¡zanie.

Przypu±¢my (wbrew tezie zadania), »e w konkursie wystartowali uczniowie z co
najwy»ej 49 szkóª, przy czym z ka»dej co najwy»ej 41 uczniów. �¡cznie w kon-
kursie wystartowaªo zatem nie wi¦cej ni» 49 × 41 = 2009 uczniów. Przeczy to
zaªo»eniu, »e byªo 2011 uczestników.

2. Ile maksymalnie liczb pierwszych mo»e wyst¡pi¢ w±ród dziesi¦ciu kolejnych liczb
caªkowitych?

Rozwi¡zanie.

Przez liczb¦ pierwsz¡ rozumiemy tu liczb¦ caªkowit¡ p > 1, której jedynymi
dzielnikami s¡ 1 oraz p. W±ród dziesi¦ciu kolejnych dodatnich liczb caªkowitych
jest pi¦¢ liczb parzystych i pi¦¢ nieparzystych. W±ród pi¦ciu liczb parzystych co
najwy»ej jedna jest pierwsza (mo»e ni¡ by¢ tylko 2!). Z drugiej strony w±ród dzie-
si¦ciu kolejnych liczb wyst¦puj¡ przynajmniej trzy kolejne wielokrotno±ci trójki.
S¡ to liczby postaci 3k, 3k+ 3, 3k+ 6. Dwie ostatnie s¡ ró»nej parzysto±ci i obie
s¡ wi¦ksze od 3. Jedna z nich jest zatem nieparzyst¡ liczb¡ zªo»on¡. Tak wi¦c
w±ród dziesi¦ciu kolejnych dodatnich liczb caªkowitych s¡ co najwy»ej cztery nie-
parzyste liczby pierwsze. �¡cznie z dwójk¡ mo»emy zatem otrzyma¢ co najwy»ej
pi¦¢ liczb pierwszych. Ci¡g

2,3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10,11

zawiera dokªadnie pi¦¢ liczb pierwszych.

3. Czy istnieje trójk¡t prostok¡tny, którego boki i wysoko±¢ opuszczona z wierz-
choªka o k¡cie prostym maj¡ dªugo±ci caªkowite?

Rozwi¡zanie.

Je»eli przyprostok¡tne trójk¡ta maj¡ dªugo±ci a i b za± przeciwprostok¡tna ma
dªugo±¢ c, to wysoko±¢ opuszczona na przeciwprostok¡tn¡ ma dªugo±¢ h = ab/c.
Wynika st¡d, »e je±li a, b, c s¡ liczbami caªkowitymi, to h jest liczb¡ wymiern¡.
Zauwa»my, »e je±li k jest dowoln¡ liczb¡ dodatni¡, to ka, kb, kc s¡ dªugo±ciami



boków podobnego trójk¡ta o wysoko±ci kh. Tak wi¦c dla ka»dego trójk¡ta pro-
stok¡tnego o caªkowitych dªugo±ciach boków istnieje podobny trójk¡t, którego
wysoko±¢ jest te» dªugo±ci caªkowitej. Na przykªad z trójk¡ta o bokach 3, 4, 5

i wysoko±ci h = 12/5 otrzymujemy trójk¡t o bokach 15, 20, 25 i wysoko±ci 12.

4. Okr¦gi o1, o2 o ±rodkach w O1, O2 przecinaj¡ si¦ w punktach A i B. Póªprosta
O1A przecina o2 w L, a póªprosta O2A przecina o1 w K (K,L 6= A). Dowied¹, »e
prosta BA jest dwusieczn¡ k¡ta ^KBL.

Rozwi¡zanie.

Trójk¡ty AO1K i AO2L s¡ równoramienne oraz ^O1AK = ^O2AL - jako k¡ty
wierzchoªkowe. St¡d wynika, »e

^AO1K = 180◦ − 2^O1AK = 180◦ − 2^O2AL = ^AO2L.

Z twierdzenia o k¡cie wpisanym i ±rodkowym otrzymujemy

^ABK =
1

2
^AO1K =

1

2
^AO2L = ^ABL.

Prosta AB jest zatem dwusieczn¡ k¡ta KBL.

5. Dla dowolnych liczb x, y z przedziaªu (0, 1) udowodnij, »e xy − x − y < (xy)2 −
x2 − y2.

Rozwi¡zanie.

Poniewa» 0 < x, y < 1, wi¦c 0 < x2 < x i 0 < y2 < y. St¡d wynika, »e
0 < 1−x < 1−x2 oraz 0 < 1−y < 1−y2. Mno»¡c stronami ostatnie nierówno±ci
otrzymamy (1−x)(1−y) < (1−x2)(1−y2), czyli 1+xy−x−y < 1+x2y2−x2−y2.
Ostatecznie xy − x− y < (xy)2 − x2 − y2.

6. W pewnym pi¦ciok¡cie wypukªym wszystkie wierzchoªki maj¡ wspóªrz¦dne caª-
kowite. Wyka», »e:

(a) ±rodek jednej z przek¡tnych lub jednego z boków tego pi¦ciok¡ta równie» ma
wspóªrz¦dne caªkowite,

(b) pole tego pi¦ciok¡ta wynosi co najmniej 5
2
.

Rozwi¡zanie.

(a) Niech Ai(xi, yi), gdzie i = 1, 2, 3, 4, 5, b¦d¡ wierzchoªkami rozwa»anego pi¦-
ciok¡ta wypukªego W . W±ród pi¦ciu liczb caªkowitych x1, x2, x3, x4, x5 s¡
przynajmniej trzy tej samej parzysto±ci. Niech b¦d¡ to xi, xj, xk. W±ród
trzech liczb yi, yj, yk s¡ dwie tej samej parzysto±ci. Niech b¦d¡ to np. yi oraz
yj. W takiej sytuacji wierzchoªki Ai oraz Aj maj¡ pierwsze wspóªrz¦dne
oraz drugie wspóªrz¦dne b¦d¡ce liczbami caªkowitymi tej samej parzysto±ci.
�rodek odcinka AiAj ma wspóªrz¦dne (

xi+xj

2
,
yi+yj

2
) b¦d¡ce liczbami caªko-

witymi.



(b) Zauwa»my, »e trójk¡t T którego wierzchoªki maj¡ wspóªrz¦dne caªkowite ma
pole nie mniejsze ni» 1

2
. Istotnie, ka»dy taki trójk¡t jest wpisany w pewien

prostok¡t P , którego boki le»¡ na liniach siatki. Pole tego prostok¡ta jest
liczb¡ caªkowit¡. Aby obliczy¢ pole T nale»y od pola P odj¡¢ pola naro»-
nych trójk¡tów prostok¡tnych (trzech, dwóch lub jednego, w zale»no±ci od
poªo»enia wierzchoªków T ). Pole ka»dego z tych trójk¡tów jest liczb¡ postaci
m
2
, gdzie m jest caªkowite. St¡d pole T jest te» postaci m

2
, a wi¦c jest nie

mniejsze ni» 1
2
.

Z cz¦±ci (a) wynika, »e ±rodek S pewnego odcinka AiAj ma wspóªrz¦dne
caªkowite. Je±li S jest punktem wewn¦trznym W , to mamy pi¦¢ trójk¡tów
A1SA2, A2SA3,A3SA4, A4SA5, A5SA1 pokrywaj¡cych W , a wi¦c pole W >
5
2
.

Je±li S jest ±rodkiem pewnego boku, np. A1A2, to mamy podziaª W na
cztery trójk¡ty: SA1A5, SA2A3, SA3A4 i SA4A5. Punkty S,A2, A3, A4, A5

s¡ wierzchoªkami pi¦ciok¡ta wypukªego W ′. Z tych samych powodów co
W , wielok¡t W ′ mo»e by¢ podzielony na przynajmniej cztery trójk¡ty o
polach przynajmniej 1

2
ka»dy. Poniewa» W powstaje przez doª¡czenie do W ′

trójk¡ta SA1A5 otrzymujemy podziaª W na przynajmniej pi¦¢ trójk¡tów o
polach nie mniejszych ni» 1

2
, a wi¦c pole W > 5

2
.


