IIT Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Zadania etapu korespondencyjnego - gimnazjum -
rozwigzania

1. Etap korespondencyjny konkursu matematycznego cieszyt sie duzym zaintereso-
waniem — wystartowato w nim az 2011 uczestnikéw. Udowodnij, ze w konkursie
wzieli udzial uczniowie co najmniej 50 szkot lub z pewnej szkolty wystartowato
az 42 uczniow.

Rozwigzanie.

Przypusémy (wbrew tezie zadania), ze w konkursie wystartowali uczniowie z co
najwyzej 49 szkol, przy czym z kazdej co najwyzej 41 uczniéow. Lacznie w kon-
kursie wystartowato zatem nie wiecej niz 49 x 41 = 2009 ucznidéw. Przeczy to
zalozeniu, ze byto 2011 uczestnikéw.

2. Tle maksymalnie liczb pierwszych moze wystapi¢ wérdd dziesieciu kolejnych liczb
catkowitych?

Rozwigzanie.

Przez liczbe pierwsza rozumiemy tu liczbe catkowita p > 1, ktorej jedynymi
dzielnikami sa 1 oraz p. Wérdd dziesieciu kolejnych dodatnich liczb catkowitych
jest pie¢ liczb parzystych i pie¢ nieparzystych. Wsrdod pieciu liczb parzystych co
najwyzej jedna jest pierwsza (moze nig byé tylko 2!). Z drugiej strony wsrod dzie-
sieciu kolejnych liczb wystepuja przynajmniej trzy kolejne wielokrotnosci trojki.
Sa to liczby postaci 3k, 3k + 3, 3k + 6. Dwie ostatnie sa réznej parzystosci i obie
sa wieksze od 3. Jedna z nich jest zatem nieparzysta liczba ztozona. Tak wiec
wsrod dziesieciu kolejnych dodatnich liczb catkowitych sg co najwyzej cztery nie-
parzyste liczby pierwsze. Lacznie z dwojka mozemy zatem otrzymad co najwyzej
pie¢ liczb pierwszych. Ciag
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zawiera dokladnie pieé liczb pierwszych.
3. Czy istnieje trojkat prostokatny, ktorego boki i wysoko$é opuszczona z wierz-
chotka o kacie prostym maja dtugosci catkowite?

Rozwigzanie.

Jezeli przyprostokatne trojkata maja dlugosci a i b za$ przeciwprostokatna ma
dtugosé ¢, to wysokosé opuszczona na przeciwprostokatna ma dtugosé h = ab/c.
Wynika stad, ze jesli a, b, ¢ sa liczbami catkowitymi, to h jest liczbg wymierna.
Zauwazmy, ze jesli k jest dowolng liczbg dodatnia, to ka, kb, kc sa dtugosciami



bokéw podobnego trojkata o wysokosci kh. Tak wiec dla kazdego trojkata pro-
stokatnego o caltkowitych dtugosciach bokoéw istnieje podobny trojkat, ktorego
wysokos¢ jest tez dlugosci catkowitej. Na przyktad z trojkata o bokach 3,4,5
i wysokosci h = 12/5 otrzymujemy trojkat o bokach 15,20, 25 i wysokosci 12.

. Okregi 01,00 0 $rodkach w Oy, Oy przecinaja sie w punktach A i B. Potprosta
O1 A przecina o, w L, a polprosta Oy A przecina o, w K (K, L # A). Dowiedz, ze
prosta BA jest dwusieczna kata <K BL.

Rozwigzanie.

Trojkaty AO1K i AOoL sy rownoramienne oraz <<O1AK = <O5AL - jako katy
wierzchotkowe. Stad wynika, ze

<AO K = 180° — 2<O1AK = 180° — 2O, AL = <AO, L.
7 twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym otrzymujemy
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Prosta AB jest zatem dwusieczna kata K BL.

. Dla dowolnych liczb z,y z przedzialu (0,1) udowodnij, ze zy —x —y < (zy)* —
2 — g2
Rozwigzanie.
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Poniewaz 0 < z,y < 1, wiec 0 < 2?2 < 210 < 3*> < y. Stad wynika, ze

0<l—2z<1l-2?0raz0<1-—y < 1—y% Mnozgc stronami ostatnie nieréwnosci

otrzymamy (1—z)(1—y) < (1—2?)(1—y?), czyli 1+ay—x—y < 1+22y*— 2?2 —1>°.

Ostatecznie 2y —z —y < (zy)? — 2% — y*.
. W pewnym pieciokacie wypukltym wszystkie wierzchotki maja wspotrzedne cal-
kowite. Wykaz, ze:

(a) srodek jednej z przekatnych lub jednego z bokow tego pieciokata rowniez ma
wspotrzedne catkowite,

(b) pole tego pieciokata wynosi co najmniej 2.
Rozwigzanie.

(a) Niech A;(z;,v:), gdzie i = 1,2,3,4,5, beda wierzchotkami rozwazanego pie-
ciokata wypuklego W. Wsrod pieciu liczb calkowitych zq,x9, x5, 24, 25 sa
przynajmniej trzy tej samej parzystosci. Niech beda to z;,x;, x;. Wsrod
trzech liczb y;, y;, yx sa dwie tej same]j parzystosci. Niech bedg to np. y; oraz
y;. W takiej sytuacji wierzchotki A; oraz A; maja pierwsze wspotrzedne
oraz drugie wspolrzedne bedace liczbami catkowitymi tej samej parzystosci.

Srodek odcinka A;A; ma wspotrzedne (xi+xj

! ,_yi;“yﬂ') bedace liczbami calko-

witymi.



(b) Zauwazmy, ze trojkat T' ktorego wierzcholki maja wspohrzedne catkowite ma
pole nie mniejsze niz % Istotnie, kazdy taki trojkat jest wpisany w pewien
prostokat P, ktorego boki leza na liniach siatki. Pole tego prostokata jest
liczba catkowita. Aby obliczyé¢ pole T nalezy od pola P odjaé¢ pola naroz-
nych trojkatow prostokatnych (trzech, dwoch lub jednego, w zaleznosci od
potozenia wierzchotkow T'). Pole kazdego z tych trojkatow jest liczba postaci

%, gdzie m jest catkowite. Stad pole T' jest tez postaci 7, a wigc jest nie

mniejsze niz %

Z czesci (a) wynika, ze srodek S pewnego odcinka A;A; ma wspolrzedne
catkowite. Jesli S jest punktem wewnetrznym W, to mamy pie¢ trojkatow
A1SAg, AySA3,A3S Ay, AySAs, AsSAq pokrywajacych W, a wiec pole W >
g

Jesli S jest srodkiem pewnego boku, np. A;As, to mamy podzial W na
cztery trojkaty: SA1As, SAxAs, SA3A, 1 SALAs. Punkty S, Ao, Az, Ay, As
sg wierzchotkami pieciokgta wypuklego W’. Z tych samych powodow co
W, wielokat W’ moze by¢ podzielony na przynajmniej cztery trojkaty o
polach przynajmniej % kazdy. Poniewaz W powstaje przez dotaczenie do W’
trojkata SA; Ay otrzymujemy podzial W na przynajmniej pie¢ trojkatéw o
polach nie mniejszych niz %, a wiec pole W > g



