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1. Wstep

Algebra byta pierwszym przedmiotem, ktory prowadzitem na Politechnice Biato-
stockiej. Poczatkowo byly to zwykte ¢wiczenia polegajace na rozwigzywaniu zadan
przy tablicy. Z czasem w programie studiow pojawily si¢ jednak pracownie specja-
listyczne, ktorych celem byto pokazanie, jak radzi¢ sobie z podobnymi problemami
przy uzyciu komputera. W tej ksigzce przedstawiam oba podejscia do zadan — tra-
dycyjne rachunki wykonywane r¢cznie oraz implementacj¢ rozwigzan w systemie
SageMath.

W czasie zaje¢ przekonatem sig, jak wiele korzysci daje wspotpraca. Niektore
tematy znalazly si¢ w moich notatkach tylko dlatego, Zze kto§ o nie zapytat. Catos¢
powstawala na podstawie kontaktu ze studentami, ich potrzeb dotyczacych materia-
tow, a nawet bledow, ktore popehniali. Na poczatku zachgcatem do zadawania pytan,
a nastegpnie umieszczalem odpowiedzi na stronie kursu. Dawato nam to motywacj¢
do tego, aby wspdlnie si¢ czegos$ nauczy¢. Uwazam, ze podobnie powinna wygladac¢
wspOltpraca migdzy rowiesnikami — warto pomagac sobie nawzajem i spgdzac razem
czas, poniewaz wymiana do§wiadczen pozwala dostrzec réozne sposoby podej$cia
do tego samego zagadnienia.

Jak natomiast moze wyglada¢ samodzielna nauka? Czgsto najwigkszym wyzwa-
niem jest samo rozpoczecie tego procesu. Jest to zrozumiate — studia wymagaja wiel-
kiego wysitku, poniewaz w ich trakcie z reguty spotykamy si¢ z zagadnieniami, kto-
rych nigdy wcze$niej nie widzieliémy. Podzielg si¢ metoda, ktora sprawdzata sie
u mnie, gdy przygotowywatem si¢ do egzamindw ustnych, kiedy zazwyczaj trzeba
bylo nauczy¢ si¢ na pamie¢ kilkudziesieciu stron definicji, twierdzen i ich dowoddw.
Postepowatem wtedy zgodnie ze schematem: 1) intuicyjne zrozumienie tematu i po-
wigzan migdzy pojeciami, 2) zapisanie materialu w uporzadkowanej formie, 3) nau-
czenie si¢ go na pamiec oraz — co najwazniejsze — 4) ponowne przepisanie wszyst-
kiego z pamigci. Dopiero ten ostatni etap pokazywal, jak wiele szczegotow umyka
przy zrozumieniu wytacznie intuicyjnym.

Kazdy ma swoj wlasny styl uczenia si¢ — dlatego warto poszukiwa¢ metod, ktore
dzialaja na nas najlepiej. W duzej mierze to od ilo$ci poswieconego czasu zalezy,
jak wiele uda nam si¢ osiggna¢. Zdarzenia z przeszto$ci nie majg az tak wielkiego
wptywu na caly ten proces. Co jednak zrobi¢, gdy napotkamy bariere, ktorej nie po-
trafimy przekroczy¢? Wtedy pomocna moze by¢ rada, ktorg ustyszatem kiedys



od jednego z nauczycieli: ,,Jesli czegos nie rozumiesz, naucz si¢ tego na pamigc.
Zrozumiesz pozniej”. Przede wszystkim nie warto koncentrowac¢ si¢ na wlasnych
ograniczeniach, lecz stara¢ si¢ robi¢ tyle, na ile w danej sytuacji pozwalaja nasze
mozliwosci.

W ksiazce omowimy wiele poje¢ dotyczacych podstaw algebry. Przyktadowo
w kolejnym rozdziale przyjrzymy si¢ dzialaniom i ich wlasno$ciom, takim jak tacz-
nos¢ czy przemienno$¢. Dlaczego warto to robi¢? Po pierwsze, aby takie pojecia
uporzadkowaé. Pamigtam, ze w szkole $redniej styszatem podobne zwroty, jednak
wtedy wydawaly mi si¢ one bardziej ,,rozmyte”. Mialem tez tendencje¢, by skupiac
si¢ na pytaniu: Co to robi? Obecnie natomiast, gdy spotykam si¢ z nowa definicja,
zaczynam od pytania: Co to jest? Czy jest to zbior, liczba, wektor, a moze funkcja?
Dlatego teraz w definicji dzialania najwazniejsza informacja jest dla mnie to, Ze jest
ono funkcja, a dopiero pozniej zaczynam si¢ zastanawiac, jakie ma wlasnos$ci.

Drugim powodem jest dgzenie do uogolnienia tych pojeé. Kiedy$ dziatanie ko-
jarzylo mi si¢ gtownie z dodawaniem iodejmowaniem. Okazuje si¢ natomiast,
ze mozna je definiowa¢ w rozny sposob na dowolnych zbiorach (pod warunkiem,
ze spehnia definicje) — wowczas mozemy wykonywac¢ dziatania nawet na obiektach,
ktoére nie sa liczbami. Dobrym przykitadem sa podzielno$¢ liczb i podzielnos¢ wie-
lomiandéw — pojecia te sa analogiczne, a jedno stanowi uogoélnienie drugiego. Cza-
sem studenci moéwia, ze na studiach pojawia si¢ jaka§ ,,inna matematyka”.
Moze tak si¢ wydawaé, poniewaz material wprowadzany jest szybko i w duzych
porcjach. W rzeczywisto$ci jest to jednak naturalna kontynuacja tresci ze szkotly
$redniej, tylko ujeta bardziej ogdlnie. Dlatego tak wazne jest dokladne zrozumienie
podstaw, aby p6zniej nie zgubic si¢ w gaszczu nowych zagadnien.

Skrypt ten powstat z mys$la o studentach kierunkéw $cistych i stanowi uzupel-
nienie wykladu z algebry. Szczegdlne podzigkowania kieruj¢ do profesora Ryszarda
Mazurka, ktorego bogate materiaty, porzadna organizacja zaje¢ i spokojne, zyczliwe
podejscie wiele mnie nauczyly oraz stanowily zachete do dalszego rozwoju.

Rozpoczniemy od przeanalizowania podstawowych struktur algebraicznych, ta-
kich jak grupa, cialo ipierscien. Pozwola one wprowadzi¢ organizacje pojec,
co umozliwi nam pdzniej tworzenie obiektow o wspdlnych cechach. Nastepnie omo-
wimy macierze oraz ich wilasnosci, dzieki czemu poznamy narzedzia potrzebne
do analizy bardziej zlozonych zagadnien w matematyce wyzszej. Materiat na stu-
diach moze momentami wydawac si¢ przyttaczajacy, ale warto podchodzi¢ do niego
spokojnie i przyswajac go regularnie, w niewielkich porcjach i we wlasnym tempie.
Warto spojrze¢ na proces uczenia si¢ nie jak na obowiazek, lecz jak na okazj¢ do po-
znania czego$ nowego i ciekawego.

Jestes wyjatkowa i warto§ciowa osoba! &



2. Grupy i permutacje

2.1. Dziatania i grupy

Jednym z podstawowych narzedzi w matematyce jest zbior. Jest to tzw. pojecie pier-
wotne, ktorego si¢ nie definiuje. Zbior rozumiemy intuicyjnie jako zestaw pewnych
elementow, ktorymi mogg by¢ dowolne obiekty (liczby, figury, funkcje itp.). Zbiory
mozemy podzieli¢ na skoficzone i nieskoficzone. Na przyklad zbior X = {1, 2, 3} jest
skonczony i sklada si¢ z trzech elementow — sa to liczby 1, 2 oraz 3 (piszemy wow-
czas 1,2, 3 € X). Przyktadem zbioru nieskonczonego jest natomiast zbior liczb na-
turalnych' N = {0,1,2,...}.

Dzialania wprowadzamy, aby wykonywa¢ operacje na elementach danego
zbioru. Od tej pory dzialanie bedziemy rozumie¢ jako konkretne odwzorowanie —
czyli funkcje. Zobaczmy to na przyktadzie — dobrze wiemy, ze spelniona jest row-
nos$¢ 4 + 3 = 7. Mozemy odczytac jg nastgpujgco: funkcja o nazwie ,,+” przyjmuje
dwa argumenty bedace liczbami naturalnymi 4 i 3, a nast¢pnie zwraca wynik
réwny 7. Zatem standardowe dzialanie ,,4-” mozna zapisa¢ jako odwzorowanie:

+: NXN - N,

ktore jako argumenty przyjmuje dwie dowolne liczby naturalne? i zwraca wynik na-
lezacy do zbioru liczb naturalnych.

Wyrozniamy dwa istotne rodzaje dziatan: addytywne i multiplikatywne. Pierw-
sze z nich zachowuje si¢ jak standardowe dzialanie dodawania ,,+”. Powiemy,
ze w zbiorze X, na ktorym jest ono okreslone, istnieje pewien odpowiednik liczby 0,
ktory nie zmienia wyniku dziatania. Ponadto dla kazdego elementu x € X mozna
wskaza¢ element przeciwny (—x), spelniajacy warunek x + (—x) = 0. Dzialanie
multiplikatywne jest natomiast podobne do standardowego dziatania mnozenia ,,-” —
w zbiorze X znajduje si¢ wtedy element 1, ktory nie wptywa na wynik tego dziatania,

! Czasem przyjmuje sie, ze zbidr liczb naturalnych nie zawiera liczby 0, dlatego zawsze na-
lezy doprecyzowac to pojgcie.

2 Produkt kartezjanski X X Y = {(x,y): x € X A y € Y} jest zbiorem par uporzadkowanych,
wiec elementem zbioru N X N jest dowolna para liczb naturalnych (m, n), gdzie m,n € N.
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oraz dla kazdego elementu x € X (réznego od 0) istnieje element odwrotny x 1,

takize x - x~1 = 1.

W tym rozdziale uporzadkujemy podstawowe pojgcia zwigzane z dziataniami
i na tej podstawie wprowadzimy definicj¢ grupy. Dzigki temu zobaczymy, ze r6zne
obiekty (takie jak liczby, funkcje czy macierze) mogg mie¢ pewne wspdlne wlasno-
$ci. Umozliwi nam to traktowanie ich w podobny sposob i postugiwanie si¢ jednym
wspolnym jezykiem.

2.1.1. Wtasnosci dziatania
Definicja. Dziataniem wewngtrznym w zbiorze X nazywamy odwzorowanie:

o X XX —-X.

Wynik dziatania® dla dwoch elementéw x,y € X to wartos$é tego odwzorowania,
ktorg zapisujemy jako o (x,y) lub pro$ciej: x o y.

Przyktad 2.1

Dziatanie standardowego dodawania ,,+” nie jest wewnetrzne w zbiorze X = {0, 1, 2},
poniewaz mozemy wskaza¢ dwa elementy 1,2 € X nalezace do tego zbioru,
dla ktoérych wynik dziatania, czyli:

1+2=3¢X,

nie nalezy do zbioru X.

Wprowadzimy teraz nazewnictwo dotyczace wilasnosci dziatania wewngtrz-
nego ,,o”:

Definicja. Mowimy, ze dziatanie ,,o” okreslone na zbiorze X:
e jest przemienne, gdy:

Vx,y €EX: xoy=yox;
e jesttaczne, gdy:
Vx,y,Zz€ X: (xoy)oz=x0(yoz);

3 Dziatanie mozna oznaczy¢ dowolng literg lub symbolem. Tutaj stosujemy symbol ,,0”, aby

E3]

unikna¢ skojarzen ze znanymi symbolami ,,+” 1 ,,”.
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¢ ma element neutralny e € X, gdy:

Jde€e X VX EX: xoce=eox =x.

Uwaga.

1. Jezeli w zbiorze X z okreSlonym dzialaniem ,,o” istnieje element neutralny, to jest
on wyznaczony jednoznacznie.

2. W definicji elementu neutralnego kwantyfikator ,,istnieje” (3) znajduje si¢ przed
kwantyfikatorem ,,dla kazdego” (V). Oznacza to, Ze powinien istnie¢ jeden ele-
ment (e € X) zbioru X, taki ze dla dowolnego elementu (x € X) zbioru X zacho-
dzi warunek definicji. W szczegolnosci element neutralny e nie zalezy od x, po-
niewaz kwantyfikator 3 znajduje si¢ przed wystgpieniem zmiennej x.

Przyktad 2.2

Znajdziemy element neutralny dziatania okreslonego dla dowolnych liczb x,y € R
wzorem:
Xoy®x+y—2

Rozwigzujemy rownanie x o e = x, aby okresli¢ zestaw kandydatow na element
neutralny. Korzystajac z definicji dziatania ,,0”, otrzymujemy zalezno$¢:

x+e—2=x.
Po wyznaczeniu zmiennej e z tej rownosci* uzyskujemy:
e=2.

W Sage zaczynamy od zdefiniowania dziatania ,,o”. W ponizszym kodzie ozna-
czamy je literg d:

dix,y)=x+y-2
d
Out: (X, y) [-->x+y-2

4 Stad wynika, ze tylko liczba e = 2 moze by¢ elementem neutralnym. Aby to udowodnic,
nalezy sprawdzi¢ obie rownosci w definicji, poniewaz ogolnie dziatanie nie musi by¢ prze-
mienne.




W tym przypadku nie ma potrzeby definiowania zmiennych x iy jako symboli
za pomocg polecenia var('x y'), poniewaz argumenty funkcji d sg automatycznie
traktowane jako symbole. Nastepnie stosujemy funkcje solve(), aby znalez¢ rozwia-
zanie rOwnania w definicji elementu neutralnego:

solve( d(x, e) == x, e)
Out: [e == 2]

Definicja. Jezeli istnieje element neutralny e € X dzialania ,,o” okre§lonego w zbio-
rze X, to elementem odwrotnym’ do elementu x € X nazywamy element x 1 € X,
taki ze:

Istnienie elementu odwrotnego mozna zapisaé za pomoca kwantyfikatorow
W postaci:

Vx€X Ax 1 eX: xox 1=xlox=e.

Uwaga.

1. Jezeli dziatanie ,,o” jest faczne w zbiorze X i istnieje element neutralny e € X
tego dziatania, to element odwrotny x~1 € X do danego elementu x € X jest wyzna-
czony jednoznacznie oraz zachodzi wzor (x~1)~1 = x.

2. W definicji elementu odwrotnego kwantyfikator ,,dla kazdego” (V) znajduje
si¢ przed kwantyfikatorem ,,istnieje” (3). Oznacza to, ze dla dowolnego elementu
(x € X) zbioru X powinien istnie¢ osobny element odwrotny (x~1 € X), spetniajacy
warunek definicji. W szczegdlnosci element odwrotny x~1 zalezy od x, poniewaz
kwantyfikator 3 znajduje si¢ po wystgpieniu zmiennej x.

Twierdzenie. Jezeli dzialanie ,,0” okreslone w zbiorze X jest taczne, posiada
element neutralny e € X i istniejg elementy odwrotne do x, y € X, to istnieje tez ele-
ment odwrotny do x o ¥ i zachodzi wzo6r:

(xoy)t=ylox 1

5 Dla dzialania addytywnego stosujemy nazwe element przeciwny, natomiast dla dzialania
multiplikatywnego — element odwrotny.
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Przykiad 2.3

Znajdziemy element odwrotny do dowolnego elementu x € R dla dzialania
zdefiniowanego w przyktadzie 2.2.

Zaczynamy od rozwigzania réwnania x o x 1 = e wystepujacego w definicji ele-

mentu odwrotnego. Z przyktadu 2.2 wiemy, ze element neutralny jest rowny e = 2.
Zatem na podstawie definicji dziafania ,,0” mamy do rozwigzania rownanie:

x+x1-2=2
Wyznaczamy z niego zmienng x ! i otrzymujemy wzor pozwalajacy obliczyé
element odwrotny do dowolnego elementu x € R jako:
x1=4—x.
W Sage ponownie znajdujemy ten wzoér za pomoca funkcji solve(). Tutaj ele-
ment odwrotny oznaczamy literg y:

solve(d(x, y) == 2,y)
Out: [y == -x + 4]

2.1.2. Definicja grupy

Definicja. Grupa nazywamy pare (X, o), gdzie X jest zbiorem, a ,,0” — dzialaniem
wewnetrznym w X, gdy spelnione sa nastgpujace warunki:
1. Dziatanie ,,o” jest laczne:

Vx,y,Zz€X: (xoy)oz=xo0(yoz).

2. W zbiorze X istnieje element neutralny e € X:

Jde€X Vx€EX: xoce=eox =x.
3. Dla kazdego elementu x € X istnieje element odwrotny x~1 € X:
VxE€X Ix1eX: xox1=xlox=ec

Jezeli dodatkowo zachodzi warunek:
4. Dzialanie ,,0” jest przemienne:

Vx,y €EX: xoy=yox,

to grupe (X, o) nazywamy grupg abelowg (lub grupg przemienng).
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Przykiad 2.4

Zbior X = R\ {— ;} jest grupa z dziataniem okreslonym dla dowolnych liczb
x,y € X wzorem:
xoy ¥ 2xy + 5x + 5y + 10.

Znajdziemy wynik dziatania 271 o 1.

Aby wyznaczy¢ element neutralny dzialania ,,0”, nalezy rozwigza¢ réwnanie
x o e = x. Na podstawie definicji dzialania otrzymujemy:

2xe + 5x + 5e + 10 = x.

Niewiadomg w tym réwnaniu jest zmienna e, dlatego wylaczamy ja przed na-
wias po lewej stronie i przenosimy pozostate sktadniki na strong prawa:

e-(2x +5) = —4x — 10.

Zgodnie z definicja zbioru X, liczba — % nie nalezy do tego zbioru, zatem mo-
zemy podzieli¢ rownanie stronami przez czynnik (2x + 5). Uzyskujemy:
=2 (2x +5)
B 2x+5

Skracamy utamek, poniewaz element neutralny nie moze zaleze¢ od zmiennej x.
Stad:
e=—2.

Od tej pory element e = —2 € X ma podobng interpretacje jak liczba 1 dla stan-
dardowego mnozenia. Teraz mozemy napisa¢ wzor na element odwrotny do dowol-
nej liczby x € X. W tym celu rozwigzujemy réwnanie x o x ™1 = e i otrzymujemy
kolejno:

2xx 1 +5x+5xP+10=-2 - x7!-(2x+5)=—-5x—12.

Ponownie mozemy wykona¢ dzielenie przez wyrazenie (2x + 5), gdyz liczba

1

5 . . . _ . . .
— nie nalezy do zbioru X. Tym razem element odwrotny x ™+ zalezy od zmiennej

x. Mamy:
1 —5x—12
2x+5 °

Mozemy teraz przej$¢ do wyznaczenia wyniku dziatania 271 o 1. Zaczynamy
od znalezienia liczby 271 na podstawie uzyskanego wzoru na element odwrotny:
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—5-2-12 =22 22

271 = = = :
2-2+5 9 9

Nastepnie wykonujemy zadany rachunek, wykorzystujgc definicje dziatania:

21 1—( 22) 1 g ( 22) 1+5 ( 22)+5 1410 = 19
“\ 9 - 9 9 T 9

W Sage zaczynamy od definicji dzialania, a nast¢gpnie wyznaczamy element neu-
tralny, korzystajac z funkcji solve():

d(x, y) = 2*¥x*y + 5*%x + 5*y + 10
solve( d(x, e) == x, e)
Out: [e == -2]

Nastepnie zapisujemy wzor funkceji f pozwalajgcej wyznaczy¢ element odwrotny
do przekazanego argumentu. Indeks [0] oznacza, Ze bierzemy rownos$¢ bedaca
pierwszym elementem listy zwracanej przez funkcj¢ solve() (zobacz przyktad 2.3).
Funkcja rhs() zwraca natomiast prawg strone tej rownosci — jest to wzor na element
odwrotny:

f(x) = solve(d(x, y) == -2, y )[0].rhs()
f
Out: X |--> -(5*x + 12)/(2*x + 5)

Teraz mozemy obliczy¢ warto$é 271, stosujgc zapis f(2). Zatem szukany wynik
dziatania otrzymujemy za pomoca polecenia:

d(f(2), 1)
Out: -19/9

2.1.3. Tabela dziatania

Przeanalizujemy przyktady grup nieskonczonych — sg to struktury, dla ktorych zbior
X w definicji grupy ma nieskonczenie wiele elementow. Podzielimy je ze wzgledu
na rodzaj dziatania. Wyniki zostaly zebrane w tabeli 2.1:
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Tabela 2.1. Przyktady grup nieskoriczonych

Przyklady grup Element Element
neutralny odwrotny
Standardowe z, +),(@Q +), -0 -1 _ _

dodawanie ,,+” (R, +),(C, +) ¢~ o
Standardowe @\ {0}, ), -1

mnozenie ,,-” (R {0}, ), e=1 T

” (€\{0}, )

Zlozenie (F, o), gdzie | funkcja unkeja

funkcji F — zbior bijekcji® | identyczno$ciowa odwr_oitna
ffR->R fixox f

Uwaga. Grupa (F, o) przedstawiona w ostatnim wierszu tabeli nie jest grupg
abelowa. Oznacza to, ze dzialanie zlozenia funkcji ,,o” nie jest przemienne. W dal-
szej czesci ksigzki poznamy grupe permutacji, ktoéra rowniez wykorzystuje dziatanie
ztozenia.

Jezeli grupa jest skonczona, to mozemy przedstawic¢ tabele dziatania w tej gru-
pie. Jest to zestawienie wszystkich mozliwych wynikow dziatan dla kazdej pary ele-
mentoéw ze zbioru X. Przykladem grupy skonczonej jest tzw. grupa reszt modulo n,
czyli struktura (Z,, +,), gdzie

Z,=1{0,1,2,..,n—1}
jest zbiorem wszystkich reszt z dzielenia liczby catkowitej przez dodatnig liczbg n,
natomiast dziatanie ,,4+,,” jest okreslone wzorem:

X+,y ¥ (x+y) modn, dlax,y€Z,.

W praktyce oznacza to, ze najpierw wykonujemy dziatanie standardowego do-
dawania, a nastepnie podajemy reszte¢ z dzielenia (czyli modulo) uzyskanego wyniku
przez n.

Przyktad 2.5
Narysujemy tabele dziatania w grupie (Zs, +5).

® Bijekcja to funkcja réznowarto$ciowa f: X — Y, ktdrej zbior warto$ci f (X) jest réwny prze-
ciwdziedzinie Y.

7 Wykres funkcji odwrotnej f~1 jest symetryczny do wykresu funkcji f wzgledem prostej
y=x.
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Grupa modulo n jest reprezentowana w Sage za pomocg obiektu Integers(). Dla-
tego, aby zdefiniowac zbior Zs, zapisujemy:

R = Integers(5)
R

Out: Ring of integers modulo 5

Otrzymujemy komunikat, Ze jest to pierscien liczb catkowitych modulo 5. Wig-
cej o strukturze pier§cienia powiemy w nastgpnym rozdziale. Teraz zobaczymy,
jak wyglada operator standardowego dodawania:

operator.add
Out: <built-in function add>

System SageMath rozumie domyslnie, Ze w polaczeniu ze zbiorem R jest to
dziatanie dodawania modulo 5. Podobnie mozemy zdefiniowa¢ dziatanie standardo-
wego mnozenia, piszac: operator.mul®. Powyzsze obiekty — zbior i dzialanie —
umieszczamy na koniec jako kolejne argumenty funkcji OperationTable(), ktora
rysuje tabele dziatania w powstatej grupie:

from sage.matrix.operation_table import OperationTable

OperationTable( R, operator.add, hames='elements' )

Stosujemy tutaj sktadni¢ z jezyka Python, wykorzystywang przy importowaniu
obiektéw z bibliotek. Najpierw piszemy, skad (from) importujemy dane narzedzie,
a nastgpnie podajemy jego nazwe po stowie kluczowym import. Ostatni argument
funkcji OperationTable() — names='elements' — okresla jedynie, ze wySwietlane
wartosci bedg elementami zbioru R (domyslnie sg to male litery alfabetu). Otrzymu-
jemy wynik:

Out: + 01234

8 Nazwy dzialan wynikajg z angielskich thumaczen stéw: dodawanie (Addition) i mnozenie
(Multiplication).

15



0101234
1112340
2123401
3134012
4140123

Z uzyskanej tabeli mozemy m.in. odczytac, ze:

e Wynik dziatania 3 +5 4 jest rowny 2 — jest to liczba znajdujaca si¢ na przecig-
ciu wiersza z liczbg 3 i1 kolumny z liczba 4 (ogolnie: pierwszy argument dziata-
nia znajduje si¢ w wierszu, a drugi — w kolumnie).

e FElementem neutralnym dziatania jest liczba e = 0 — w wierszu dla liczby 0
wartosci sg takie same jak nazwy kolumn.

e FElementem odwrotnym do liczby x = 2 jest liczba x™* = 3 — na przecigciu
wiersza dla 2 i kolumny dla 3 znajduje si¢ element neutralny e = 0.

e  QGrupa jest abelowa — tabela jest symetryczna wzglgdem gltdwnej przekatnej
(od lewego gornego rogu do prawego dolnego).

1

Przyktad 2.6

Narysujemy tabele dziatania dla grupy (Z;;, @), gdzie dziatanie , @ " jest
okreslone dla x,y € Z;; wzorem:
x@y ¥ (x+y+2) modl1l.

W celu utworzenia tabeli korzystamy z polecen:

R = Integers(11)

OperationTable( R, lambda x, y: x + y + 2, names='elements' )

Pierwszym argumentem funkcji OperationTable(), ktorej nie musimy juz po-
nownie importowac, jest zbior Integers(11l). Drugim argumentem powinna by¢
funkcja reprezentujgca dziatanie w grupie. Poniewaz dzialanie jest niestandardowe,
wykorzystujemy w tym celu funkcj¢ anonimowa lambda — po dwukropku podajemy
definicj¢ dziatania. System SageMath wie domyslnie, Ze to dziatanie wykonywane
jest modulo 11, poniewaz dzialamy na elementach zbioru Z,. Otrzymujemy wynik:
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Out: . 012345678910

o e
0] 234567891001
11 345678910012
2l 456 7891001 2 3
3 567891001 2 3 4
4 6 78910012345
5178910012 3456
6] 8910012 3456 7
71 910 01 2 3456 7 8
8100123456789

99 01234567 8910
10 123456789100

2.2. Struktury algebraiczne

Poznali$my juz najprostszg strukture algebraiczng — grupe, czyli pare sktadajaca si¢
ze zbioru oraz funkcji zwanej dziataniem. Teraz wprowadzimy dwie bardziej zlo-
zone konstrukcje: pierScien i cialo. W przeciwienstwie do grupy sa one opisywane
jako trojki, w skfad ktorych wchodza: zbior, dzialanie addytywne i dzialanie multi-
plikatywne.

Cialo to jedna z najwazniejszych struktur algebraicznych, poniewaz pozwala
wykonywa¢ wszystkie podstawowe operacje arytmetyczne: dodawanie, odejmowa-
nie, mnozenie i dzielenie (z wyjatkiem dzielenia przez zero). W pierwszej czgsci
omawiali$my juz przyktad ciata liczb zespolonych, czyli struktury ztozonej ze zbioru
liczb zespolonych C oraz standardowych dziatan dodawania i mnozenia. Ciata poja-
wiajg si¢ jednak w wielu innych dziedzinach, takich jak:

e analiza matematyczna — przy calkach, pochodnych i szeregach potegowych;

e kryptografia — gdzie wazng rol¢ odgrywaja ciala skoniczone i algorytmy szy-

frujace;

¢ informatyka — na przyktad w kodach korekcyjnych czy arytmetyce kompu-

terowej;

e fizyka — zar6wno klasyczna, jak i kwantowa.

W samej algebrze pojecie ciata bedzie dla nas niezbgdne do wprowadzenia prze-
strzeni liniowych, ktore bedziemy omawia¢ w kolejnych czesciach.
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W tym rozdziale przedstawimy rowniez sposoby wykonywania rachunkow
w cialach modulo n, ktére otrzymujemy poprzez rozszerzenie wczesniej omawiane;j
grupy (Z,, +5) o dzialanie ,,-,” mnozenia modulo n. Oméwimy takze algorytm
Euklidesa, sluzacy do wyznaczania elementow odwrotnych w danym ciele.

2.2.1. Ciato

Definicja. Ciatem nazywamy trojke (K, +, -), gdzie K jest zbiorem, a ,, 4+ i,
sg dziataniami wewnetrznymi w K, gdy spetnione sg nastgpujgce warunki:
1. Aksjomaty addytywne:

(A1) Dzialanie ,,+” jest 1aczne:

ER]

Vx,v,z€K: (x+y)+z=x+(y+2).
(A2) Dzialanie ,,+” jest przemienne:
Vx,yEKix+y=y+x
(A3) W zbiorze K istnieje element neutralny 0 € K dziatania addytywnego:
I0eKvxeK: x+0=x.

(A4) Do kazdego elementu x € K istnieje element przeciwny (—x) € K:
vVxeK I(—x) eK: x+ (—x) = 0.

2. Aksjomaty multiplikatywne:
(M1) Dziatanie ,,-” jest kaczne:

Vx,y,z€K: (x-y)-z=x-(y-2).
(M2) Dzialanie ,,-” jest przemienne:
vVx,yeK: x-y=y-x.
(M3) W zbiorze K istnieje element neutralny 1 € K dziatania multiplikatyw-
nego:
J1eKvxeK: x-1=nx.
(M4) Do kazdego elementu x € K \ {0} istnieje element odwrotny x ! € K:
vx e K\ {0} Ix1eK: x-x~1=1.
3. Aksjomat rozdzielnoSci:
(D) Mnozenie ,,-” jest rozdzielne wzgledem dodawania ,,+:

Vx,y,z€EK: x-(y+2z)=x-y+x-z
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Uwaga. Struktury (K, +) oraz (K \ {0}, -) sa grupami abelowymi.

Twierdzenie. Wezmy zbior Z,, = {0,1, 2, ...,p — 1} z okre§lonymi na nim dzia-
faniami:

e +”—dodawania modulo p;

e .” —mnozenia modulo p.
Wtedy trojka (Zp, +, ) jest ciatem reszt modulo p tylko wtedy, gdy p jest liczba
pierwsza.

Przykiad 2.7

W ciele® Z,5 wykonamy dzialanie:
11 - 58,

Podczas wykonywania rachunkéw bedziemy wielokrotnie stosowali nastgpujaca
zasadg: w ciele Z,, mozemy bezkarnie dodawa¢ lub odejmowa¢ dowolng wielokrot-
nos$¢ liczby p — operacja ta nie zmienia wyniku dzialania. T¢ regule mozna stosowac
na dowolnym etapie obliczen, z pomini¢ciem wyktadnika potegi. Zatem w ciele Z,3
mozemy zawsze doda¢ lub odja¢ 23 dla uproszczenia rachunkéw. Zaczniemy od
rozpisania potegi 58, tak aby w jej rozkladzie na czynniki znalez¢ liczbe w poblizu
pewnej wielokrotnosci 23:

11-58 =11 (5%)* =11 - 25%
Teraz zmniejszamy podstawe potegi o 23 1 kontynuujemy wykonywanie dziatan:
.=11-2*=11"16.
W tym momencie mozemy odjac od liczby 16 warto$¢ 23, aby znalez¢ si¢ blizej
zera:
w=11-(=7) = -77.
Jako wynik dziatania zawsze nalezy podac liczbe¢ ze zbioru Z,3. Mozemy to zro-
bi¢, dodajac wielokrotnos¢ 4 - 23 do uzyskanego wyniku:
w==77+4-23=-77+92 =15.

® Dla uproszczenia ciatem bedziemy nazywaé sam zbidr — bez zapisywania trojki z dziata-
niami.
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W Sage ciato modulo p reprezentowane jest za pomoca obiektu Zmod(). Ponizej
definiujemy funkcje¢ R, ktéra umozliwia wykonywanie dowolnych rachunkow w tym
ciele:

R = Zmod(23)
R( 11 * 518)
Out: 15

Twierdzenie (male twierdzenie Fermata). Dla kazdej liczby a € Z, \ {0}, gdzie
p jest liczba pierwsza, zachodzi rownosc:

aP 1 =1.

Przykiad 2.8

W ciele Z,3 obliczymy:
3160

Liczba 73 jest liczbg pierwsza, zatem mozemy skorzysta¢ z matego twierdzenia
Fermata. Poniewaz p = 73, mamy p — 1 = 72. Twierdzenie mozna rozumie¢ w na-
stepujacy sposob: do wyktadnika potegi mozemy bezkarnie dodawaé (lub odejmo-
wac) dowolng wielokrotno$¢ liczby (p — 1) — ta operacja nie zmienia wyniku dzia-
fania. W ten sposob zmniejszamy wyktadnik potegi:

3160 _ 3160-2:72 _ 316

Nastgpnie stosujemy sposoby poznane w przykladzie 2.7 — do podstawy potegi
zawsze mozemy doda¢ (lub odjac) wartos¢ 73:

.=03H*=81"=8*=(82)2=642=(-9)2=92=81=8.

W Sage wszystkie rachunki w ciele modulo p mozemy wykonywa¢ za pomoca
ponizszego kodu:

R = Zmod(73)
R( 37160 )
Out: 8
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Przyktad 2.9

Narysujemy tabele dla dziatania multiplikatywnego w ciele Z,.

Wykorzystujemy kod z przyktadu 2.5, jednak tym razem stosujemy operator
mnozenia, czyli operator.mul:

from sage.matrix.operation_table import OperationTable

R = Integers(17)

OperationTable( R, operator.mul, names='elements' )
Out: * 01 2 3456 7 8 9 10111213141516

o oo o=
00 0OOOOOOOOOOOODOOOO
11 01 2 3 456 7 8 910111213141516
2] 0 2 4 6 8101214161 3 5 7 9 111315
3 0 3 6 912151 4 7 101316 2 5 8 1114
4 0 4 81216 3 711152 610141 5 9 13
50 510153 8131 611164 9 14 2 7 12
6/ 0 6121 7132 8143 9154 1016 5 11
710 7144111 8155122 916 6 13 3 10
8/ 0 816 7156 145134123 112 101
99 0 9 1102 11 3 124135 146 157 16
10/ 0 10 3 136 16 9 2 125158 1 11 4 14
1110 11 51610 4 159 3148 2137 1 12
12|10 127 2149 416116 1138 3 1510

1310 139 5 114106 2 1511 7 3 1612 8
14/ 0 1411 8 5 21613107 4 1 1512 9 6
15/0 1513119 7 5 3 1161412108 6 4
16/ 0 161514131211109 8 7 6 5 4 3 2

= N W b~ U1 O N 00O O
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Przyktad 2.10

W ciele Z,, znajdziemy element odwrotny do liczby 10, czyli 1072.

Element odwrotny mozna fatwo odczyta¢ z wyniku uzyskanego w przykla-
dzie 2.9. Wystarczy znalez¢ kolumneg, dla ktérej zachodzi rownos¢:

10-[ ]=1.

Dostrzegamy, ze jedynka znajduje si¢ na przecigciu wiersza z liczbg 10 i ko-
lumny z liczbg 12. Wobec tego szukany element odwrotny to:

1071 =12.

Co jednak zrobi¢ w sytuacji, gdy nie mozemy odgadna¢, jaka liczbe nalezy wpi-
sa¢ w puste pole w definicji elementu odwrotnego? Woéwczas mozemy wyznaczy¢
te warto$¢ za pomocg algorytmu Euklidesa. Podzielimy ten proces na dwa kroki:

1. Dzielenie z reszta.
Wykonujemy kolejne dzielenia z resztg liczby n przez liczbe¢ d, stosujac zapis:

n=d-k+r, gdzier=0,1,2,..,d—-1.
W pierwszym kroku n = 17 jest indeksem dolnym w ciele, natomiast d = 10

jest liczba, dla ktorej szukamy elementu odwrotnego. Dzielenie wykonujemy do mo-
mentu uzyskania reszty rownej 1:

17=10-1+7
10=7-1+3
7=3-2+1.

2. Rekonstrukcja.
Wykonujemy na przemian dwie czynno$ci, zaczynajac od ostatniej rdéwnosci
z pierwszego kroku: (1) wyznaczamy reszt¢ oraz (2) upraszczamy wyrazenie:

® ® )
1=7-2-3=7-2-(10-7)=—2-10+3-7

® @

=—2-10+3-(17—-10) = 3:-17-5-10.
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Ostatecznie otrzymujemy rownosc:

1=3-17-5"-10.

W ciele Z,; liczba 3 - 17 jest rowna 0, poniewaz jest to wielokrotnosc liczby 17.
Zatem algorytmicznie uzyskaliSmy rowno$¢ zapisang na poczatku przyktadu, czyli:

10 -[=5] = 1.

Wynik powinien naleze¢ do zbioru Z,,, stad szukany element odwrotny jest
rowny:

1071 =-5+17 = 12.

W Sage za pomoca kodu przedstawionego w poprzednich przykladach mozna
takze znalez¢ element odwrotny. Wystarczy zastosowac polecenia:

R = Zmod(17)
R( 10~-1)
Out: 12

W definicji ciata jawnie wyrdznia si¢ tylko dwa dziatania: dodawanie i mnoze-
nie. Aksjomaty (A4) i (M4) zapewniaja jednak posrednio istnienie odejmowania
i dzielenia. Operacje te rozumiemy odpowiednio jako dodawanie elementu przeciw-
nego oraz mnozenie przez element odwrotny (rézny od zera).

Przyktad 2.11

W ciele Z,q rozwigzemy réwnanie:
24x = 26.

Zaczynamy od podzielenia réwnania stronami przez 2. Formalnie t¢ operacje
rozumiemy jako mnozenie przez element odwrotny: 21, Wéwczas po obu stronach
réwnania pojawia sie wyrazenie 271 - 2, a to jest liczba 1, czyli element neutralny
mnozenia, ktory nie zmienia wyniku dzialania:

12x = 13.
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Rownanie liniowe w ciele postaci ax = b, gdzie a # 0, ma zawsze jedno roz-
wigzanie. Otrzymujemy je, mnozgc réwnanie stronami przez element odwrotny a™?.

W naszym przypadku stosujemy mnozenie przez liczbg 1271:

x=12"1.13.

Element 1271 mozemy wyznaczy¢ za pomocg algorytmu Euklidesa. Czasami
jednak da si¢ odgadnac t¢ wartos¢ inaczej, stosujac pewne przeksztalcenia. Za-
czniemy od zapisania rozwigzania rOwnania w postaci:

x=3"1.4"1.13

Na podstawie definicji elementu odwrotnego liczba 371 stanowi brakujacy czyn-
nik w ponizszej rownosci:

3. ]=1

Zgadujemy, ze jest to liczba 10, poniewaz w ciele Z,9 mamy 3 - 10 = 30 = 1.
Zasadniczo w ciele Z,, tatwo mozna odgadna¢ element odwrotny poprzez znalezie-
nie liczby, dla ktorej wynik dziatania jest rowny p + 1. Dla liczby 4~ natomiast
stosujemy inne podejscie — zapisujemy te wartos¢ w postaci utamka i korzystamy
z tego, ze w liczniku mozemy dodawac¢ lub odejmowa¢ dowolng wielokrotno$¢
liczby 29:

1 1-29 -28

471 =— —=-7=122
4 4 4

Na koniec wstawiamy uzyskane elementy odwrotne do rownosci, w ktorej wy-
znaczyli$my zmienng X, oraz wykonujemy rachunki. Warto zaznaczy¢, ze rozwig-
zanie rownania musi by¢ elementem zbioru Z,9 — 0znacza to, ze w odpowiedzi nie
mozemy podac¢ na przyktad utamka czy liczby ujemne;j:

x=10-22-13=10-(-7)-13 =10 (-91)
=10-(-91+87) =10-(—4) = —40 = 18.

Sprawdzamy uzyskany wynik, korzystajac z systemu SageMath. Wprowa-
dzamy warto$¢ x = 2471 - 26, ktorg uzyskujemy poprzez przeksztatcenie poczatko-
wego rownania:

R = Zmod(29)

R( 247-1 * 26 )
Out: 18
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Definicja. Mowimy, ze liczba a € Z,, jest resztg kwadratowa modulo p, jezeli ist-
nieje element x € Z, spemiajgcy rownos¢:

xX° = a.

Jesli warunek ten nie zachodzi, liczb¢ a nazywamy nieresztg kwadratowa.

Liczba a € Z, jest resztg kwadratowg modulo p (gdzie p > 2) tylko wtedy, gdy:

p—-1

aT = 1
Jesli natomiast spetniony jest warunek p = 3 mod 4 (czyli reszta z dzielenia
liczby p przez 4 jest rowna 3), to pierwiastki wyrazajg si¢ wzorem (zob. [5]):

p+1
x=44a 4.

Przyktad 2.12

Wyznaczymy reszty kwadratowe modulo 31.

Wystarczy znalezé wszystkie liczby postaci x2, gdzie x € Z3,. Wykonujemy ten
rachunek, korzystajgc ze sktadni listy skfadanej. Tutaj zamiast nawiaséw kwadrato-
wych ([]) oznaczajacych liste stosujemy nawiasy klamrowe ({}) okreslajace zbior
(Set) w jezyku Python. To pozwala nam poming¢ powtarzajace si¢ reszty:

reszty = {x”2 for x in Zmod(31)}
reszty
Out: {0,1,2,4,5,7,8,9, 10, 14, 16, 18, 19, 20, 25, 28}

Roéwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a,b,c € Z,, ma rozwigzanie
w ciele Z,, tylko wtedy, gdy wyréznik A = b? — 4ac nalezy do zbioru reszt kwadra-
towych modulo p. W ciele Z,, réwnanie wielomianowe stopnia n moze mie¢ co naj-
WyZej n rozwigzan.

Przyktad 2.13

W ciele Z34 rozwigzemy réwnania kwadratowe:
a)x?+3x+7=0;
b)x? +5x+9 =0.

25




a) Liczymy wyr6znik tréjmianu kwadratowego. Podczas wykonywania rachun-
kow w ciele Z3, mozemy zawsze dodawac lub odejmowac wartos¢ 31:

A=32-4.1-7=9-28=-19 = 12.

Roéwnanie jest sprzeczne, poniewaz liczba 12 nie jest reszta kwadratowa. Ponizej
sprawdzamy w Sage za pomoca slowa kluczowego in, ze rzeczywiscie war-
tos¢ ta nie nalezy do zbioru uzyskanego w przyktadzie 2.12:

a,bc=1,3,7
R = Zmod(31)

Delta = R( b2 - 4*a*c)
Delta in reszty
Out: False

b) Liczymy wyréznik trojmianu x? + 5x + 9. Otrzymujemy:
A=52—-4.1-9=25-36=-11= 20.

Na podstawie przyktadu 2.12 wiemy, ze liczba 20 jest resztg kwadratowa, zatem
roOwnanie ma rozwigzania. Nalezy teraz znalez¢ w ciele Z3; dowolny pierwiastek
kwadratowy z liczby 20, czyli rozwigzanie rOwnania:

x? = 20.

Rownanie kwadratowe x? = a w ciele Z,, gdzie a jest resztg kwadratowg mo-
dulo p r6zng od 0, ma zawsze 2 rozwigzania. Jezeli liczba x jest pierwiastkiem row-
nania, to takze liczba przeciwna (—x) = p — x jest jego rozwigzaniem. Warto$ci te
mozna znalez¢ metoda prob i bledow, wypisujac kolejno w tabeli drugie potggi ko-
lejnych elementoéw zbioru Z3. Jezeli jednak zachodzi warunek p = 3 mod 4 (a tak
jest w naszym przykladzie dla p = 31), to jeden z pierwiastkow kwadratowych mo-
zemy obliczy¢ ze wzoru:

p+1
x=a 4
W naszym przypadku otrzymujemy nastepujacy wynik:

31+1
x =204 =20%=(-11)% =118 = (11%)* = 121*.

Teraz wykorzystujemy metode z przykladu 2.7 — w podstawie potegi zawsze
mozemy dodac lub odja¢ dowolng wielokrotnos$¢ liczby 31:
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W=0121-4-31)*=(-3)*=3*=3%3.3=27-3=(-4)-3=-12=109.

Gdy odgadniemy jeden z pierwiastkdw, mozemy stosowac zwykte wzory na wy-
znaczanie rozwigzan rownania kwadratowego, czyli:

_—b—VA _—b+VA

X1 a lub x, = PR

gdzie przyjmujemy VA = 19. Otrzymujemy rozwigzania:

_o5-19_ -
T Tz T T
_o5H19_ 14
=T T2k

W Sage rownania w ciele modulo p mozemy rozwigzywaé za pomoca funkcji
solve_mod(). Pierwszym argumentem tej funkcji jest rOwnos¢ reprezentujaca row-
nanie, ktére chcemy rozwiaza¢ (prawa strona domys$lnie jest rowna 0), a drugim —
liczba p:

solve_mod( x~2 + 5*x + 9, 31)
Out: [(7,), (19,)]

2.2.2. Pierscien

Definicja. PierScieniem nazywamy trojke (R, o, *), gdzie R jest zbiorem, a ,,0”
i,,%” sg dziataniami wewn¢trznymi w R, gdy spelnione sg nast¢gpujace warunki:
1. Para (R, o) jest grupa abelowa, czyli spelnione sa aksjomaty dla ciata
(A1)—(A4).
2. Dzialanie ,,x” jest laczne:

Vx, v,z € R: (x*xy)xz=xx*(y*2z).

3. Dziatanie multiplikatywne ,,x” jest rozdzielne wzgl¢dem dziatania addytyw-
nego ,,o”:

Vx,y,Z€R: [(xoy)xz=(x*z)o(yx2z) A x*(yoz)=(xxy)e(x*2)]
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Jezeli dodatkowo zachodzi warunek:
4a. Dziatanie ,,x” jest przemienne:

VX, yER: x *y =y *x,

to pierScien (R, o, x) nazywamy pierScieniem przemiennym.

Lub jezeli dodatkowo zachodzi warunek:
4b. W zbiorze R istnieje element neutralny 1 € R dzialania ,,x”:

J1eERVXER: x*x1=1%x=x,

to pierScien (R, o, x) nazywamy pierscieniem z jedynka.

Uwaga. PierScien mozna traktowa¢ jako ostabiong wersje ciala — jest to struk-
tura, w ktorej brakuje aksjomatow (M2), (M3) i (M4). Ponadto:

e pierScien przemienny moze nie spetiac aksjomatow (M3) i (M4);

e pierscien z jedynkg moze nie spetia¢ aksjomatow (M2) i (M4).

Kazde ciato jest rowniez pierscieniem.

Struktura ztozona ze zbioru Z,, oraz dzialan dodawania i mnozenia modulo p jest
pierscieniem dla kazdej liczby catkowitej p = 2. Cialem natomiast jest tylko wtedy,
gdy p jest liczbg pierwsza.

Przykiad 2.14

W pierscieniu Zq oo znajdziemy wynik dziatania 40 - 50.

Poniewaz p = 100 nie jest liczbg pierwsza, struktura Z,qo jest pier§cieniem,
ale nie ciatem. W tym pierscieniu nadal mozemy dodawac¢ lub odejmowaé dowolng
wielokrotno$¢ liczby 100, natomiast nie mozemy korzysta¢ z matego twierdzenia
Fermata. Co wigcej, nie kazdy element posiada element odwrotny wzgledem mno-
zenia, dlatego nie mozna stosowac operacji dzielenia. W przyktadzie najpierw wy-
konujemy standardowe mnozenie, a nastgpnie odejmujemy takg liczbe wielokrotno-
$ci 100, aby wynik byt liczba ze zbioru Zq:

40 - 50 = 2000 = 2000 —20-100 = 0.

28




W Sage pierscienie modulo p definiujemy podobnie jak ciata, czyli:

R = Zmod(100)
R( 40*50 )
Out: 0

Przyklad 2.14 pokazuje, ze w pierscieniu moze zdarzy¢ si¢ szczegdlna sytuacja
— iloczyn dwoch elementéw niezerowych daje w wyniku 0, czyli element neutralny
dodawania. Zasadniczo, jezeli w pierScieniu R istnieja elementy x,y € R \ {0},
dla ktorych zachodzi rownos¢:

x*xy =0,
to elementy xiy nazywamy dzielnikami zera w tym pierScieniu. Na przyktad
w pierscieniu Z oo dzielnikami zera sg liczby 40 1 50.
Dzielnikami zera w pierscieniu Z, sg wszystkie liczby x € Z,, ktore nie sg
wzglednie pierwsze z p. Czyli rownowaznie, gdy spelniaja warunek:

NWD(x,p) > 1.

Przyktad 2.15

Znajdziemy wszystkie dzielniki zera w pierscieniu Z4.

Sprawdzamy po kolei wszystkie elementy zbioru Z,, za pomoca warunku z naj-
wigkszym wspolnym dzielnikiem, ktory w Sage uzyskujemy za pomocg funkcji
ged(). Stosujemy skladnig listy sktadanej wewnatrz zbioru:

dzielniki_zera = {x for x in Zmod(10)

if x '= 0 and gcd(x, 10) > 1}
print(‘Dzielniki zera:', dzielniki_zera)
Out: Dzielniki zera: {2, 4, 5, 6, 8}

Pierscien przemienny z jedynka, w ktorym nie wyst¢puja dzielniki zera, nazy-
wamy pier$cieniem catkowitym. Przyktadem takiej struktury jest trojka (Z, +, -),
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w sktad ktorej wchodza zbior liczb catkowitych Z oraz standardowe dziatania doda-
wania i mnozenia.

Pierscien catkowity moze nie spetniac jedynie aksjomatu (M4), ktory dotyczy
istnienia elementu odwrotnego dziatania multiplikatywnego. Pierscien Z,, natomiast
jest catkowity tylko wtedy, gdy p jest liczba pierwsza.

Co wigcej, w ciele dowolne rownanie wielomianowe n-tego stopnia ma co naj-
WwyZej n rozwigzan, natomiast w pierscieniu wlasnosc¢ ta nie wystepuje.

Przyktad 2.16

W pierscieniu Z3o rozwigzemy rownanie:
x® —3x3 =2x% + 6.

W ciele rownanie wielomianowe pigtego stopnia moze mie¢ co najwyzej pigé
rozwigzan. W pierscieniu natomiast nie ma juz takiej zasady, dlatego nalezy spraw-
dzi¢ osobno prawdziwos¢ rownosci dla wszystkich elementéw zbioru Zsq. Wyko-
nujemy to w Sage za pomoca pe¢tli for:

for x in Zmod(30):
if XA5 - 3¥XN3 == 2*xXN2 + 6:
print(f'Liczba {x} jest rozwigzaniem réwnania.")
Out: Liczba 6 jest rozwigzaniem réwnania.
Liczba 11 jest rozwigzaniem réwnania.
Liczba 21 jest rozwigzaniem réwnania.

Liczba 26 jest rozwigzaniem réwnania.

W kodzie przechodzimy w petli po kolejnych elementach zbioru Zsq i spraw-
dzamy, czy zachodzi réwno$¢ z treSci zadania. Rachunki na elementach obiektu
Zmod(30) domyslnie s3 wykonywane modulo 30. Nastepnie stosujemy skladnig
f-stringa, aby umie$ci¢ znalezione rozwigzania w teks$cie. T¢ samg czynno$¢ mo-
zemy rowniez wykona¢ za pomoca funkcji solve_mod(). Nalezy jedynie pamigtac
o zadeklarowaniu zmiennej x jako symbolu, poniewaz po wyjsciu z petli for system
SageMath traktuje ja jako ostatni element obiektu Zmod():

var('x")
solve_mod( XN5 - 3*x"3 == 2*x"2 + 6, 30)
Out: [(6,), (26,), (21,), (11,)]
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2.2.3. Elementy teorii liczb

Ponizej przeanalizujemy wybrane zagadnienia z teorii liczb w pierscieniu catkowi-
tym Z:

1. Liczby pierwsze.
Definicja. W pier§cieniu catkowitym (R, o, *) element n € R jest podzielny
przez element d € R, jezeli istnieje element k € R, taki ze:

n=dxk.

Mowimy wtedy, ze d dzieli n, co zapisujemy symbolicznie jako d | n.

Definicja. W pierscieniu catkowitym R element p € R\ {—1,0,1} nazywamy
pierwszym, gdy dla wszystkich x,y € R speliony jest warunek:

plxxy = (@lx V ply).

Innymi stowy — jesli p dzieli iloczyn dwoch elementow, to dzieli przynajmnie;j
jeden z nich.

Zgodnie z definicja ogo6lng elementami pierwszymi w pier§cieniu catkowitym Z
sa liczby nalezace do zbioru {12, +3, +5, ... }. Zatem definicja ta pokrywa si¢ z kla-
syczng definicja liczby pierwszej z doktadnoscia do znaku. My jednak bedziemy
zaklada¢, ze liczby pierwsze przyjmuja tylko wartosci dodatnie.

W tabeli 2.2 zebrane zostaty funkcje dostepne w Sage, ktore sluza do wykony-
wania rachunkow na liczbach pierwszych.

Tabela 2.2. Funkcje w Sage do obliczer na liczbach pierwszych

Nazwa funkeji Przyklad Wynik
N-ta liczba pierwsza nth_prime() nth_prime(4) 7
. L. . previous_prime() i
Poprzednia/kolejna liczba pierwsza . next_prime(9) 11
next_prime()

Zakres liczb pierwszych prime_range() prime_range(3, 11) [3,5, 7]
Testowanie liczb pierwszych is_prime() is_prime(17) True
Lista czynnikéw pierwszych prime_factors() prime_factors(20) [2, 5]

Rozklad na czynniki pierwsze factor() factor(45) 372 %5
Funkcja Eulera'® euler_phi() euler_phi(12) 4

19 Funkcja Eulera ¢ dla danej liczby naturalnej dodatniej n zwraca liczbe elementéw zbioru
{1,2,3,..,n — 1}, ktore sa wzglednie pierwsze z n.
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Przyktad 2.17

Znajdziemy dwie najmniejsze kolejne liczby naturalne, ktoére maja w rozkladzie
na czynniki doktadnie pig¢ roznych czynnikow pierwszych.

Przeanalizujemy najpierw dost¢pne narzgdzia dla funkcji factor() na przyktadzie
liczby 1000 — funkcja len() zwraca liczb¢ réznych czynnikow pierwszych, natomiast
indeksowanie pozwala znalez¢ liczbe wystapien konkretnego czynnika:

print( 'Czynniki pierwsze:', factor(1000) )
print( 'Liczba czynnikdéw pierwszych:', len(factor(1000)) )
print( 'Pierwszy czynnik i liczba wystapien:',
factor(1000)[0] )
Out: Czynniki pierwsze: 273 * 513
Liczba czynnikdw pierwszych: 2
Pierwszy czynnik i liczba wystagpien: (2, 3)

Zaczniemy od najmniejszej liczby naturalnej, ktora w rozkladzie na czynniki
ma dokfadnie pi¢¢ roznych czynnikéw pierwszych — jest to liczba:

n = 2*3*5*7*11
n
Out: 2310

Stosujemy petle while w celu znalezienia dwoch kolejnych liczb spetniajacych
warunki zadania:

while True:
if len( factor(n) ) == 5 and len( factor(n + 1) ) == 5:
print(f'Szukane liczby to: {n} oraz {n+1}")
break
n+=1
Out: Szukane liczby to: 254540 oraz 254541
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Petla while wykonywana jest tak dlugo, dopoki spetniony jest warunek przed
symbolem dwukropka. W naszym przypadku warunek ten ma postac True, wigc pg-
tla nigdy si¢ nie konczy — jej dziatanie zatrzymuje jedynie stowo kluczowe break.
Tutaj w kazdej iteracji zwigkszamy warto§¢ zmiennej n o 1 i sprawdzamy za pomoca
instrukcji warunkowej if, czy spelniony jest zadany warunek. Jezeli tak, to znale-
zione liczby wypisujemy na ekranie, a nastgpnie przerywamy dzialanie petli. Na ko-
niec, aby sprawdzi¢ poprawno$¢ wyniku, przedstawiamy rozklady znalezionych
liczb na czynniki pierwsze:

print( f'Rozktad liczby {n}:', factor(n) )

print( f'Rozktad liczby {n+1}:', factor(n+1) )

Out: Rozktad liczby 254540: 222 * 5 * 11 * 13 * 89
Rozkiad liczby 254541: 3 * 7 * 17 * 23 * 31

2. Roéwnania diofantyczne.
Celem rownan diofantycznych jest znalezienie rozwigzan jedynie w liczbach cat-
kowitych.

Definicja. Rownanie diofantyczne liniowe ma postac:

ax + by =c, gdziea,b,c € Z.

Dla d := NWD(a, b) réwnanie ma rozwigzanie catkowite tylko wtedy, gdy d | c.

Rozwigzanie szczegolne (xg,y,) mozna znalez¢é za pomoca algorytmu Eukli-
desa. Wowczas wszystkie rozwigzania rownania sg postaci:

b a
x=x0+at, y=y0—at, gdziet € Z.

Przyktad 2.18

Rozwigzemy réwnanie diofantyczne:
S5x +7y =2

oraz przedstawimy interpretacj¢ graficzng rozwigzan.

Otrzymujemy d = NWD(5, 7) = 1, wiec rozwigzania rownania istnieja, ponie-
waz 1 | 2. Zaczynamy od wyznaczenia rozwiazania szczegolnego (xg, yo). W tym
celu w pierécieniu Z,, gdzie p =max(a,b) =7, wykonujemy procedure
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analogiczng do szukania elementu odwrotnego do liczby min(a, b) = 5. Stosujemy
algorytm Euklidesa:
7=5-1+2
5=2-2+1.
Naszym celem jest wyznaczenie rownosci wigzacej jedynke z liczbami a i b.
Wykonujemy rekonstrukcje opisang w przyktadzie 2.10:
195-2.2%5-2.7-5%-2.7+3-5.
Poniewaz ¢ = 2, uzyskang réwnos¢ mnozymy przez 2. Otrzymujemy:
5:64+7-(—4) =2.
Porownujac uzyskany wynik z poczatkowym rownaniem, mozemy odczytaé

rozwigzanie szczegoblne jako xo = 6 iy, = —4. Rozwigzanie ogolne tego rownania
ma zatem postac:

x=6+7t, y=—4-—>5¢t gdziet€Z.

W Sage stosujemy funkcje¢ xged(), ktora zwraca wspotczynniki rownosci uzy-
skanej za pomocg algorytmu Euklidesa:

a,bc=5,72

d, x0, yO = xgcd(a, b)
d, x0, yo

Out: (1, 3, -2)

Nastgpnie implementujemy wzory na rozwigzanie ogolne roéwnania. Dodatkowo
za pomocg instrukcji if sprawdzamy, czy spetiony jest warunek istnienia rozwigzan:

var('t")
ifc%d==0:
x0, y0 = (c // d)*x0, (c // d)*y0
X,y =x0+ (b //d)*t, y0 - (a // d)*t
print(f'lRozwigzanie: {x = }, {y = }")
else:
print('Brak rozwigzan')
Out: Rozwigzanie: x = 7*t + 6, y = -5*t - 4
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Znak dzielenia catkowitego (//) w powyzszym kodzie dla zmiennych x0 iy0
stosowany jest po to, aby program dziatat poprawnie dla wartosci d réznych od 1.
Aby rozwigzac¢ takie rownanie recznie, nalezaloby na poczatku zastosowac dzielenie
stronami przez d.

Na koniec przedstawiamy interpretacje graficzng rozwigzan — sg to punkty
o obu wspotrzednych catkowitych lezace na prostej o rownaniu 5x + 7y = 2, czyli
tzw. punkty kratowe. Zaczynamy od umieszczenia punktow na rysunku — zazna-
czamy rozwigzania uzyskane dla wybranych warto$ci parametru t:

rys = point( (x0, y0), legend_label='"Rozwigzania’,
color="red', size=30, zorder=5)
fortin[-3, -2, -1, 0, 1]:
rys += point( (x(t=t), y(t=t)), color="red’,

size=30, zorder=5, gridlines="minor" )

Pierwszy punkt (x,, ¥o) rysujemy oddzielnie, aby mozna byto stosowa¢ operator
+= wewnatrz pe¢tli for oraz w celu uniknigcia powtorzen tekstu umieszczonego w le-
gendzie. Nastepnie dodajemy do rysunku punkty uzyskane dla wartosci parametru t
ze zbioru {—3,—2,—1,0,1}. Wewnatrz funkcji point() nalezy zastosowaé zapis
x(t=t), poniewaz zmienne x iy zostaly zdefiniowane jako wyrazenia, a nie funkcje.
Argument gridlines="minor' pozwala natomiast umiesci¢ siatke uktadu wspotrzegd-
nych tylko w punktach o wspotrzednych catkowitych. Aby ulatwi¢ interpretacje,
do rysunku dodajemy wykres prostej 5x + 7y = 2 uzyskany poprzez wyznaczenie
zmiennej y z rownania prostej:

var('x")

rys += plot( (c - a*x)/b, (x, -16, 16), ymin=-12, ymax=12,
linestyle='--', legend_label='Prosta $5x+7y=2$',
title="Rozwigzania rownania diofantycznego' )

rys

Efekt koncowy przedstawiono na rysunku 2.1. Prostg 5x + 7y = 2 zaznaczono
kolorem niebieskim i linig przerywang. Czerwone punkty kratowe reprezentuja na-
tomiast punkty, ktorych wspotrzgdne sa rozwigzaniami réwnania diofantycznego.
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Rozwiazania rownania diofantycznego

I | | )| | « Rozwigzania
. 104 -Prosta 5z +Ty=2 |

—5

+=10

Rysunek 2.1. Interpretacja graficzna rozwigzan réwnania diofantycznego

3. Uklady kongruencji.
Przedstawimy tzw. chinskie twierdzenie o resztach (Chinese Remainder
Theorem) na podstawie uktadu trzech kongruencji (czyli rownan modularnych):

x =a,; (modm,)
X = a, (modm,)
x = az (modmsy),

gdzie aq,a,,a3 € Z oraz my, m,, m3 sa liczbami naturalnymi wickszymi od 1.
Twierdzenie mowi, ze jezeli liczby m; sa parami wzglednie pierwsze,
czyli NWD(mi,mj) = 1dlai # J, to uklad rownan ma doktadnie jedno rozwigzanie
modulo M = m; - m, - ms.

Przyktad 2.19

Rozwigzemy uktad kongruencji:
x =2 (mod3)
x =3 (mod5)
x=5 (mod?7).

36




Zgodnie z oznaczeniami w twierdzeniu mamy a; = 2, a, = 31ia; = 5. Liczby
my = 3, m, = 5img = 7 sg parami wzglednie pierwsze, zatem uktad ma doktadnie
jedno rozwigzanie modulo M = 3 -5 -7 = 105. Rozwigzemy ten uktad w dwoch
krokach:

1. Wyznaczenie elementow odwrotnych.
Definiujemy liczby postaci:

M M M
M1 =, M2 =, M3 =
mq m; mg3

Mamy M; = 35, M, = 21iM3 = 15. Nastgpnie znajdujemy elementy od-
wrotne:
y; = M1 (modm,),
dla i = 1, 2, 3. Ponizsze rachunki przeprowadzamy odpowiednio modulo 3, 51 7:
y1=35"1=2"1=2
y,=21"1=1"1=1
y;=15"1=1"1=1,

2. Zastosowanie wzoru.
Rozwigzanie ukladu dane jest wzorem:

x = a1y1 My + azy; M, + azysM; (mod M).
Wykonujemy rachunek modulo 105, wstawiajac wyznaczone wartosSci:
x=2-2-354+3-1-214+5-1-15=140+ 63 + 75 =278 = 68.
W Sage ukiad kongruencji mozemy rozwigza¢ za pomocg funkcji crt(). Pierw-

szym argumentem tej funkcji jest lista wspotczynnikow a;, natomiast drugim — lista
wspotczynnikow m;:

crt( [2, 3, 5], [3, 5, 7])
Out: 68

2.3. Permutacje

W tym rozdziale zajmiemy si¢ pojeciem permutacji — jest to funkcja, ktoéra zmienia
kolejnos¢ elementow w danym zbiorze. Zbior wszystkich permutacji wraz z dziata-

ER]

niem zlozenia ,o°” tworzy grup¢ zwang grupg symetryczng. Podobnie jak
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w przypadku grupy bijekcji (F, o), o ktérej wspominaliSmy weze$niej w tabeli 2.1,
takze tutaj dzialanie nie jest przemienne — kolejno$¢ stosowanych permutacji
ma znaczenie i nie mozna jej dowolnie zmieniac.

Na poczatku omowimy podstawowe operacje w grupie permutacji — zlozenie
i potegowanie. Poznamy réwniez element neutralny, zwany permutacja identyczno-
$ciowg, a takze sposOb wyznaczania permutacji odwrotnych. Nastepnie wprowa-
dzimy pojecie parzystosci permutacji oraz zobaczymy, w jaki sposob kazda z nich
mozna roztozy¢ na prostsze sktadniki — cykle. Ten rozklad na cykle bedzie nam po-
trzebny do kolejnych zastosowan przedstawionych w dalszej czesci ksiazki.

2.3.1. Dziatania na permutacjach

Definicja. Permutacja nazywamy funkcje, ktéra odwzorowuje dany zbior na siebie.
Zatem dla zbioru n-elementowego {1, 2, 3, ..., n} permutacja o jest bijekcja, takg ze:

o: {1,2,3,..,n} - {1,2,3,...,n}.

Oznacza to, ze zbior {1, 2, 3, ..., n} jest dziedzing funkcji o oraz jednoczesnie jej
zbiorem wartosci.

Przyktad 2.20

Zdefiniujemy permutacj¢ zbioru 7-elementowego:

=(37 2541 6

oraz wyznaczymy wartosci funkcji o dla wybranych elementow dziedziny
{1,2,3,...,7}.

W jezyku Sage permutacje definiujemy za pomoca obiektu Permutation().
W liscie przekazujemy kolejne elementy z dolnego wiersza:

s = Permutation( [3, 7, 2, 5, 4, 1, 6])
s
Out: [3,7,2,5,4,1, 6]

38




Liczby w pierwszym wierszu permutacji o sg zawsze uporzagdkowane rosngco.
W drugim wierszu znajduja si¢ natomiast wartosci funkcji o dla odpowiednich ar-
gumentow z pierwszego wiersza. Mozemy odczyta¢ na przyklad, ze:
c(1)=3, c(2)=7, o(3) =2 itd.

W kodzie dla permutacji s mozemy stosowac sktadnie, ktora wykorzystywali-
$my dla funkcji, czyli:

s(1), s(2), s(3)
Out: (3, 7, 2)

Zbior wszystkich permutacji zbioru {1, 2,3, ...,n} oznaczamy przez S,,. Moc
tego zbioru, czyli liczba jego elementow, jest rowna:

|Sn| =n!

Przyktad 2.21

Wypiszemy wszystkie elementy zbioru S3, ktéry sktada si¢ z permutacji zbioru 3-
elementowego.

Liczba elementow zbioru S; jest rowna 3! —jest to iloczyn trzech kolejnych liczb
naturalnych dodatnich:

[S;] =3!=1-2-3=6.

Zapisujemy sze$¢ elementow zbioru S3, przestawiajac wartosci w dolnym wier-

T srn ey

506G 2)6G: D)

WN NN
N WN

NN =N

Pierwszy element powyzszego zbioru nazywamy permutacja identyczno$ciowa
— jest to permutacja, ktora nie zmienia kolejnosci elementow.

W Sage wszystkie permutacje elementow przekazanej listy uzyskujemy za po-
moca obiektu Permutations(). Funkcja list() przeprowadza jedynie rzutowanie uzy-
skanego wyniku na liste — dzigki temu mozemy zobaczy¢ na ekranie uzyskany re-
zultat:
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Permutations( [1, 2, 3] ).list()
Out: [[1, 2, 3], [1, 3, 2], [2, 1, 3],
[2,3,1],[3,1, 2], [3, 2, 1]]

Ten sam wynik moglibySmy uzyskac, korzystajac z polecenia Permuta-
tions(3).list(). Aby otrzymaé permutacje¢ identyczno$ciowa, zapisujemy:

Permutations(3).identity()
Out: [1, 2, 3]

W zbiorze permutacji S,, wprowadzamy dzialanie zlozenia permutacji ,,0”.
Dla dwoch permutacji o, T € S, dzialanie to jest zdefiniowane tak samo jak ztozenie
funkcji, czyli:

(co)(x) = a(r(x)).

Ztozenie permutacji nazywamy tez iloczynem permutacji i zapisujemy krotko
jako ot. Warto zwroci¢ uwagg, ze dzialanie to wykonujemy ,,0d prawej do lewe;j
strony” — najpierw liczymy warto$¢ funkcji T dla argumentu x, a nastgpnie wartos$¢
funkcji o dla uzyskanego wyniku 7(x).

Definicja. Para (S, o) jest grupa, ktora nazywamy grupa symetryczna. Elementem
neutralnym w tej grupie jest permutacja identycznosciowa oznaczana jako id — jest
to permutacja, ktéra odwzorowuje kazdy element na siebie.

Grupa symetryczna jest nieprzemienna, poniewaz iloczyn permutacji nie jest
przemienny. Zatem dla dowolnych permutacji o, T € S, na 0ogdét mamy nastepujaca
zalezno$¢:

oT # 10.

Przyktad 2.22

Dla dwoch permutac;ji:

G=(i i g LZL g) oraz r=(

znajdziemy iloczyn ot.

w =
Ul N
BSw
—
N Ul
~—
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Iloczyn permutacji, ze wzgledu na definicj¢ ztozZenia, wyznaczamy ,,0od prawe;j
do lewej strony”. Na przyklad dla liczby 1 najpierw znajdujemy warto$¢ permutacji
7 dla jedynki, a nastgpnie warto$¢ permutacji o dla uzyskanego wyniku:

(co1)(1) = 0(1(1)) =0(3) =5.

Zatem, aby znalez¢ iloczyn o7, stosujemy dla kazdej liczby schemat: ,,idziemy
w dot” — dla permutacji 7, a nast¢pnie dla o. Przykltadowo dla liczby 2 otrzymujemy
ciag przejsc:
25533
Powtarzajgc ten proces dla wszystkich elementéw zbioru {1, 2, 3, 4, 5}, otrzymu-
jemy wynik:

7=(5 324 1)

W Sage iloczyn permutacji wykonujemy za pomocg symbolu gwiazdki (*). Na-

lezy zwroci¢ uwagg, ze dziatanie ot zapisujemy w odwrotnej kolejnosci — podobnie
jak przy recznych rachunkach:

s = Permutation( [4, 1, 5, 2, 3] )
t = Permutation( [3, 5, 4, 1, 2])
t*s

Out: [5, 3, 2, 4, 1]

Przyktad 2.23

Dana jest permutacja:
o= (1 2 3 4
4 7 1 5
Znajdziemy wyniki dziatan:
a)o3; byol;, c¢)o i

© ul
N o
o N
w oo
~

a) Aby znalez¢ permutacje o3, trzykrotnie ,,idziemy w dot”. Na przyktad dla liczby
1 mamy wynik o3(1) = 8, poniewaz otrzymujemy cigg przejéé: 1 545558,
Ostatecznie:

Q
w
I
VN
™ R
NN
1w
w
= Ul
oo
SN
= 00
N——
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W Sage dla obiektu Permutation() mozemy stosowa¢ jedynie symbol mnoze-
nia (*). Niestety w ponizszym kodzie nie zadziata zapis s~ 3:

s = Permutation([4, 7, 1, 5,8, 2, 6, 3])
S*s*s
Out: [8,2,5,3,1,6, 7, 4]

Aby oming¢ ten problem, stosujemy obickt PermutationGroupElement(),
na ktorym juz dziata symbol potggowania (). Wynik s~3 zwracany jest w postaci
rozktadu permutacji na cykle, co zostanie opisane p6zniej. W zwigzku z tym w celu
uzyskania zrozumialej odpowiedzi rzutujemy go z powrotem na obiekt Permuta-
tion():

s = PermutationGroupElement( [4, 7, 1, 5, 8, 2, 6, 3] )
Permutation(s”3)
Out: [8, 2,5, 3,1,6, 7, 4]

b) Permutacja o1 jest permutacja odwrotng do o. Wyznaczamy ja, stosujac sche-
mat: ,,idziemy w gore”. Na przyktad nad jedynka w dolnym wierszu znajduje si¢
liczba 3, wiec mamy o~1(1) = 3. Po wykonaniu tej operacji dla kazdego argu-
mentu otrzymujemy:

U_1=(12345678)
3 6 81 4 7 2 5/

W Sage na obiekcie PermutationGroupElement() z podpunktu a) permutacj¢
odwrotng mozemy wyznaczy¢ za pomocg symbolu potggowania (#), natomiast
dla obiektu Permutation() nalezy zastosowac instrukcje s.inverse():

Permutation(s”-1)
Out: [3,6,8,1,4,7,2,5]

c) Aby znalezé permutacje 0”2, dwukrotnie ,idziemy w gor¢”. Na przyktad
0_—1

-1
dla liczby 2 uzyskujemy ciag przejsc: 2 " 6> 7. Ostatecznie otrzymujemy

permutacje:
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W kodzie, podobnie jak w podpunkcie b), wykonujemy rachunek na obiekcie
PermutationGroupElement(), a wynik rzutujemy na obiekt Permutation():

Permutation(s”™-2)
Out: [8,7,5,3,1,2,6, 4]

2.3.2. Parzystos¢ permutac;ji
Definicja. Dla danej permutacji ¢ inwersja nazywamy pare liczb (i, ), taka ze:

i<j oraz o(i) > a(j).

Przykiad 2.24

Wyznaczymy wszystkie inwersje permutacji:

7=(; 51 4 3)

Na poczatku przyjmujemy i = 1 i sprawdzamy, czy warunek w definicji zacho-
dzi dla liczb j spetiajagcych nierowno$¢ i < j, czyli j = 2, 3,4, 5. Uzyskujemy tylko
jedng inwersje (1, 3), poniewaz:

1<3 oraz 2=0(1) >0(3) =1.

Nastepnie ustawiamy i = 2 i badamy wartosci j = 3,4, 5. Otrzymujemy inwer-
sje (2,3), (2,4)1(2,5). Postgpujac analogicznie dla i = 3 oraz i = 4, uzyskujemy
zbidr inwersji:

IO' = {(1I 3)' (21 3)' (21 4)! (ZI 5)! (4I 5)}

Inwersje mozna takze interpretowac geometrycznie — jako punkty przecigcia
miedzy odcinkami reprezentujagcymi permutacj¢ na diagramie, gdzie taczymy pozy-
cje poczatkowe z odpowiadajacymi im pozycjami koncowymi. Idea ta zostata zilu-
strowana na rysunku 2.2. Na diagramie widocznych jest pig¢ czerwonych punktow
przecigcia, co odpowiada pigeiu inwersjom uzyskanym w przykladzie.

43




@ ® [ ® ®
1 2 : 5

w
(S

Rysunek 2.2. Interpretacja geometryczna inwersji — zielone potaczenia uzyskiwane sg ze wzoru
permutacji

W jezyku Sage inwersje oraz ich liczbg uzyskujemy odpowiednio za pomoca
funkcji inversions() i number_of inversions():

s = Permutation( [2, 5, 1, 4, 3] )
print( 'Inwersje:', s.inversions() )
print( 'Liczba inwersji:', s.number_of_inversions() )
Out: Inwersje: [(1, 3), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (4, 5)]

Liczba inwersji: 5

Definicja. Na podstawie liczby inwersji mozna okresli¢ parzysto$¢ permutacji o.
Powiemy, Ze permutacja jest:

e parzysta, gdy liczba jej inwersji jest parzysta;

e nieparzysta, gdy liczba jej inwersji jest nieparzysta.

Znak permutacji o definiujemy natomiast jako:

_ (1, gdyojestparzysta,
sgn(o) = {_1, gdy o jest nieparzysta.

Przyktad 2.25

Okreslimy parzysto$¢ oraz znak permutacji o z przyktadu 2.24.
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Liczba inwersji permutacji ¢ jest nieparzysta:

|I¢7| = 5.

Wobec tego o jest permutacja nieparzystg. Sprawdzamy to, korzystajac z funkcji
is_even(), ktora stwierdza, czy dana permutacja jest parzysta:

s.is_even()
Out: False

Znak permutacji ¢ odczytujemy natomiast z definicji jako sgn(o) = —1.
W Sage ten wynik uzyskujemy za pomocg funkcji sign():

s.sign()
Out: -1

Przyktad 2.26
Wyznaczymy wszystkie warto$ci parametréw k, £, m € N, dla ktorych permutacja
o= (1 2 3 45 6 7 )
5 k 2 6 £ 3 m

jest parzysta. Dla znalezionych warto$ci parametrow przedstawimy wszystkie in-
wersje odpowiadajacych im permutacji oraz podamy ich liczbg.

W drugim wierszu permutacji o brakuje liczb 1, 417, zatem k, £ i m sa réznymi
elementami ze zbioru {1, 4, 7}. Wszystkie mozliwe permutacje tego zbioru uzysku-
jemy za pomocg funkcji Permutations():

permutacje = Permutations( [1, 4, 7] )

permutacje.list()

Out: [[1, 4, 71, [1, 7, 4], [4, 1, 7],
[4,7,6 11,17, 1, 4], 17, 4, 1]]

Teraz mozemy iterowac w petli for po obiekcie permutacje, wykorzystujac trzy
zmienne jednocze$nie. Parzysto$¢ permutacji sprawdzamy za pomocg funkcji
is_even() i wypisujemy zadane wielko$ci na ekranie:
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for k, I, m in permutacje:
s = Permutation( [5, k, 2, 6,1, 3, m])
if s.is_even():
print( 'Permutacja jest parzysta’,
f'ldla{k =3}, {l=}oraz{m = }.")
print( 'Inwersje:', s.inversions() )
print( 'Liczba inwersji:', s.number_of_inversions() )
print()
Out: Permutacja jest parzystadlak =1, 1 =7 oraz m = 4.
Inwersje: [(1, 2), (1, 3), (1, 6), (1, 7),
(4, 6), (4,7),(5,6), (5 7)]
Liczba inwersji: 8

Permutacja jest parzystadlak =4, 1 =1 orazm = 7.
Inwersje: [(1, 2), (1, 3), (1, 5), (1, 6), (2, 3),
(2, 5), (2, 6), (3, 5), (4, 5), (4, 6)]
Liczba inwersji: 10
Permutacja jest parzystadlak = 7,1 =4 orazm = 1.
Inwersje: [(1, 3), (1, 5), (1, 6), (1, 7),
(2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),
(2,7),(3,7),(4,5), (4,6),
(4,7),(5,6),(5,7), (6, 7)]
Liczba inwersji: 16

2.3.3. Rozktad na cykle

Definicja. Cyklem nazywamy permutacje, ktora przesuwa pewne elementy
,,w kotko”, a pozostate zostawia bez zmian. Na przyktad cykl u = (2 3 5) ze zbioru

Sg to permutacja:
_ (1 2 3 45 6 7 8)
=1 3 54 26 7 8/
Mozemy zauwazy¢, ze elementy 2, 3 i 5 wystgpujace w zapisie cyklu sg odwzo-

T "
rowywane kolejno zgodnie z ciggiem przej$¢: 2 —» 3 —» 5 — 2, ktory nastepnie po-

wtarza si¢ cyklicznie.
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Twierdzenie. Kazda permutacje¢ mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu cykli
roztgcznych, czyli takich cykli, ktore nie maja wspolnych elementow.

Poniewaz cykle rozlaczne dzialajg niezaleznie od siebie, ich iloczyn jest prze-
mienny — kolejnos$¢ zapisu nie wptywa na wynik.

Przyktad 2.27

Zapiszemy ponizszg permutacj¢ w postaci iloczynu cykli roztgcznych:

7=(g 175523 4)

Zaczynamy od liczby 1 i znajdujemy ,,Sciezke” kolejnych warto$ci permutacji o.
Uzyskujemy ciag przejsé: 1 56352531 Gdy wracamy do punktu poczatkowego,
konczymy cykl. Zapisujemy to jako:

c=(162)..

Nastepnie zaczynamy od kolejnej liczby, ktora jeszcze nie wystgpita w powyz-
o o
szym zapisie, czyli na przyktad 3. Otrzymujemy kolejny ciag przejs¢: 3 — 7 — 3.
Stad mozemy zapisac:

0=(162)37)..

Kontynuujemy ten proces, zaczynajac od liczby 4. Otrzymujemy ostatnig
»Sciezke” postaci: 4 555834 Tym razem wyczerpaliSmy wszystkie elementy,
zatem rozktad permutacji ¢ na iloczyn cykli roztgcznych to:

0=(162)(37)(458).

Kazdy z trzech otrzymanych cykli jest osobng permutacja, natomiast pomiedzy
nawiasami mamy dziatanie ztozenia. Po wykonaniu tych operacji uzyskalibysmy po-
czatkowg permutacj¢ o. Ponadto nawiasy w powyzszym zapisie mozemy umie$ci¢
w dowolnej kolejnosci, poniewaz mnozenie cykli roztagcznych jest przemienne.

W Sage z danej permutacji mozemy wyodrebni¢ cykle roztagczne za pomoca
funkcji to_cycles():

s = Permutation( [6, 1, 7, 5, 8, 2, 3, 4])
s.to_cycles()
Out: [(1, 6, 2), (3, 7), (4, 5, 8)]
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Ponadto obiekt PermutationGroupElement() domyslnie zapisuje permutacje
jako iloczyn cykli roztagcznych:

PermutationGroupElement( [6, 1, 7, 5, 8, 2, 3, 4] )
Out: (1,6,2)(3,7)(4,5,8)

Jezeli w permutacji o pewien element jest odwzorowywany na siebie, to w roz-
ktadzie na cykle odpowiada mu cykl jednoelementowy. Tego typu cykle zazwyczaj
si¢ pomija w zapisie. Ta sama zasada stosowana jest rOwniez przez system Sage-
Math dla obiektu PermutationGroupElement() — cykle jednoelementowe
nie s3 wyswietlane w wynikach.

2.4. Whasnosci permutacji

W tej czgSci zajmiemy si¢ wlasno$ciami permutacji, zaczynajac od szczegolnego
przypadku, jakim jest transpozycja, czyli cykl dwuelementowy. W poprzednim roz-
dziale zobaczyli$my, ze kazda permutacj¢ da si¢ zapisa¢ jako iloczyn cykli rozlgcz-
nych. Teraz pokazemy, Ze mozna jg rowniez przedstawi¢ jako iloczyn samych trans-
pozycji. Oznacza to, Ze transpozycje stanowig najmniejsze ,,cegietki”, z ktorych
budujemy wszystkie permutacje. Co wiecej, maja one rowniez wplyw na badanie
parzystosci — kazda transpozycja jest nieparzysta, a mnozenie przez nig zawsze
zmienia znak permutacji.

Nastepnie przejdziemy do pojecia rzedu permutacji, okre$lajacego, do ktorej po-
tegi nalezy podnie$¢ dang permutacjg, aby uzyskac ,,pelny obieg”, czyli powrdci¢
do permutacji identycznosciowej. Rzad pozwala wiec przewidzie¢ cykliczne zacho-
wanie permutacji i w prosty sposob oblicza¢ jej potegi. W dalszej cze¢$ci rozdziatu
zobaczymy takze, w jaki sposob te narz¢dzia moga by¢ wykorzystywane przy roz-
wigzywaniu rownan liniowych w grupie permutacji.

2.4.1. Transpozycje

Definicja. Transpozycja nazywamy cykl dwuelementowy. Jest to permutacja, ktora
zamienia miejscami dokladnie dwa elementy permutowanego zbioru, a wszystkie
pozostale zostawia bez zmian. Na przyklad transpozycja T = (3 7) w grupie Sg wy-

glada nastepujaco:
7= ( 1 2 3 45 6 7 8)
1 27 45 6 3 8/
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Twierdzenie. Kazda permutacj¢ mozna zapisa¢ w postaci iloczynu transpozycji.

Przyktad 2.28

Zapiszemy permutacje
o= ( 1 2 3 45 6 7 89 )
57 9 4 6 3 8 21

jako iloczyn transpozycji.

Zaczynamy od rozktadu permutacji o na iloczyn cykli roztacznych. Stosujemy
procedur¢ opisang w przykladzie 2.27, pomijajac cykl jednoelementowy ztozony
z liczby 4:

0=(15639)(278).
Nastepnie w obrebie kazdego cyklu zaczynamy od pierwszego elementu i zapi-

sujemy kolejne transpozycje, idac od konca. Dla pierwszego cyklu otrzymujemy roz-
ktad:

(15639)=(19)(13)(16)(15),

za$ dla drugiego:

(278) =(28)(27).

Ostatecznie szukany rozklad na iloczyn transpozycji jest postaci:

c=(19)(13)16)(15)(28)(27).

W Sage definiujemy permutacj¢ ¢ i wykonujemy rozklad na iloczyn cykli roz-
facznych za pomoca funkcji to_cycles(). Aby cykl jednoelementowy (4,) nie byt
wyswietlany w wyniku, mozemy zastosowaé argument singletons=False:

s = Permutation( [5, 7, 9, 4, 6, 3,8, 2, 1])
s.to_cycles()
Out: [(1, 5,6, 3,9), (2, 7, 8), (4,)]

Teraz wykorzystujemy liste skladana, aby iterujac po elementach s.to_cycles(),
zamieni¢ poszczegolne cykle na transpozycje. Funkcja reversed() pozwala przecho-
dzi¢ po danym obiekcie od konca, natomiast zapis c[1:] oznacza wzigcie wszystkich
elementéw danego cyklu oprocz pierwszego:
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[(c[0], x) for c in s.to_cycles() for x in reversed(c[1:])]
Out: [(1, 9), (1, 3), (1, 6), (1, 5), (2, 8), (2, 7)]

Kazda transpozycja jest permutacjg nieparzysta. Mnozenie dowolnej permutacji
przez transpozycj¢ zmienia jej znak, stad dla kazdej permutacji o € S, i transpozycji
T € S, zachodzi r6wnos¢:

sgn(ot) = —sgn(o).

Wobec tego rozklad permutacji na iloczyn transpozycji mozna wykorzysta¢
do okreslenia jej parzystosci. Powiemy, ze permutacja jest:

e parzysta, gdy mozna jg zapisac¢ jako iloczyn parzystej liczby transpozyc;ji;

e nieparzysta, gdy wymaga nieparzystej liczby transpozycji.

Ogolniej, dla dowolnych permutacji g4, 0, € S, zachodzi wlasno$¢:

sgn(o102) = sgn(oy) - sgn(a).

Przyktad 2.29

Dana jest permutacja:
a=(1 2 3 45 6 7)
37 2 1 45 6/
5

Okreslimy parzysto$¢ permutacji 0.

Zapisujemy permutacj¢ ¢ w postaci cyklu:
0=(1327654).

Nastepnie, korzystajac z algorytmu przedstawionego w przyktadzie 2.28, przed-
stawiamy ja jako iloczyn transpozycji:
o =(14)(15)(16)(17)(12)(13).

Uzyskali$my rozktad'' na iloczyn 6 transpozycji, a wiec ¢ jest permutacja
parzysta. Stad wynika, ze takze permutacja > jest parzysta — jej rozklad zawiera

! Rozktad permutacji na iloczyn transpozycji nie jest jednoznaczny, jednak w kazdym przy-
padku zachowana jest parzysto$¢ liczby transpozycji.
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6 - 5 = 30 transpozycji. Ponadto dowolna potega permutacji parzystej o pozostaje
permutacja parzysta.

W Sage mozemy uzy¢ funkcji sign() na obieckciec PermutationGroupEle-
ment(), ktory pozwala wykona¢ operacje potegowania:

s = PermutationGroupElement( [3, 7, 2, 1, 4, 5, 6] )

(s”5).sign()
Out: 1

Zbior wszystkich permutacji parzystych zbioru n-elementowego {1, 2, 3, ..., n}
oznaczamy przez A,. Zbior permutacji S,, zawiera dokladnie potowe permutacji pa-
rzystych, wigc zachodzi rownos¢:

n!
|An| = ?

Definicja. Para (4,, o) tworzy grupe, ktora nazywamy grupa alternujaca.

Przyktad 2.30

Narysujemy tabele dzialania w grupie symetrycznej S oraz w grupie alternujacej As.

Aby narysowac tabel¢ w grupie Ss, korzystamy z funkcji OperationTable()
oraz obiektu SymmetricGroup() generujacego elementy grupy symetrycznej:

from sage.matrix.operation_table import OperationTable
R = SymmetricGroup(3)

OperationTable( R, operator.mul, names='elements' )

Out: g 0O (@3 1,2 (1,23) (1,32 (1,3)
o mmmm e mmmmmmen

Ol 0o &3 @2 @23 @,32) (@,3)

(2,3) | (2:3) 0 @23 (@2 (@,3) (@,3.2)
w21 (L2) (1,32) 0 @3 (@3 123)
(1,2,3) | (1,23)  (1,3)  (2,3) (1,3,2) 0O @@,2)
(1,3,2) | (1,3,2)  (1,2) (1,3) 0 1,23)  (2,3)
(1,3) | 1,3) @,23) (132 (23) (1,.2) 0
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Grupg alternujgcg natomiast otrzymujemy, uzywajgc obiektu AlternatingGroup().
Mozemy zaobserwowac, ze zbior A; zawiera potowe elementow zbioru Ss:

R = AlternatingGroup(3)

OperationTable( R, operator.mul, names='elements' )

out:  * 0 (1.2,3) (1,3,2)
oo

O | 0 (t,23) (1,3,2)
(1.2,3)1 (1,2,3) (1,3,2) 0
(1,3,2)1 (1,3,2) 0 (1.23)

2.4.2. Rzad permutacji

Definicja. Rzedem permutacji ¢ nazywamy najmniejszg liczbe naturalng dodatnia
k € N, taka ze:

ok =id.
Rzad r(0) mozemy wyznaczy¢ ze wzoru:

r(o) = NWW(d4, ...,d,),

gdzie dy, ..., dy, to dlugosci cykli w rozkladzie permutacji o na iloczyn cykli roziacz-
nych.

Przyktad 2.31

Znajdziemy rzad permutacji:

O_=(123456789)
9 4 6 71 3 2 5 8/

Zapisujemy permutacj¢ o w postaci iloczynu cykli roztgcznych oraz znajdujemy
dlugosci poszczegolnych cykli:

0=(1985)(247)(36).
di=4  d;=3 dz=2
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Szukany rzad to najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ uzyskanych dtugosci cykli,
czyli:

r(c) = NWW(d,,d,, d3) = NWW(4,3,2) = 12.

Jest to najmniejsza liczba naturalna dodatnia, dla ktérej permutacja o podnie-
siona do tej potegi daje permutacj¢ identyczno$ciows. Stad:

o2 =id.
W Sage wykonujemy kolejno powyzsze operacje — rozktadamy permutacje

na iloczyn cykli roztagcznych za pomocg funkcji to_cycles(), a nastgpnie znajdujemy
najmniejszg wspolng wielokrotno$¢ ich dtugosci, korzystajac z funkcji lem():

s = Permutation( [9, 4,6, 7,1, 3, 2,5, 8])
cykle = s.to_cycles()

dlugosci = [len(x) for x in cykle]

rzad = Icm(dlugosci)

rzad

Out: 12

Mozemy rowniez skorzysta¢ z gotowej funkcji wbudowanej — order() — ktora
zwraca rzad danej permutacji:

s.order()
Out: 12

Przyktad 2.32

Dla danej permutacji:
o= ( 123 45 6 7 8 )
54 6 7 2 8 1 3

znajdziemy najmniejszg liczb¢ naturalng m € N, dla ktorej zachodzi rownosé:
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Ponownie zaczynamy od zapisania permutacji ¢ w postaci iloczynu cykli roz-
facznych oraz znalezienia ich dlugosci:

0=(15247)(368).
d,=5 d,=3

Wynika stad, ze rzad permutacji o jest rowny:

r(o) = NWW(d,,d,) = NWW(5,3) = 15.

Z definicji rzgdu wynika, ze w wykladniku permutacji ¢ mozemy wykonywac
dziatania modulo 15. Stad otrzymujemy réwnos¢:

a zatem szukang najmniejszg liczbg naturalng jest liczba m = 5.
W Sage mozemy w tym celu zastosowa¢ symbol operacji modulo %, tak jak
to zrobiliSmy w przyktadzie 2.18, lub wykorzysta¢ funkcje mod():

s = Permutation( [5, 4, 6, 7, 2, 8, 1, 3])
mod( 95, s.order() )
Out: 5

2.4.3. Rownania permutacyjne

Rownania liniowe w grupie permutacji zawsze maja dokladnie jedno rozwigzanie,
podobnie jak w grupie reszt modulo n. Trzeba jednak pamigtac, ze w przeciwien-
stwie do grupy Z,, dziatanie sktadania permutacji ,,o” nie jest przemienne, dlatego
nie mozemy dowolnie zmienia¢ kolejno$ci permutacji wystgpujacych w roéwnaniu.

Przyktad 2.33

Znajdziemy permutacj¢ y € S, spelniajacg rownanie:

4400_2_123456
a XT_(37512

(@)Y
AN |
~—

gdzie:

=(1 5427356 ™ =(; g

N
B
w
Ul
g o
SN
N——
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Wprowadzamy oznaczenie dla permutacji wystepujacej po prawej stronie row-

nania:
:(1 2 3 45 6 7)
H=\3 7 5 1 2 6 4/

Wtedy réwnanie przyjmuje postac:

ot oyor 2=y

Teraz chcemy przeksztalci¢ rownanie tak, aby uzyska¢ wzoér na wyznaczenie

permutacji y. Najpierw mnozymy je stronami przez o ~** z lewej strony:
0 ogtoyor 2 =g Moy
N——

id

Po lewej stronie uzyskujemy permutacje identycznosciowa id, czyli element
neutralny w grupie permutacji, ktéry nie zmienia wyniku dzialania. Zatem rownanie
upraszcza si¢ do:

yor 2 =g
Nastepnie wykonujemy analogiczng operacje, tylko tym razem mnozymy row-
nanie stronami przez T2 z prawej strony:

2072 = g4 o o2,

id

X°T_

Trzeba zwraca¢ uwagg, z ktorej strony dokonujemy mnozenia, poniewaz w gru-
pie permutacji nie mozna zmienia¢ kolejnosci elementow. W rezultacie otrzymu-
jemy wzor pozwalajacy obliczy¢ permutacje x:

¥ =0"*opot?
Znajdujemy teraz rzad permutacji o, aby obnizy¢ wyktadnik potegi w zapisie
o~**, tak jak robiliémy to w przyktadzie 2.32. Permutacje t¢ mozna zapisa¢ w po-

staci jednego cyklu g = (257 6 3 4) o dlugoéci d; = 6, zatem jej rzad jest rowny:
r(o) = 6.

Mozemy wigc w wykladniku permutacji o wykonywac dziatania modulo 6:

—44 —44+7-6 2

o =0 =0 “.

Warto$¢ t¢ mozna tez zapisa¢ jako a*, jednak obecny wyktadnik znajduje sig
blizej zera. Aby wyznaczy¢ o2, w permutacji o dwukrotnie ,,idziemy w gore™:

(1310180
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Z kolei, aby znalezé T2, dwukrotnie ,,idziemy w dot” w permutacji t:
2_(1 2 3 4 5 6 7
“=(6 73425 1)
Wracajac do wzoru na permutacje y, wykonujemy dzialania ,,od prawej do lewej
strony” zgodnie z kolejnoécig: T2 - u — o~**. Otrzymujemy wynik:
_ ( 1 2 3 4 5 6 7)
Y=\s 6 412 3 7/

W Sage permutacje definiujemy za pomoca obiektu PermutationGroupEle-
ment(), aby dostepna byla operacja potggowania. Nastepnie stosujemy wyprowa-
dzony wzdr, pamigtajac o tym, ze dziatania zapisujemy w odwrotnej kolejnosci:

s = PermutationGroupElement( [1, 5, 4, 2, 7, 3, 6] )
t = PermutationGroupElement( [2, 6, 4, 3, 1, 7, 5] )
m = PermutationGroupElement( [3, 7, 5, 1, 2, 6, 4] )

Permutation( t~2 * m * s~-44)

Out: [5,6,4, 1, 2,3, 7]

Rozwigzanie mozna réwniez znalez¢ metoda Brute Force — poprzez sprawdze-
nie w petli for wszystkich elementow grupy symetrycznej S;, ktora w Sage uzysku-
jemy za pomocg polecenia SymmetricGroup(7):

for x in SymmetricGroup(7):
if tA-2 * X * sN44 == m:
print( 'Rozwigzanie:', Permutation(x) )
Out: Rozwigzanie: [5, 6, 4, 1, 2, 3, 7]

Warto zapoznac si¢ z innymi mozliwosciami dotyczacymi grup permutacji w do-
kumentacji permutacji'?> w Sage [4]. Wigcej informacji na temat struktur algebraicz-
nych i ich zastosowan mozna znalez¢ w pozycjach [2] 1 [3].

Dasz rade!

12 Sage, Permutations, https://doc.sagemath.org/html/en/reference/combinat/sage/com-
binat/permutation.html [dostep: 20.04.2026].
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3. Macierze

3.1. Operacje na macierzach

Macierz to prostokatna tablica, ktérej elementami najczgsciej sg liczby, cho¢ w bar-
dziej ogdlnym ujeciu moga by¢ nimi réwniez inne obiekty, takie jak symbole
czy wyrazenia algebraiczne. Struktura ta stanowi niezwykle wazne narzedzie w al-
gebrze, informatyce i naukach technicznych, poniewaz pozwala w zwartej formie
zapisywacé dane oraz opisywac réznorodne przeksztalcenia. Intuicyjnie macierz
mozna traktowac jako uporzadkowang ,tabele liczb”, ktora nie tylko przechowuje
informacje, lecz takze umozliwia wykonywanie operacji algebraicznych.

Kazda macierz ma okreslone wymiary, ktore zapisujemy, podajac kolejno liczbg
wierszy oraz liczbe kolumn. Okazuje si¢, ze zbidr wszystkich macierzy o tych sa-
mych wymiarach wraz z dziataniem dodawania tworzg grup¢ przemienng. W przy-
padku mnozenia sytuacja jest bardziej zlozona: nie kazda par¢ macierzy mozna
ze sobg pomnozy¢, a samo mnozenie macierzy nie jest przemienne, podobnie jak
ztozenie permutacji. Ponadto jedynie wybrane macierze maja element odwrotny
wzgledem mnozenia, zwany macierza odwrotng. To powoduje, ze zbior wszystkich
macierzy nie tworzy ciala, lecz pier§cien.

W tym rozdziale skupimy si¢ na wprowadzeniu podstawowych poje¢ zwigza-
nych z macierzami. Zaczniemy od omowienia sposobow zapisu macierzy w jezyku
Sage. Nastepnie przedstawimy metody segmentacji, czyli wyodrebniania wybra-
nych fragmentoéw macierzy oraz odwotywania si¢ do jej elementéw. Przeanalizu-
jemy réwniez podstawowe dziatania na macierzach oraz przedstawimy przyktady
macierzy charakterystycznych oraz specjalnych typow operacji, ktore odgrywaja
istotng role w dalszych zastosowaniach.

3.1.1. Segmentacja macierzy
Definicja. Macierza o m wierszach i n kolumnach nazywamy odwzorowanie:

A {1,...m}x{1,..,n} > K

gdzie K jest ciatem. Warto$¢ tego odwzorowania dla pary (i, j) oznaczamy przez a;;
1 zapisujemy w postaci:
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A=

aj; aln]

Am1 " Amn

Moéwimy, Zze macierz A ma wymiary m X n —zawsze najpierw podajemy liczbe
wierszy, a nastepnie liczbe kolumn.

Przyktad 3.1

Zdefiniujemy macierz o wymiarach 3 X 4:

2 -1 5 3
M=(-3 0 1 1|

-1 4 0 -1

Aby utworzy¢ macierz w Sage, korzystamy z funkcji matrix(). Poszczegolne
wiersze zapisujemy w oddzielnych nawiasach kwadratowych:

M= matriX( [[21 _11 51 3]1 [_31 Ol 11 1]1 [_11 41 Ol _1]] )

M

Out: [2-1 5 3]
[-3 01 1]
[-1 4 0-1]

Alternatywnie mozna przekaza¢ kolejne elementy macierzy w jednej liscie,
okreslajac jednoczesnie liczbe wierszy (nrows) lub kolumn (ncols):

M = matrix( [2, -1, 5, 3,-3,0,1, 1, -1, 4, 0, -1],

nrows=3 )
show(M)
2 -1 5 3
Out: | -3 0 1 1
-1 4 0 -1

Liczbe wierszy i kolumn uzyskujemy odpowiednio za pomocg funkcji nrows()
i ncols():

print( 'Liczba wierszy:', M.nrows() )

print( 'Liczba kolumn:', M.ncols() )
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Out: Liczba wierszy: 3

Liczba kolumn: 4

W praktycznych zastosowaniach czgsto zachodzi potrzeba odwotania si¢ do kon-
kretnego elementu macierzy lub wyodrgbnienia jej wybranego fragmentu. Taka ope-
racje nazywamy segmentacjg tablicy dwuwymiarowe;.

Przyktad 3.2
Zaprezentujemy metody segmentacji macierzy:
1 2 3
C=14 5 6|
7 8 9

Macierz C mozna zdefiniowac sprytnie, wykorzystujac funkcje range(),
ktéra generuje liste kolejnych liczb catkowitych z przedzialu lewostronnie domknig-
tego:

C = matrix( range(1, 10), nrows=3 )

C

Out: [1 2 3]
[4 5 6]
[7 8 9]

Do poszczeg6lnych elementow c¢;; macierzy C mozemy odwotywac si¢ za po-
mocg sktadni C[i, j] lub C[i][j]. Ponizej wypiszemy wartosci elementow:

® Cq1 znajdujacego si¢ w lewym gornym rogu macierzy C;

® (33 polozonego na przecigciu drugiego wiersza i trzeciej kolumny.

W jezyku Python obowiazuje indeksowanie od zera, wige dla kazdego indeksu
podajemy warto$¢ mniejsza o 1:

print( 'Element c11:', C[0, 0] )
print( 'Element c23:', C[1][2] )
Out: Element c11: 1

Element c23: 6
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Drugi sposéb zapisu, czyli C[i][j], jest bardziej restrykcyjny — nie pozwala
na nadpisywanie elementow macierzy. Przykladowo, jezeli chcemy w ten sposob
zmieni¢ warto$¢ elementu ¢33 w prawym dolnym rogu, to otrzymamy btad:

C[2][2] = 12
Out: ValueError: vector is immutable;

please change a copy instead (use copy())

Pierwsza konwencja zapisu, czyli C[i, j], pozwala juz natomiast poprawnie wy-
kona¢ t¢ operacj¢ nadpisania:

C[2, 2] =12

Cc

Out: [1 2 3]
[4 5 6]
[7 812]

W Pythonie zapis :2 oznacza pobranie wszystkich elementow od poczatku listy
do elementu o indeksie 2, ale nie wlacznie. W praktyce daje to wigc dwa pierwsze
elementy. Z kolei zapis 2: zwraca wszystkie elementy od indeksu 2 wlacznie
az do konca listy. Dla macierzy obowigzuje ta sama zasada, przy czym pierwszy in-
deks odnosi si¢ do numeréw wierszy, a drugi — do kolumn. Ponizej wyodrebniamy
macierze o wymiarach 2 X 2, znajdujace si¢ odpowiednio w lewym goérnym
oraz prawym dolnym rogu macierzy C:

print('Macierz 2x2 w lewym gérnym rogu:")
show( C[:2, :2])
print(‘Macierz 2x2 w prawym dolnym rogu:")
show( C[1:, 1:]1)
Out: Macierz 2x2 w lewym gérnym rogu:

(s 5)

4 5
Macierz 2x2 w prawym dolnym rogu:

(5 1)
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Gdy chcemy wzig¢ wszystkie wiersze (lub kolumny), stosujemy w odpowiednim
miejscu symbol dwukropka. Wezmiemy druga kolumne macierzy C:

C[:, 1]

Out: [2]
[5]
(8]

Aby otrzymac drugi wiersz tej macierzy, wystarczy uzy¢ zapisu C[1, :]. W tym
przypadku mozliwy jest takze zapis bez dwukropka, jednak wtedy wynikiem bedzie
wektor, a nie macierz. Jest on wyswietlany poziomo w nawiasach okragtych:

CI1]
Out: (4, 5, 6)

W jezyku Python dostgpne sg rowniez indeksy ujemne, ktore oznaczaja odlicza-
nie od konca. Na przyktad ponizszy zapis wybiera dwie ostatnie kolumny macie-
rzy C:

C[:, -2:]

Out: [ 2 3]
[5 6]
[812]

Poszczegolne wiersze 1 kolumny mozemy réwniez powiela¢. Wowczas przeka-
zujemy w liscie ich indeksy na odpowiedniej pozycji. WeZmiemy pierwszy wiersz
oraz dwa drugie wiersze:

C[[0, 1, 1]]
Out: [1 2 3]
[4 5 6]
[4 5 6]
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Ponizszy kod zwraca z kolei kolumny w przestawionej kolejnosci:

C[:, [2, 0, 1]]
Out: [3 1 2]
[6 4 5]
[12 7 8]

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze wszystkie te operacje, z wyjatkiem modyfikacji war-
tosci elementu, jedynie wypisujg wynik na ekranie, a nie zmieniajg oryginalnej ma-
cierzy.

3.1.2. Podstawowe dziatania na macierzach

Zbior wszystkich macierzy o wymiarach m X n i elementach nalezacych
do ciata K oznaczamy symbolem M,y (K).

Przyktad 3.3

Przeanalizujemy dostepne operacje, ktore mozna wykona¢ na ponizszych dwoch

macierzach nalezacych do zbioru My, (R):
_[1 3 2 3

A—[O ) oraz B [4 1]

1. Dodawanie i odejmowanie.
Dwie macierze mozemy dodawac i odejmowac tylko wtedy, gdy maja takie
same wymiary. Wowczas wykonujemy te dzialania dla odpowiednich elementow:

L PR R O R FR RO ol P

a-e=[o o105 =162 223=15 1)

Ponadto dodawanie macierzy jest dzialaniem przemiennym. W Sage definiu-
jemy macierze A i B, a nastgpnie wykorzystujemy operator dodawania (+) lub odej-
mowania (-):
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A = matrix( [[1, 3], [0, 2]11)
B = matrix( [[2, 3], [4, 11])
A+B, A-B
Out: (

[36] [-1 0]

[4 3], [-4 1]

)

2. Mnozenie przez skalar.

Skalarem nazywamy element ciata IK. W przypadku macierzy najczesciej wyko-

rzystujemy ciala liczb rzeczywistych (R) oraz zespolonych (C). Mnozenie macierzy
przez skalar jest przemienne, czyli dla dowolnego skalara k € K i dowolnej macie-
rzy A € M, (IK) mamy:

k-A=A-k.

Przyktadowo ponizej pomnozymy macierz A przez liczbe 2:

1 3 _[2-1 2-3 _[2 6

ZAZZ'[O 217120 2.217 1o 4l

W Sage stosujemy operator mnozenia (*):

2*%A
Out: [2 6]
[0 4]

. Mnozenie macierzy.

Dwie macierze mozna pomnozy¢ tylko wtedy, gdy ich srodkowe wymiary sa ta-

kie same. Oznacza to, ze dziatanie mnozenia jest mozliwe dla macierzy o wymiarach
m X k oraz k X n. W wyniku otrzymujemy wowczas macierz o wymiarach m X n.
Na rysunku 3.1 przedstawiono schemat utatwiajacy zapamigtanie sposobu mnozenia
macierzy — laczymy je wierzchotkami i znajdujemy sume iloczynow odpowiadaja-
cych sobie elementow.
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1 3 |12+34
0 2 0-3+2-1
Rysunek 3.1. Schemat mnozenia macierzy

Mnozenie macierzy nie jest przemienne. Mozemy zapisa¢ to schematycznie
jako:
AB = BA.
Co wigcej, moze si¢ zdarzy¢, ze jednego z tych dziatan w ogole nie mozna wy-
kona¢ — na przyktad dla macierzy AiB o wymiarach odpowiednio 2 X 313 X 4.
Aby przeprowadzi¢ mnozenie macierzy w Sage, rowniez korzystamy z operatora *:

A*B
Out: [14 6]
[8 2]

4. Potegowanie.
Potggowanie macierzy jest skroconym zapisem jej mnozenia przez siebie sama,
czyli:
A=A .. -A

n

Obliczymy na przyktad drugg potgge macierzy B:

2 3 _[2 3 =[2-2+3-4- 2-3+3-1]
4 1 4 1 4-2+1-4 4-3+1-1

[16 9 ]

BZZB'B:[ 12 13

Potegowa¢ mozemy tylko macierz kwadratowa, czyli macierz o takiej samej

liczbie wierszy i kolumn. Aby wykona¢ to dziatanie w Sage, stosujemy operator po-
tegowania ():
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BA~2
Out: [16 9]
[12 13]

5. Transpozycja.

Transpozycja macierzy polega na zamianie jej wierszy na kolumny. Macierz
transponowana do macierzy o wymiarach m X n ma wymiary n X m. Ponizej trans-
ponujemy macierz A:

1 317" _11 0
T _ —
A= [0 2] B [3 21

W Sage operacje t¢ wykonujemy za pomoca funkcji transpose() lub krocej jako:

AT
Out: [1 0]
[3 2]

6. Laczenie macierzy.
W jezyku Sage macierze mozna polaczy¢:
e wzdhuz wierszy, korzystajac z funkcji stack();
e wzdhuz kolumn za pomocg funkcji augment().
Ponizej przedstawiamy przyktad zastosowania drugiej funkcji:

A.augment(B)

Out: [1 3 2 3]
[0241]
Przykiad 3.4
Dane sg macierze:
0 3
_ _[-3 -2 -1 _[0 2
A= % g] B_[o 1 2]' =14 6l

Wykonamy ponizsze dzialania lub uzasadnimy, dlaczego nie jest to mozliwe:

a) ACTB; b)(CB)TA.
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Definiujemy macierze A, B i C. Mozemy to zrobi¢ sprytnie w nastepujacy spo-
sob:

A = matrix( range(6), nrows=2 ).T
B = matrix( range(-3, 3), nrows=2)

C = matrix( range(0, 7, 2), nrows=2)

print('Macierz A:', A, sep="\n")
print('Macierz B:', B, sep="\n")
print('Macierz C:', C, sep="\n")
Out: Macierz A:

[0 3]

[14]

[2 5]

Macierz B:

[-3-2-1]

[0 1 2]

Macierz C:

[0 2]

[4 6]

a) Przeprowadzamy rachunki na wymiarach macierzy wystepujacych w dziala-
niu ACTB:

3x2-2x2)T-2x3=3%x2-2x2-2%x3=3x%x3.
—— ——

Mozemy wykona¢ to dziatanie, poniewaz §rodkowe wymiary wystepujace w ilo-
czynach macierzy sg rowne:

A*CT*B

Out: [-18 6 30]
[-24 12 48]
[-30 18 66]
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b) Ponownie zaczynamy od rachunkéw na wymiarach dla dziatania (CB)TA:
T
<2><2-2><3> 3x2=2x%x3)T-3x2=3x2-3x%x2.
f T

Tym razem nie jestesmy w stanie wykonac¢ tego dziatania, poniewaz w jednym
z iloczynow srodkowe wymiary macierzy nie sg rowne. Po zastosowaniu tej operacji
w Sage pojawia si¢ komunikat o btgdzie — nie mozna pomnozy¢ dwoch macierzy
o wymiarach 3 X 2:

(C*B).T * A

Out: TypeError: unsupported operand parent(s) for *:
'Full MatrixSpace of 3 by 2 dense
matrices over Integer Ring' and
'Full MatrixSpace of 3 by 2 dense

matrices over Integer Ring'

3.1.3. Macierze charakterystyczne

W tej czeSci przyjrzymy si¢ kilku szczegélnym rodzajom macierzy i zobaczymy,
w jaki sposéb mozna je utworzy¢ w jezyku Sage.

1. Macierz zerowa.

Macierzg zerowg nazywamy macierz ztozong wylacznie z zer. Jest ona elemen-
tem neutralnym dodawania w grupie macierzy o wymiarach m X n, czyli
(M1 (R), +). Oznaczamy ja symbolem 0 i ma ona t¢ wlasnos¢, ze dla kazdej
macierzy A € M, (R) zachodzi:

A+0=0+A=A.

W Sage macierz zerowg mozna utworzy¢ za pomocg funkcji zero_matrix().
Jako argumenty podajemy kolejno liczbe wierszy i kolumn docelowej macierzy:

zero_matrix(3, 2)
Out: [0 0]

[0 0]

[0 0]
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2. Macierz jednostkowa.

Macierz jednostkowa, oznaczana symbolem I, pelni funkcj¢ elementu neutral-
nego wzgledem mnozenia macierzy. Jest to macierz kwadratowa, ktora na tzw. prze-
katnej gtdéwnej zawiera jedynki, a w pozostatych miejscach zera. Dla dowolnej ma-
cierzy kwadratowej A zachodzi rownos¢:

A-1=1-A=A

Aby zdefiniowac ja w Sage, korzystamy z funkcji identity_matrix():

identity_matrix(3)

Out: [1 0 0]
[010]
[001]

3. Macierz diagonalna.

Macierz diagonalna to macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy poza
przekatna glowng sa rowne zeru. Do jej utworzenia w Sage stuzy funkcja diago-
nal_matrix(), ktorej przekazujemy list¢ elementéw umieszczanych na przekatnej
gtowne;j:

diagonal_matrix( [1, 2, 4, 3] )
Out: [1 00 0]

[0200]

[0040]

[000 3]

4. Macierz trojkatna dolna i tréjkatna gérna.

Macierz trojkatna dolna to macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy
znajdujace si¢ nad przekatng glowna sg rowne zeru. Analogicznie macierz trojkatna
gorna ma zera pod przekatna glowng. Tego typu macierze odgrywaja wazng role
w algorytmach numerycznych oraz w dekompozycjach macierzy, czyli procesach
ich rozkladu na iloczyn innych macierzy o specyficznych wlasciwo$ciach. Przykta-
dem jest dekompozycja LU (Lower-Upper Decomposition), ktora pozwala zapisa¢
dang macierz A w postaci:

P-A=L-U,
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gdzie L jest macierza trojkatna dolng, U — trojkatng goérna, a P jest tzw. macierza
permutacji.

Macierze wystepujace w dekompozycji LU dla zadanej macierzy A mozna uzy-
ska¢ w Sage za pomocg funkcji LU(), ktora zwraca trojke macierzy (P, L, U):

A = matrix( [[2, 3], [4, 111)

A.LU(Q)

Out: (
(01] [ 1 0] [ 4 1]
[10],[1/2 1],[ 05/2]
)

5. Macierz blokowa.

Macierz blokowa to macierz, ktora traktujemy jako podzielong na prostokatne
fragmenty, zwane blokami. Na przyktad macierz 4 X 4 mozna zapisac¢ jako macierz
blokowa postaci:

[A B ]’

C D

gdzie A, B, Ci D sg macierzami o wymiarach 2 X 2. Aby utworzy¢ ja w Sage, skle-
jamy mniejsze macierze za pomoca funkcji block matrix():

A = matrix( [[1, 2], [3, 411)
B = matrix( [[5, 6], [7, 811)
block_matrix( [[A, B], [B, Al])
Out: [1 2|5 6]

[3 4|7 8]

Tt

[56]12]

[7 8|3 4]

3.2. Uktady réwnan liniowych

Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych w szkole Sredniej zazwyczaj polegato
na wyznaczaniu kolejnych zmiennych z uktadu iich podstawianiu do pozostatych
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rownan, az do uzyskania ostatecznego rozwigzania. Na studiach spotykamy t¢ sama
ideg, ale przedstawiong w bardziej ogolnej i uporzadkowanej formie, ukryta pod na-
zwa ,,metoda eliminacji Gaussa”. Algorytm ten wykorzystuje zapis macierzowy,
dzigki czemu caty uktad mozna traktowac jako jeden obiekt matematyczny, a kolejne
przeksztatcenia sprowadzajg si¢ do prostych operacji na macierzach.

W tym rozdziale zobaczymy, jak zapisywac uktad rownan w postaci macierzo-
wej oraz jakie operacje — zwane elementarnymi — mozna na nim wykonywac. Od-
powiadaja one przeksztatceniom stosowanym w zwyktych uktadach rownan, lecz
zapisanych w formie macierzowej. Narzedzia te bedg miatly kluczowe znaczenie
w dalszych zastosowaniach algebry. Szczegoélnie istotne jest twierdzenie Kronec-
kera-Capellego, ktore pozwala okres$li¢ liczbe¢ rozwigzan ukladu rownan oraz,
co wazne, od ilu parametrow zaleza te rozwigzania. Umozliwi nam to p6zniej do-
ktadniejsze zrozumienie struktury catej przestrzeni rozwigzan.

3.2.1. Operacje elementarne
Dla uproszczenia teori¢ dotyczacg uktadéw réwnan liniowych przedstawimy na kon-

kretnym przykladzie:

x+ y+ z=0

{—x+2y—32=4
3x —5y+4z=1.

1. Macierza ukladu nazywamy macierz:

-1 2 =3
A=|1 1 1|
3 -5 4

ztozong ze wspotczynnikow stojacych przy niewiadomych. Liczba jej wierszy od-
powiada liczbie rownan, a liczba kolumn — liczbie zmiennych w ukfadzie.

2. Wektorem wyrazéw wolnych nazywamy wektor:

[

ktory sktada si¢ z liczb znajdujacych si¢ po prawej stronie rownan.
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3. Kolumna niewiadomych to wektor:

[}

zawierajacy wszystkie zmienne wystgpujace w ukladzie. Dzigki tym oznaczeniom
caly uktad rownan mozemy zapisa¢ w tzw. postaci macierzowej, czyli:

Ax =b.
Pozwala nam to uzyska¢ rownowazny zapis uktadu w jezyku macierzy. Rzeczy-

wiscie, po wykonaniu mnozenia macierzy otrzymujemy uktad rownowazny pierwot-
nemu, zapisany w postaci rowno$ci wektorow kolumnowych:

-1 2 =3 x 4 —x+ 2y —3z 4
[1 1 1 -[y]= 0] - xX+y+z =[0],
3 -5 4 z 1 3x =5y +4z 1

4. Macierz uzupelniong otrzymujemy poprzez potaczenie macierzy ukladu A i ko-
lumny wyrazéw wolnych b:

-1 2 -=-3|4
U=1|1 1 1 (0]
3 =5 411

Taki zapis pozwala bezposrednio powigzac uktad rownan z odpowiadajaca mu
macierzg.

Operacje elementarne na wierszach macierzy to przeksztalcenia, ktére odpowia-
daja dozwolonym operacjom na zwigzanym z nig ukladzie réwnan. Pozwalaja one
uzyska¢ uktad rownowazny, ktéry ma dokladnie te same rozwigzania. Wyrézniamy
nastgpujace rodzaje operacji elementarnych:

1. Zamiana dwoch wierszy.
Jezeli w uktadzie rownan zamienimy miejscami pierwsze i drugie roOwnanie,
uzyskamy w wyniku ten sam uktad:

—x+2y—3z=4 x+ y+ z=0
x+ y+ z=0 - —x+2y—3z=4
3x —-5y+4z=1 3x —5y+4z=1.

W zwiazku z tym jedng z operacji elementarnych jest zamiana miejscami pierw-
szego 1 drugiego wiersza macierzy:
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-1 2 =3
1 1 1 (0 - -1 2 =3
1 3 -5 4

3 -5 4

4] Wy o w, [ 1 1 1

0
4 |.
1
W Sage rozpoczynamy od zdefiniowania macierzy uzupetionej U. Aby zamie-

ni¢ miejscami dwa pierwsze wiersze, mozemy zastosowa¢ zapis U[[1, 0, 2]]

lub skorzysta¢ z funkcji swap_rows(). Drugi sposéb bezposrednio modyfikuje ma-
cierz U:

U= matriX( [[_11 21 _31 4]1 [11 11 11 O]l [31 _51 41 1]] )
U.swap_rows(0, 1)

u

Out:[1 1 1 0]
[-1 2-3 4]
[3-54 1]

2. Mnozenie wiersza przez liczbe rézng od zera.

W ukladzie jedng z dozwolonych operacji jest pomnozenie drugiego rownania
przez 2:

—x+2y—-3z=4 - —2x+4y—-6z=18

{ x+ y+ z=0 { x+ y+ z=0
3x-5y+4z=1 3x—5y+4z=1,

dlatego operacja elementarng jest pomnozenie drugiego wiersza macierzy przez 2:

1 1 1]0] y,o [1 1 1]0
-1 2 3|4 —> |-2 4 -—6|8]|
1

3 -5 411 3 -5 4

Aby wykonac te¢ czynnos¢ w Sage, stosujemy operator *=:

U[1l] *= 2

u

Out:[1 1 1 0]
[-2 4 -6 8]
[3-54 1]
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3. Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe.

Rownania w ukfadzie mozemy dodawaé i odejmowac stronami — tak dziata
na przyktad metoda przeciwnych wspotczynnikow. Zatem mozna do trzeciego row-
nania doda¢ réwnanie drugie:

x+ y+ z=0 x+ y+ z=0
{—2x+4y—6z=8 - {—2x+4y—6z=8
3x—5y+4z=1 xX— y—2z=0.

Analogicznie operacjg elementarng jest dodanie drugiego wiersza do wiersza
trzeciego:

11 1|0] wsw, 1 1 110

-2 4 -6|8 — -2 4 —6|8|
3 -5 411 1 -1 =219

W Sage mozemy zastosowac operator +=:

U[2] += U[1]

u

Out:[1 1 1 0]
[-2 4 -6 8]
[1-1-2 9]

3.2.2. Metoda eliminacji Gaussa

Rozwigzywanie uktadu rownan metodg eliminacji Gaussa polega na sprowadzeniu
macierzy uzupelnionej uktadu U za pomoca operacji elementarnych do postaci
schodkowej. Na rysunku 3.2 przedstawiono przyktadowsa posta¢ schodkowa macie-
rzy o wymiarach 4 X 6, w ktorej:

e kolorem czerwonym zaznaczone sa tzw. schodki — wystepuja one w kolum-
nach 1, 2 oraz 4 i opadaja zawsze tylko o jeden poziom, czyli nie mogg by¢
»dwupietrowe”;

e kolor zielony reprezentuje elementy wiodace (pivoty) — sa to pierwsze nie-
zerowe elementy w kazdym wierszu macierzy schodkowej;

e pod schodkami znajdujg si¢ same zera, natomiast na pozostatych pozycjach
moga wystepowac dowolne liczby.

Twierdzenie. Kazda macierz mozna sprowadzi¢ do postaci schodkowej za po-
mocg operacji elementarnych na wierszach.
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Rysunek 3.2. Przyktad postaci schodkowej macierzy o wymiarach 4 x 6

Przyktad 3.5
Sprowadzimy do postaci schodkowej macierz uzupetiong uktadu:
—2x+ y+5z=-1
{ 2x —4y—2z= 4
3x—4y—-7z= 3.

Najpierw zapisujemy macierz uzupetiong uktadu:

-2 1 5 1|-1
U=|12 -4 -2|4|
3 -4 =713

Ponizej przedstawiamy algorytm sprowadzania dowolnej macierzy do postaci
schodkowej:

1. Jezeli to mozliwe, dzielimy wiersz przez pewna liczbe.

Mozemy podzieli¢ drugi wiersz przez 2, poniewaz wszystkie jego elementy
sg parzyste. W ten sposob upraszczamy rachunki, zmniejszajac wartosci elementow
macierzy:

-2 1 5 |-1] w2 [-2 1 5 ]|-1
2 —4 -=2|4 — 1 -2 -1 2 |
3 —4 -713 3 —4 -713

2. Ustawiamy w lewym gérnym rogu liczbe 1 lub —1.
Aby pierwszy element wiodacy byt rowny 1, zamieniamy miejscami pierwszy
i drugi wiersz:
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2 1 5 =17 pow, [1 -2 -1]2
1 -2 -1 2 — -2 1 5 |-1}
3 —4 -713 3 —4 -713

3. Wykorzystujemy element wiodacy do wyzerowania wartos$ci pod spodem.
Jest to powod, dla ktorego warto mie¢ w lewym gornym rogu liczbe 1 Tub —1.
Mozemy ja wykorzysta¢ do zerowania elementdéw znajdujacych si¢ ponize;j:

1 =2 =1| 2] wyeow, [1 -2 -1]2
-2 1 5 |-1 = 0 -3 3|3|
3 —4 —713 1 ™" 1o 2 -al-3

Nastegpnie powtarzamy algorytm dla kolejnego elementu wiodacego, pomijajac
pierwszy wiersz macierzy. Najpierw dzielimy drugi wiersz przez 3:

1 -2 =11 2] wys [1 =2 —1]2
0 -3 313 — 0 -1 11|
0 2 —41-3 0 2 —41-3

Drugi element wiodacy jest juz rowny —1, wiec wykorzystujemy go do wyzero-
wania liczby pod spodem. W ten sposob uzyskujemy posta¢ schodkowa macierzy U:

1 =2 =10 2] ywosow, [1 —2 —1]2
0 -1 1|1 — 0 -1 1|1}
0 2 -—41-3 0 0 -21-1

Przeprowadzamy kolejno wszystkie powyzsze operacje elementarne w Sage:

U = matrix( [[-2, 1, 5, -1],
[2, -4, -2, 4],
[3, -4, -7, 311)
ufi] /=2
U.swap_rows(0, 1)
U[1] += 2*U[0]
U[2] -= 3*U[0]
ul1] /=3
U[2] += 2*U[1]
u
Out: [1-2-1 2]
[0-1 1 1]
[0 0-2-1]
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Macierz mozna sprowadzi¢ do postaci schodkowej bezposrednio za pomocg jed-
nej z funkcji wbudowanych: echelon_form(), rref() lub echelonize(). Pierwsza
z nich wypisuje posta¢ schodkowa na ekranie, druga dodatkowo zeruje elementy
nad pivotami, natomiast ostatnia modyfikuje oryginalng macierz. Ponizej ponownie
definiujemy macierz uzupetiong U, tym razem tgczac w poziomie macierz uktadu A
z wektorem wyrazéw wolnych b:

A= matriX( [[_21 11 5]1 [21 _41 _2]1 [31 _41 _7]] )
b = vector( [-1, 4, 3])
U = A.augment(b, subdivide=True)

U

out: [-2 1 5|-1]
[2-4-2] 4]
[3-4-7| 3]

Przedstawiamy efekt dziatania funkcji echelon_form() oraz rref():

U.echelon_form(), U.rref()

Out: (
[L075][ 1 0 0]3/2]
[0173][ 0 1 0]-1/2]
[0 0126],[ O O 1]1/2]
)

Uzyskujemy inne wyniki niz przy obliczeniach rgcznych — jest to normalne, po-
niewaz kazda macierz ma nieskonczenie wiele réznych postaci schodkowych.

Przyktad 3.6

Rozwigzemy uktad rownan z przyktadu 3.5 metodg eliminacji Gaussa.
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W poprzednim przyktadzie sprowadziliémy macierz uzupelniona uktadu U
do postaci schodkowe;j:

-2 1 5|-1 1 -2 -1] 2
U=|2 -4 -2|4 ~ 0O -1 1|11
3 -4 =713 0 0 -21-1

Jest to najwazniejszy etap metody eliminacji Gaussa. Aby jednak uzyskac¢ pelne
rozwigzanie ukfadu réwnan, nalezy jeszcze wyznaczy¢ warto$ci niewiadomych.
W tym celu zapisujemy kolejne wiersze macierzy schodkowej w postaci rownan —
od dotu do gory — a nastepnie rozwigzujemy je recznie. Zaczynamy od ostatniego
wiersza:

2z =-1 —1
—_— P — ﬁ —_.
z z >

W réwnaniu wynikajacym z drugiego wiersza mozemy juz wykorzysta¢ wyzna-
czong warto$¢ zmiennej z:
1 1

—y+z=1 —y+-=1 ==
y+z - y+5 - y=-3

Na koniec wykonujemy analogiczne obliczenia dla wiersza pierwszego:
2 =2 2 ( 1) ! =2 = >
- —z = - -2 |l—-=)—-== - = -,
XxX—2y—z X 5) 3 x =5

W Sage mozemy wykorzysta¢ macierze A i b zdefiniowane w przyktadzie 3.5,
aby rozwigzac¢ ten ukfad za pomoca funkcji solve_right():

A.solve_right(b)
Out: (3/2, -1/2, 1/2)

Ten sposob dziata jednak poprawnie tylko wtedy, gdy uktad ma doktadnie jedno
rozwigzanie. W przypadku ogélnym najlepiej skorzysta¢ z funkcji solve():

var('x y z')

solve( [-2*x+y+5*z==-1, 2*X-4*y-2*z==4, 3*x-4*y-7*z==3],
X, v, z])

Out: [[x == (3/2), y == (-1/2), z == (1/2)]]
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3.2.3. Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Definicja. Rzedem macierzy A nazywamy liczbe niezerowych wierszy uzyskanych
w jej postaci schodkowej (czyli liczbe schodkow). Oznaczamy go symbolem r(A).

Przyktad 3.7

Znajdziemy rzad macierzy:

12 -2 -1 o0
A= 3 -1 0 2
-1 7 5 0

Sprowadzamy macierz A do postaci schodkowe;j:

A = matrix( [[-1, 3, 2, -4],
[2, -2, -1, 0],
[3, -1, 0, 2],
[-1,7,5,01])
A.echelon_form()
Out: [1112]
[0 4 3 4]
[0 00 6]
[0000]

Uzyskujemy trzy schodki znajdujace si¢ w kolumnach 1, 2 i 4. Rzad macierzy A
jest zatem rowny 3, co zapisujemy jako:

r(A) = 3.

W Sage rzad wyznaczamy za pomocg funkcji rank():

rank(A)
Out: 3

Uwaga. Rzad macierzy spelnia wlasnosc:

r(A) = r(AT).
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Oznacza to, ze operacje elementarne mozna wykonywac nie tylko na wierszach,
ale rowniez na kolumnach macierzy. Dla macierzy uktadu nie stosujemy jednak ope-
racji elementarnych na kolumnach, poniewaz prowadzitoby to do zmiany kolejnosci
zmiennych w ukladzie.

Uktad rownan liniowych moze mie¢ tylko trzy mozliwe liczby rozwigzan: 0, 1
albo nieskonczenie wiele. Méwimy, ze ukiad jest:

e sprzeczny, gdy nie ma rozwigzan;

e oznaczony, gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie;

e nieoznaczony, gdy ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyktad 3.8
Ustalimy liczbe¢ rozwigzan uktadu rownan:
x+3y—-2z=1
2x - z=2
X+ y =3.

Zapisujemy macierz uzupetniong ukladu:

U= matriX( [[11 31 _21 1]1 [21 Ol _11 2]1 [_11 11 Ol 3]] )

U

Oout: [1 3-2 1]
[2 0-1 2]
[-1 1 0 3]

Sprowadzamy ja do postaci schodkowe;:

U.echelon_form()
Out: [1 1-1 5]
[0 2-1 8]
[0 0 012]
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Po zamianie ostatniego wiersza na rownanie otrzymujemy rOwnanie sprzeczne:

0=12,

a stad wynika, ze caly ukfad jest sprzeczny, czyli nie ma rozwigzan.

Zauwazmy, ze macierz uzyskana po usunicciu ostatniej kolumny ma dwa
schodki. Zatem rzad macierzy ukfadu A jest rowny:

r(A) = 2,

natomiast macierz uzupetniona U ma trzy schodki, stad:

r(U) = 3.

Whiosek. Jezeli zachodzi nierowno$¢ r(A) < r(U), ostatnie rownanie jest
sprzeczne, stad caly ukfad jest sprzeczny.

Widzimy zatem, ze liczbg rozwigzan uktadu mozna ustali¢ na podstawie porow-
nania rz¢déw macierzy uktadu A oraz macierzy uzupeknionej U. Okazuje sig, ze za-
lezno$¢ t¢ doktadniej okresla ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie (Kroneckera-Capellego). Jezeli r(A) = r(U), to uktad AX = b ma
rozwigzanie.

Zatézmy teraz, ze rozwigzanie ukladu istnieje. Oznaczmy wsp6lng warto$¢ rzgdu
macierzy uktadu A i macierzy uzupetionej U przez r, czyli:

r:==1r(A) = r(U).

Ponadto niech n oznacza liczb¢ zmiennych w ukladzie (jest to rowniez liczba
kolumn macierzy uktadu A). Wowczas, jezeli zachodzi warunek:
e 1 = n, to uklad ma doktadnie jedno rozwiazanie;
e 1 < n, to uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r pa-
rametrow.

Przypadek r > n nie moze natomiast wystapi¢, poniewaz macierz ukladu A,
ktora jest czgscia macierzy U, nie moze mie¢ wigkszego rzedu niz cala macierz uzu-
petniona.
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Przyktad 3.9

Rozwigzemy uktad rownan:

x— ytz+2t=-1

x +z+3t= 0
—x+2y—z— t= 2
—x+3y—z = 3.

Pierwszy etap metody eliminacji Gaussa wykonamy w systemie SageMath. Naj-
pierw zapisujemy macierz uzupetniong uktadu:

U = matrix( [[1, -1, 1, 2, -1], [1, O, 1, 3, O],
[_11 21 _11 _11 2]1 [_11 31 _11 Ol 3]] )

u

Out: [1-1 1 2-1]
[1 013 0]
[-1 2-1-1 2]
[-1 3-1 0 3]

Nastgpnie sprowadzamy ja do postaci schodkowe;:

U.echelon_form()

Out: [101 30]
[01011]
[00000]
[00000]

Uzyskana macierz ma dwa niezerowe wiersze, zatem zachodzi réwnos$é
r(A) = r(U) = 2. Wobec tego:

r=2.
Uktad ma cztery zmienne: x, y, z i t. Stad:

n =4,
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Otrzymujemy zalezno$¢ r < n, czyli uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan

n-—r= 2 parametrow.
4-2
Gdy rozwigzujemy taki uktad rownan recznie, warto stosowac nastepujaca za-
sade: parametry wybieramy w tych kolumnach, gdzie nie ma schodkéw. W macierzy
uzyskanej za pomoca funkcji echelon_form() brakuje schodkéw w kolumnach 3 1 4,
dlatego jako parametry przyjmujemy zmienne z i t. Nastepnie zapisujemy kolejne
wiersze macierzy w postaci rownan, idac ,,od dotu do goéry”. Z drugiego wiersza

otrzymujemy:

zaleznych od

y+t=1 - y=1-t¢,

natomiast z pierwszego wiersza mamy zalezno$¢:

x+z+3t=0 —-» x=-—z-—3t.

Wyznaczyli§my pozostate zmienne x i y za pomocg parametrow z,t € R, wigc
mozemy zapisa¢ koncowe rozwigzanie uktadu w postaci:
x = —z—3t
y=1 -
zZ= z
t = t

t, gdzie z,t € R.

W Sage ukiad ten mozna rozwigza¢ za pomoca funkcji solve():

var('xy z t")

solve( [x-y+z+2*¥t==-1, x+z+3*t==0,
-X+2*y-z-t==2, -x+3*y-z==3], [X, Yy, z, t] )

Out: [[x ==rl,y ==1/3*r1 + 1/3*r2 + 1,
z==1r2,t==-1/3%1 - 1/3*r2]]

Przyktad 3.10

Korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capellego, okreslimy liczbe rozwigzan

uktadu:
3x—2y+ z—-2t+3s=0
—x+3y—2z+3t— s=1
2x— y+3z— t+2s=12
x+2y+ z+2t+ s=3.
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Definiujemy w Sage macierz uktadu A itaczymy ja z wektorem wyrazow wol-
nych b, aby uzyska¢ macierz uzupelniong U. Macierz A ma wymiary 4 X 5, ponie-
waz uklad sklada si¢ z 4 rownan i 5 niewiadomych:

A = matrix( [[3, -2, 1, -2, 3],
[-1, 3, -2, 3, -1],
[2,-1, 3, -1, 2],
[1,2,1,2,11])
vector( [0, 1, 2, 3])
A.augment(b, subdivide=True)

(op
I

print(‘Macierz uktadu:")

show( LatexExpr(r'\textbf{A}="), A)
print("\nMacierz uzupetniona:")
show( LatexExpr(r'\textbf{U}="), U )
Out: Macierz ukfadu:

A=

1 2 1 2 1
Macierz uzupetniona:
3 -2 1 -2 3
-1 3 -2 3 -1
2 -1 3 -1 2
1 2 1 2 1

U=

WN = O

Obliczamy rzedy macierzy A oraz U:

print( 'Rzad macierzy A:', rank(A) )
print( 'Rzad macierzy U:', rank(U) )
Out: Rzad macierzy A: 3

Rzad macierzy U: 3
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Poniewaz rzgdy sa rowne, na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capellego
ukfad ma rozwigzanie. Wsp6lng warto$¢ rzedu tych macierzy oznaczamy przez r,
a liczbe zmiennych w uktadzie przez n:

r = rank(A)
n = A.ncols()
r,n

Out: (3, 5)

Tutaj spelniony jest warunek r < n, wiec uktad ma nieskonczenie wiele rozwig-
zan. Ponizszy kod zwraca ten wynik, wykorzystujac instrukcje¢ warunkowa:

ifr==n:
print('Uktad ma 1 rozwigzanie')
else:
print('Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan',
f'zaleznych od {n-r} parametréw')
Out: Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 2

parametréow

3.3. Wyznacznik macierzy

Wyznacznik to liczba przypisana do macierzy kwadratowej, ktéra pozwala analizo-
wac jej podstawowe wlasnosci. Intuicyjnie mozna go traktowac jako wskaznik okre-
$lajacy, czy dana macierz A jest ,,zwyczajna”, czy tez prowadzi do sytuacji szcze-
golnych:

e jesli wyznacznik jest rozny od zera, macierz A nazywamy nieosobliwg —
oznacza to, ze jest ona odwracalna, czyli istnieje taka macierz A~1, ktéra
pozwala ,,cofng¢” dziatanie macierzy A;

e jesli wyznacznik jest rowny zeru, mowimy, ze macierz A jest osobliwa —
w tym przypadku macierz odwrotna nie istnieje, a operacja reprezentowana
przez macierz A jest nieodwracalna.

Dla kazdej macierzy o wyznaczniku ré6znym od zera istnieje tzw. macierz od-
wrotna, ktora pelni funkcje analogiczng do elementu odwrotnego przy mnozeniu

&4



liczb. Co wigcej, zbior wszystkich macierzy nieosobliwych z dziataniem mnozenia
tworzy grupg, w ktorej elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I.

Mimo ze wyznacznik definiowany jest wylacznie dla macierzy kwadratowych,
stanowi on niezwykle przydatne narzedzie. Pozwala m.in. wyznacza¢ rzad macierzy,
a co za tym idzie — analizowac liczbe rozwigzan uktadéw réwnan liniowych. Od-
grywa takze istotng role w geometrii analitycznej, poniewaz pozwala oblicza¢ pola
figur i objetosci bryt oraz bada¢ wzajemne polozenie wektorow.

W niniejszym rozdziale poznamy metody obliczania wyznacznika, omowimy
jego podstawowe wlasnosci oraz przedstawimy wybrane zastosowania — w szcze-
golnosci zwigzek z macierzag odwrotng i rozwigzywaniem uktadow réwnan linio-
wych. Warto doda¢, ze poje¢cie wyznacznika bedzie si¢ jeszcze wielokrotnie poja-
wia¢ w bardziej zaawansowanych zagadnieniach — nie tylko w algebrze, lecz takze
w analizie i innych dziatach matematyki.

3.3.1. Obliczanie wyznacznika

Wyznacznik jest pewng liczbg zwigzang z macierzg kwadratowa (zob. definicje¢
na s. 104). Dla macierzy

ai1 o Qan
A=| : K :
an1 Ann
oznaczamy go symbolem:
ai1 - Qan
: ’ : lub detA.
an1  ** Onn

W najprostszym przypadku, dla macierzy stopnia pierwszego A = [aq,], wy-
znacznik jest rowny jej jedynemu elementowi, czyli:

detA = a11.
Dla macierzy 2 X 2 postaci
_Ja b
A= [ c d ]

wyznacznik obliczamy wedlug wzoru:

detA = ad — bc. (3.1
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Przyktad 3.11
Znajdziemy wyznacznik macierzy 2 X 2:

1 2

A=[3 o)

Korzystajac ze wzoru (3.1), otrzymujemy:

detA=1-4-2-3=-2.
W Sage wyznacznik liczymy za pomoca funkcji det():
A = matrix( range(1, 5), nrows=2)

det(A)
Out: -2

Dla macierzy 3 X 3 postaci

A=|0az21 Az a3

asz; a4z 0ass

a1 Q12 a13]

wyznacznik mozna obliczy¢, korzystajac z tzw. reguty Sarrusa. Polega ona na tym, Ze:
e najpierw dodajemy iloczyny elementéw lezacych wzdtuz przekatnych z lewej
gornej strony macierzy (tak, jak zaczynamy czytac):

a1 Q12 Ai3
a1 Gz Qp3
31 dzz daz3

= Q11022033 + Q12023031 + Q21032013 + ***;

e nast¢gpnie odejmujemy iloczyny elementow lezacych na przekatnych biegna-
cych z prawej gornej strony macierzy:

Qi1 Q12 413

az1 Q22 dz3

az; a3z U3zz

= Q11022033 + Q12023031 + Q21032043

(3.2)

—(a13a22a31 + A12051033 + A3032011)-
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Przyktad 3.12

Obliczymy wyznacznik macierzy 3 X 3:

1 2 3
A=|4 5 6|
7 8 9

Stosujemy regule Sarrusa (3.2) dla macierzy A:
detA=(1-5-94+42-6-7+4-8-3)—(3:5-7+2:-4-94+6-8-1) =0.

W Sage funkcja det() pozwala znalez¢ wyznacznik macierzy kwadratowej do-
wolnego rozmiaru:

A = matrix( range(1, 10), nrows=3 )
det(A)
Out: 0

Definicja. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwa-
dratowej stopnia k (czyli macierzy o wymiarach k X k), powstalej przez wykreslenie
z macierzy A odpowiedniej liczby wierszy i kolumn.

Przyktad 3.13

Znajdziemy przyktadowy minor stopnia 2 macierzy o wymiarach 3 X 4:

-4 -3 -2 -1
A=1]0 1 2 3

4 5 6 7

Chcemy uzyskac¢ tzw. podmacierz 2 X 2 macierzy A, czyli wybrany fragment tej
macierzy. W tym celu usuwamy jeden wiersz i dwie kolumny macierzy A. Przykia-
dowo mozemy wykresli¢ drugi wiersz oraz pierwszg i trzecig kolumne, co prowadzi
do szablonu:

T
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Wobec tego jednym z szukanych minordéw jest wyznacznik:
_3 _1 —_— — . — — . —_—
|0 S =-37-(15=-16

Przy okazji mozemy zauwazy¢, ze jeden wiersz mozna wykresli¢ na ( i ) Sposo-
bow, natomiast dwie kolumny — na ( ) ) sposobow. Zatem kazda macierz o wymia-

= =

réznych minoréw stopnia 2.

W Sage podmacierz kwadratowg mozemy otrzymac za pomoca segmentacji:

A = matrix( range(-4, 8), nrows=3 )
A[[0, 2], [1, 3]]
Out: [-3 -1]

[5 7]

W jezyku minorow zazwyczaj moéwimy jednak o wykreslaniu wierszy i kolumn,
dlatego wygodniej jest uzywac funkcji delete_rows() oraz delete _columns(). Funk-
cje te nie sg inwazyjne, czyli nie modyfikujg oryginalnej macierzy, a jedynie zwra-
caja wynik. Dlatego najpierw przypisujemy go do zmiennej, a nastgpnie wyzna-
czamy interesujgcy nas minor:

podmacierz = A.delete_rows( [1] ).delete_columns( [0, 2] )
minor = det(podmacierz)

minor

Out: -16

Aby obliczy¢ wyznacznik stopnia wyzszego niz 3, nalezy najpierw zmniejszy¢
jego stopien. W tym celu stosuje si¢ tzw. rozwinigcie Laplace’a. Polega ono na roz-
winieciu wyznacznika wzgledem dowolnego wiersza lub kolumny. Wyznacznik za-
pisujemy wowczas jako sume sktadnikow postaci

(D™ - a;; - My,
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gdzie:
® a;j jest elementem macierzy w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie;
® M;; oznacza minor elementu a;j, czyli wyznacznik macierzy powstatej po wy-
kresleniu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Przykiad 3.14
Obliczymy wyznacznik stopnia 4:
1 -1 2 3
-2 0 1 4
-4 3 -1 2/
3 2 1 0

Stosujemy rozwinigcie Laplace’a wzgledem czwartego wiersza. Otrzymujemy
wOwcCzas sume:

%0 1 12 3
=(-D*"*1.3-10 1 4
-4 3 -1 2 3 1 9
3 2 1 0
1 2 3
+(=D**2.2-1-2 1 4
-4 -1 2
1 -1 3
+(=D**3.1-]-2 0 4
-4 3 2
1 -1 2
+(=D***.0-1-2 0 1|
-4 3 -1
Nastepnie liczymy wyznaczniki stopnia 3, stosujgc regute Sarrusa:
-1 2 3 1 2 3 1 -1 3
0 1 4|=9 |-2 1 4|=0 |-2 0 4|=-18
3 -1 2 -4 -1 2 -4 3 2
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Czwartego wyznacznika nie musimy juz oblicza¢, poniewaz ostatni sktadnik jest
rowny 0. Po podstawieniu otrzymanych wartosci do rozwini¢cia Laplace’a otrzymu-
jemy:

_2 0 1 4 = |(— . . . . —_— . o ([ — _—
4 3 1 —p|=CED3-9+1-2.04+(-1)-1-(-18) = -9
3.2 1 0

Wynik mozemy sprawdzi¢ w Sage, korzystajac z funkcji det():

A = matrix( [[1, -1, 2, 3], [-2, 0, 1, 4],
[-4, 3, -1, 2], [3, 2, 1, 0]])

det(A)

Out: -9

Warto zwréci¢ uwagg, ze gdyby w wybranym wierszu (lub kolumnie) wystgpo-
wato wigcej zer, rachunki bytyby znacznie prostsze. W dalszej cze$ci rozdziatu po-
kazemy, jak mozna doprowadzi¢ do takiej sytuacji, korzystajac z wlasnosci wy-
znacznika.

3.3.2. Wtasnosci wyznacznika

Na poczatku przeanalizujemy wplyw poszczegélnych operacji elementarnych
na warto$¢ wyznacznika. Przedstawimy to na przykladzie macierzy:

1 -1 1
A=] 3 1 -4
-2 0 2

Zaczynamy od obliczenia wyznacznika w Sage:
A= matriX( [[11 _11 1]1 [31 11 _4]1 [_21 Ol 2]] )

det(A)
Out: 2
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W przypadku wyznacznikow operacje elementarne mozna wykonywaé zar6wno
na wierszach, jak i na kolumnach. Obowiazuja wtedy nastgpujace reguly:

1. Zamiana dwéch wierszy (lub kolumn).

Zamiana dowolnych dwoch wierszy (lub kolumn) zmienia znak wyznacznika
na przeciwny. Na przyklad po zamianie drugiego i trzeciego wiersza macierzy A
otrzymujemy:

1 -1 1 W, o ws 1 -1 1
detA=]| 3 1 —4 — -2 0 2 | = —detA.
-2 0 2 3 1 —4

W Sage mozemy to sprawdzié, stosujgc segmentacje, aby nie modyfikowac ory-
ginalnej macierzy:

det( A[[O, 2, 1]])
Out: -2

2. Mnozenie wiersza (lub kolumny) przez liczbe r6zna od zera.
Mnozenie wiersza (lub kolumny) przez liczbg k # 0 zwigksza warto$¢ wyznacz-
nika k razy. Przyktadowo pomnozymy pierwszy wiersz macierzy A przez 2:

1 -1 1 w, -2 2 -2 2
detA=1| 3 1 -4 — 3 1 —4|=2-detA.
-2 0 2 -2 0 2

W Sage stosujemy funkcje copy(), aby zachowa¢ pierwotng macierz:

B = copy(A)
B[0] *= 2
det(B)

Out: 4

Whiosek. Jezeli wiersz (lub kolumna) macierzy sklada si¢ z samych zer, to jej
wyznacznik jest rowny 0.

Ponadto, jezeli pomnozymy cata macierz przez 2 (czyli kazdy z trzech wierszy),
warto$¢é wyznacznika bedzie 23 = 8 razy wigksza:
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2-1 2-(-1) 2-1
det(2A) =| 2-3 2-1 2:(-4)|=2-2-2-detA =8-detA.
2-(-2) 2-0 2-2

Sprawdzamy t¢ obserwacj¢ w Sage:

det(2*A)
out: 16

Whiosek. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A € M, ,, (R) i stalej @ € R za-
chodzi wzor:

det(a - A) = a™ - detA. (3.3)

3. Dodanie do wiersza (lub kolumny) innego wiersza pomnozZonego przez
liczbe.
Jest to jedyna operacja elementarna, ktéra nie zmienia warto$ci wyznacznika.
W tej sytuacji, w przeciwienstwie do macierzy, mozemy stosowac znak rownosci
miedzy wyznacznikami:

1 -1 1 Wy— 3w, 1 -1 1
detA=]| 3 1 -4 = 4 =7 | =detA.
-2 0 2 -2 0 2

Sprawdzamy w Sage, Ze operacja ta rzeczywiscie zwraca poczatkowa wartos$¢
wyznacznika macierzy A:

A[1] -= 3*A[0]
det(A)
Out: 2

Przyktad 3.15
Obliczymy wyznacznik z przyktadu 3.14, wykorzystujac operacje elementarne.

Chcemy uzyska¢ sytuacjg, w ktorej w danym wierszu (lub kolumnie) wszystkie
elementy poza jednym s3 rowne zeru. W tym celu stosujemy trzecig operacj¢
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elementarng na kolumnach. Wykorzystujemy jedynke w ostatnim wierszu, aby wy-
zerowac jego pozostate elementy:

1 -1 2 3 -5 -5 2 3
-2 0 1 4| kiz3ks -5 -2 1 4
—4 3 =1 2| kp—2ks -1 5 -1 2

3 2 1 0 0 0 1 0

Nastegpnie stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem czwartego wiersza.
Tym razem otrzymujemy tylko jeden niezerowy skladnik rozwinigcia:

-5 -5 2 3

-5 -5 3
-5 =2 1 4 =0+0+(-D*"3.1-[-5 -2 4[+0.
-1 5 -1 2 1 5 2
0 0 1 0

Uzyskany wyznacznik stopnia 3 mozemy juz obliczy¢ za pomocg reguty Sar-
rusa (3.2):

=1 [-5:(=2)-2+(-5)-4- (-1 +(-5)-5-3
-3 (-2 - (-D+ (-5 (-5 :2+4-5-(=5))] = -9.

Sprawdzamy rachunki w Sage — najpierw wykonujemy operacje elementarne
na kolumnach macierzy A:

A = matrix( [[1, -1, 2, 3], [-2, O, 1, 4],
[-4, 3, -1, 2], [3, 2, 1, 0]])

A[:, 0] -= 3*A[:, 2]

Al:, 1] -= 2*A[:, 2]

A

Out: [-5-5 2 3]
[-5-2 1 4]
[-1 5-1 2]
[00 1 0]

Nastepnie obliczamy wyznacznik zmodyfikowanej macierzy:

det(A)
Out: -9
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Podamy teraz rownowazng definicje¢ rzgdu macierzy, ktora wykorzystuje pojecie
wyznacznika:

Definicja. Rzedem macierzy A nazywamy stopien najwigkszego niezerowego mi-
nora tej macierzy.

Przyktad 3.16
Wyznaczymy rzad macierzy
1 -3 -2 -1
-2 2 -1 3
3 -5 -1 0
2 =2 1 =7

poprzez znalezienie jej najwigkszego niezerowego minora.

A=

Najwigkszy mozliwy stopien minora to 4 — jest nim wyznacznik calej macierzy,
czyli det A (nie wykre§lamy Zzadnych wierszy ani kolumn). Obliczamy go w Sage:

A = matrix( [[1, -3, -2, -1], [-2, 2, -1, 3],
[3,-5,-1,01],[2, -2,1,-71])

det(A)

Out: 0

Otrzymany minor jest rowny 0 i jest to jedyny minor stopnia 4. Wnioskujemy
stad, ze rzad macierzy jest mniejszy niz 4. Nastgpnie sprawdzamy minor stopnia 3
w lewym goérnym rogu, czyli tzw. wiodacy minor gtéwny macierzy A (usuwamy
ostatni wiersz i ostatnig kolumne):

1 -3 =2
M;=|-2 2 -1
3 -5 -1

W Sage wykorzystujemy segmentacje macierzy A:

M1 = A[:3, :3]
det(M1)
Out: 0
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Ten minor réwniez jest rowny 0. Nie oznacza to jednak, ze rzad macierzy A jest
mniejszy niz 3, poniewaz nie sprawdziliSmy jeszcze wszystkich minoréw stopnia 3,

= =

Wobec tego bierzemy kolejny minor stopnia 3 — tym razem w prawym dolnym
rogu (wykre$lamy pierwszy wiersz i pierwsza kolumng):

2 -1 3
M,=|-5 -1 0
-2 1 =7

W Sage ponownie stosujemy segmentacj¢ macierzy A:

M2 = A[1:, 1:]
det(M2)
Out: 28

Otrzymali$my niezerowy minor stopnia 3. Wcze$niej sprawdzilismy, ze nie ma
niezerowych minoréw wyzszego stopnia. Zatem rzad macierzy A jest rowny 3.

Whiosek. Rzad macierzy A € M,,,«,,(R) nie moze by¢ wickszy niz mniejszy
z wymiarow tej macierzy, czyli:

r(A) < min{m,n}.

Przyktad 3.17

Okreslimy maksymalny rzad macierzy A o wymiarach 7 X 4.

Na podstawie wniosku maksymalny mozliwy rzad macierzy o wymiarach
7 X 4 to:

min{7,4} = 4.

Stad mamy pewnos¢, ze zachodzi ograniczenie:

r(A) < 4.
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Przetestujemy t¢ obserwacje w Sage poprzez wylosowanie macierzy o wymia-
rach 7 X 4 za pomocg funkcji random_matrix(). Jako pierwszy argument przeka-
zujemy pierscien, do ktorego beda naleze¢ elementy — w tym przypadku jest
to obiekt QQ reprezentujacy cialo liczb wymiernych:

random_matrix(QQ, 7, 4)

Out: [ 1 -1 -1 0]
-2 -1 1 1]
1 1 2 -1]
-1 -1/2 1 0]
-1 -1/2 -2 0]

1/2 -1 0 -1/2]
-1 0 -2 1]

o T e T e T e T e O |

Poniewaz macierz generowana jest losowo, za kazdym razem otrzymamy inne
liczby, jednak niezaleznie od wylosowanych elementéw rzad macierzy nigdy
nie przekroczy 4. Sprawdzamy to do§wiadczalnie, korzystajac z funkcji rank():

rank(A)
Out: 4

Whiosek. Z ostatniej definicji wynika ciekawa zalezno$¢ dla macierzy kwadra-
towych. Niech A € M, (R). Wowczas, jezeli:

e detA # 0, to rzad macierzy A jest maksymalny, czyli r(A) = n;

e detA = 0, to rzad macierzy A jest mniejszy od jej stopnia, tzn. r(A) < n.

Przyktad 3.18

Zbadamy rzad ponizszej macierzy, obliczajac jej wyznacznik:

2 0 -1
A=1]1 3 =2
-1 -1 2
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Obliczamy wyznacznik macierzy A:

A= matriX( [[21 Ol _1]1 [11 31 _2]1 [_11 _11 2]] )
det(A)
Out: 6

Wyznacznik tej macierzy jest rozny od zera, zatem na podstawie wczesniejszego
wniosku rzad macierzy A jest maksymalny, czyli rowny 3. Sprawdzamy to w Sage:

rank(A)
Out: 3
Przyktad 3.19
Wyznaczymy rzad macierzy w zaleznosci od warto$ci parametru a € R:
1 3 2
A=|2 a a|
31 2

Rzad macierzy 3 X 3 okre§lamy na podstawie zaleznosci:
e r(A) = 3 tylko wtedy, gdy detA # 0;
e r(A) < 3 tylko wtedy, gdy detA = 0.

Zaczynamy zatem od obliczenia wyznacznika macierzy A, korzystajac z reguty
Sarrusa:

detA=(Q2a+9a+4)—(6a+12+a) = 4a — 8.

Stad rzad macierzy A jest rowny 3 tylko wtedy, gdy:
detA#0 - 4a—-8+0 - a=#?2.

W Sage mozemy to sprawdzi¢ za pomocg polecen:
var('a")

A = matrix( [[1, 3, 2], [2, &, a], [3, 1, 2]1])
dA = det(A)
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solve(dA, a)
Out: [a == 2]

Dla a = 2 wiemy obecnie natomiast jedynie, ze det A = 0, a wigc rzad macie-
rzy A jest mniejszy niz 3. Aby ustali¢ jego dokladng warto$¢, podstawiamy a = 2
do macierzy i sprowadzamy ja do postaci schodkowe;j:

A(a=2).echelon_form()
Out: [ 1 01/2]

[ 0 11/2]

[ 0O 0 0]

Macierz ma dwa niezerowe wiersze, stad:

r(A) =2, dlaa = 2.

Widzimy zatem, ze macierz kwadratowa A, ktorej wyznacznik jest rowny 0, po-
siada inne wlasno$ci niz macierze o wyznaczniku niezerowym. Okazuje sig,
ze to rozrdznienie jest istotne w wielu zastosowaniach, dlatego stosujemy nastepu-
jace nazewnictwo:

e jezeli det A # 0, to mOwimy, ze macierz A jest odwracalna lub niecosobliwa;

e jezeli det A = 0, to macierz A nazywamy nieodwracalng lub osobliwa.

Pierwsza nazwa wigze si¢ bezpo$rednio z istnieniem tzw. macierzy odwrotne;j.

Definicja. Macierza odwrotna do macierzy A € M, »,(R), oznaczang symbo-
lem A™1, nazywamy macierz spetniajgcg warunek:

A-Al=A1.A=],
gdzie I jest macierzg jednostkows stopnia n. Macierz odwrotna A~? istnieje tylko

wtedy, gdy macierz A jest kwadratowa i odwracalna, czyli gdy jej wyznacznik jest
rozny od zera.

Przyktad 3.20
Zbadamy, czy istnieje macierz odwrotna do macierzy:
_[6 3
a=1° ]
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Na podstawie wzoru (3.1) wyznacznik macierzy A jest rowny:
detA=6-(-2)—3-(—4) =0,

zatem macierz odwrotna do A nie istnigje.

Aby znalez¢ w Sage macierz odwrotna, stosujemy zapis A™-1 lub ~A. Gdy pro-
bujemy wykonac te operacje¢ dla macierzy A, otrzymujemy komunikat o btedzie, in-
formujacy, ze macierz musi by¢ nieosobliwa:

A = matrix( [[6, 3], [-4, -2]1])
AN-1

Out: ZeroDivisionError: matrix must be nonsingular

Dla macierzy 2 X 2 postaci:

Al d)

c d

macierz odwrotng A~! mozemy obliczyé ze wzoru:

1 d -b
-1 _ ) (3.4
A detA [ - a ] )
Przyktad 3.21
Znajdziemy macierz odwrotng do macierzy 2 X 2:
_[4 6
a=[7 5]

Najpierw sprawdzamy, czy wyznacznik macierzy A jest réozny od zera, korzy-
stajac ze wzoru (3.1):

detA=4-2—-6-1=2.

Nastepnie stosujemy wzor (3.4), aby obliczy¢ macierz odwrotna:

b S 7
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Sprawdzamy rachunki w Sage:

A = matrix( [[4, 6], [1, 2]11)
AN-1
Out: [ 1 -3]

[-1/2 2]

Zobaczymy teraz, w jaki sposob mozna znalez¢ macierz odwrotng do macierzy
stopnia wigkszego niz 2. W tym celu wprowadzamy pojecie dopelnienia algebraicz-
nego.

Definicja. Dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy

ai1 o Qan
A= ¢ ° :
an1  ** Onn
nazywamy liczbe:
dij = (=D - My;, (3.5)

gdzie M;; oznacza minor elementu a;;, czyli wyznacznik macierzy powstatej po wy-
kresleniu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Warto zauwazy¢, ze podobne wyrazenie pojawilo si¢ juz przy rozwini¢ciu La-
place’a. Na podstawie dopelnien algebraicznych tworzymy tzw. macierz dopetnien:
dip - dip
D= : . :

dp1 - dun
Woweczas macierz odwrotna do macierzy A dana jest wzorem:
1

A_1 = . DT_ (36)
detA
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Przyktad 3.22

Znajdziemy macierz odwrotng do macierzy 3 X 3:

-1 2 1
1 -2 0|

2 0 -1

A=

Najpierw obliczamy wyznacznik macierzy A za pomocg reguly Sarrusa:

detA=(-24+0+0)—-(—4—-2+0) =4

Poniewaz zachodzi warunek det A # 0, macierz odwrotna A~1 istnieje. Korzy-
stajac ze wzoru (3.5), znajdujemy dopetnienie algebraiczne elementu a4;:

diyy = (=DM | _02 _01 | =2

Postepujac analogicznie, wyznaczamy pozostale elementy macierzy dopetien:
_qy+1.]—2 0 _y+2.]1 0 143, |1
If(l) I G it P B CE R H Rl I
2
1 (—_1y2+1,
D=| (-D2*|¢

|
i o1 1| a1 2y |
—1|(1) |2—1|(1) 20|
N A I N B SN b J
G e A €S VR P B GeY 2
Po wykonaniu obliczen uzyskujemy wynik:
2 1 4
D=(2 -1 4|
2 1 0

Nastepnie obliczamy transpozycje macierzy D, zapisujac jej kolejne wiersze
jako kolumny:

2 2 2
DT=[1 -1 1|
4 4 0

Na koniec stosujemy wzor (3.6) aby wyznaczy¢ macierz odwrotna:

1 1/2 1/2 1/2
A‘1=Z-[ -1 1] [1/4 —1/4 1/4]
0

Sprawdzamy poprawnos¢ rachunkow w Sage:
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A = matrix( [[-1, 2, 1], [1, -2, 0], [2, O, -111)
~A
out: [ 1/2 1/2 1/2]

[ 1/4 -1/4 1/4]

[ 1 1 0]

Przyktad 3.23
Dana jest macierz:
a 3 2
A=|4 2 1|
a 1 3

Znajdziemy wartosci parametru a € R, dla ktéorych suma wszystkich elementow
pierwszego wiersza macierzy odwrotnej A~! jest rowna 3.

Stosujemy regute Sarrusa, aby obliczy¢ wyznacznik macierzy A:
detA = (6a+3a+8)— (4a +36 +a) = 4a — 28.

Analizujac wzor (3.6), dochodzimy do wniosku, Ze elementy pierwszego wiersza
macierzy odwrotnej A~! odpowiadajg elementom pierwszej kolumny macierzy do-
pemien D, poniewaz we wzorze wystepuje transpozycja. W zwiazku z tym obli-
czamy te dopelnienia algebraiczne zgodnie ze wzorem (3.5):

— (1.2 1)
di1 =1 1 3 5
3 2
d21=(—1)2+1' 1 3 =-7
—(—1)3+1.|3 2| _
dz; = (-1) 5 117 1.

Otrzymujemy szablon macierzy dopetnien:

5 e o
—7 e o,
—1 e o

zatem transpozycja macierzy dopetnien jest postaci:

D=

102




5 -7 —1]

Na podstawie wzoru (3.6) macierz odwrotna to:

L[5 -7 -1
A_1=—- . . .
4a — 28 . . ’

w zwigzku z czym suma elementéw pierwszego wiersza macierzy odwrotnej wy-
nosi:

1 -3
S:m(5+(—7)+(—1)) :m.

Rozwigzujac ponizsze rownanie, znajdujemy warto$¢ parametru a, dla ktorej
ta suma jest rowna 3:
53 3 =3 (4a — 28) 4a —28 = -1 27
_— = - —3 = . — - — = — - = —.
4a — 28 “ “ T

Wykonujemy powyzsze kroki w Sage. Najpierw obliczamy wyznacznik macie-
rzy A:

var('a")

A = matrix( [[a, 3, 2], [4, 2, 1], [a, 1, 3]1])
dA = det(A)

dA

Out: 4*a - 28

Nastepnie znajdujemy dopeinienia algebraiczne elementéw z pierwszej ko-
lumny:

M11 = A.delete_rows( [0] ).delete_columns( [0] ).det()
dil = (-1)~(1+1) * M11

print('‘Dopetnienie elementu all:', d11)

M21 = A.delete_rows( [1] ).delete_columns( [0] ).det()
d21 = (-1)~(2+1) * M21

print('‘Dopetnienie elementu a21:', d21)
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M31 = A.delete_rows( [2] ).delete_columns( [0] ).det()
d31 = (-1)~(3+1) * M31
print('‘Dopetnienie elementu a31:', d31)
Out: Dopefnienie elementu all: 5
Dopetnienie elementu a21: -7
Dopetnienie elementu a31: -1

Zapisujemy sume i wyznaczamy szukane wartosci parametru:

S = (d11 + d21 +d31) /dA
solve( S==3, a)
Out: [a == (27/4)]

Zadanie mozemy tez rozwigzaé bezpoérednio, obliczajac macierz odwrotng A™1:

B=A"-1
solve( B[O, 0] + B[O, 1] + B[O, 2] == 3, a)
Out: [a == (27/4)]

Na koniec przedstawimy tzw. permutacyjng definicj¢ wyznacznika, ktéra wyko-
rzystuje pojecie permutacji.

Definicja. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A € M, (R) nazywamy liczbe:

detA = 2 (Sgn(U) “Qig(1) " ano(n))-

OES,

Symbol X w definicji oznacza sume wszystkich sktadnikow z zadanego zbioru
(lub zakresu) — u nas jest to zbior S, permutacji zbioru n-elementowego
{1,2,3,...,n}. Oznacza to, ze dodajemy wyrazenia znajdujgce si¢ w nawiasie,
przy czym w kazdej ,,iteracji” permutacja ¢ jest innym elementem zbioru S,,.
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Przykiad 3.24

Obliczymy wyznacznik macierzy 3 X 3, korzystajac z definicji permutacyjne;j:

0 2 3
A=|0 1 2|
1 4 5

W definicji sumujemy po wszystkich permutacjach zbioru S3, czyli wystepuje
wniej 3! = 6 skladnikow. Poniewaz permutacja jest bijekcja, mozemy ja utozsa-
mia¢ z pewnym ukladem wiez na szachownicy 3 X 3, tak aby zadna wieza nie byla
pod biciem. Przedstawimy to schematycznie, zapisujac iloczyny a;g(1) * - * Ang(n)
uzyskane dla poszczegdlnych permutacji:

1. Permutacje parzyste.

o1 = ( 1 ) - ] — aq1a,2aQ

1 1 2 3 11422433
0, = ( 1 ) - ) . 4 a120a,30

2 2 3 1 12423431
03 = ( 1 ) - ] ) — aq3a,1Qa

3 3 1 2 13421432

2. Permutacje nieparzyste.

Oy = ( 1 ) g . ) d aq130a,-,a

4 3 2 1 13422431
Og = ( 1 ) g . ) d ai,a,1a

5 2 1 3 12421433
O¢g = (1 ) g ) . i a{1a,3a

6 1 3 2 11423432
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Znak sgn(o) jest rowny 1 dla permutacji parzystych i —1 dla permutacji niepa-
rzystych. Okazuje si¢, ze po zsumowaniu wszystkich sktadnikow otrzymujemy re-
gule Sarrusa (3.2):

detA = 2 (Sgn(a) *Q1g(1) * A20(2) * a30(3))

OES3

= Q11022033 t Q12023031 T Q13021032 — 13022031 — (12021033 — A11023032.

Wobec tego wyznacznik macierzy A jest rowny:

detA=0+4+0-3-0-0=1.

Sprawdzamy uzyskany wynik w Sage:

A = matrix( [[0, 2, 3], [0, 1, 2], [1, 4, 5]1)
det(A)
Out: 1

3.3.3. Zastosowanie wyznacznika
w rozwigzywaniu uktadéw réwnan

Definicja. Uktadem Cramera nazywamy uklad réwnan liniowych, w ktérym ma-
cierz ukladu A jest kwadratowa i odwracalna.

Ponizsze twierdzenie pozwala okresli¢ liczbe rozwiazan takiego uktadu:

Twierdzenie (Cramera). Jezeli det A # 0, to ukltad Ax = b jest oznaczony.

Przyktad 3.25

Zbadamy liczbe rozwiazan uktadu:

—2x+ y+3z=0

{ x+3y+2z=0
3x—2y+ z=0.

Macierz uktadu A ma postac:

1 3 2
A=|-2 1 3|
3 -2 1
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Poniewaz macierz A jest kwadratowa, mozemy zastosowac¢ twierdzenie Cra-
mera. Sprawdzamy wyznacznik macierzy A:

A= matriX( [[11 31 2]1 [_21 11 3]1 [31 _21 1]] )
det(A)
Out: 42

Poniewaz wyznacznik macierzy A jest r6zny od zera, uktad ma doktadnie jedno
rozwigzanie. Dodatkowo uktad, w ktorym wektor wyrazéw wolnych b jest wekto-

rem zerowym, czyli:
0
b=|o]
0

nazywamy uktadem jednorodnym. Taki uklad zawsze ma rozwigzanie zerowe:
x=y=z=0.

W naszym przyktadzie jest to jedyne rozwigzanie.
Uktad Cramera mozna rozwigza¢ za pomocg macierzy odwrotnej, poniewaz
dla macierzy odwracalnej A zachodzi:

A-x=b - x=A"1b
W Sage zapisujemy to dzialanie w nastgpujacy sposob:
b = vector( [0, 0, 0] )

AN-1*Db
Out: (0, 0, 0)

Wezmy teraz dla uproszczenia uktad Cramera sktadajacy si¢ z trzech réwnan.
Rozwigzanie takiego uktadu dane jest tzw. wzorami Cramera:

gdzie W = det A, natomiast W,,, W,, i W, to wyznaczniki macierzy powstatych
z macierzy A poprzez zastgpienie kolumny odpowiadajacej danej zmiennej wekto-
rem wyrazow wolnych.
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Przyktad 3.26

Korzystajac ze wzoré6w Cramera, rozwigzemy uktad rownan:

—4x— 9y+8z=0

{ 7x+ 5y—3z=2
=5x —1ly+2z=1.

Najpierw obliczamy wyznacznik macierzy uktadu:

7 5 =3
W=|-4 -9 8 [=(-126-200-132)—(—-135—-616 —40) = 333.
-5 —-11 2

Mamy W = 0, wigc uktad jest oznaczony. Nastepne liczymy wyznaczniki W,,
W, i W,, zastepujgc kolejne kolumny macierzy wektorem wyrazéw wolnych
b=12,01]T:

2 5 =3
W,=|0 -9 8 |=(-36+40+0)—-(27+0—-176) =153
1 =11 2
7 2 =3
W,=|-4 0 8 |=(0-80+12)—-(0—-16+56) =—-108
-5 1 2
7 5 2
W,=|-4 -9 0|=(-63+0+88)—(90—20+0)=—45.
-5 -11 1
Stad na podstawie wzoréw Cramera rozwigzaniem uktadu jest trojka liczb:
153 17 —108 12 —45 5
X=—==—, y:—:——’ 7 =— = — —
333 37 333 37 333 37

W Sage tworzymy trzy kopie macierzy A, zastepujemy kolejne kolumny wekto-
rem wyrazow wolnych b, a nast¢pnie stosujemy wzory Cramera:

A= matriX( [[71 51 _3]1 [_41 _91 8]1 [_51 _111 2]] )
b = vector( [2, 0, 1])

Al = copy(A)
Al[:, 0] =b
A2 = copy(A)
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A2[:, 1]1=b

A3 = copy(A)
A3[:,2]=b
W = det(A)

Wx, Wy, Wz = det(Al), det(A2), det(A3)
X, Y, z = Wx/W, Wy/W, Wz/W

print(f'lRozwigzanie uktadu: {x =}, {y =}, {z=}")
Out: Rozwigzanie ukfadu: x = 17/37,y = -12/37, z = -5/37

Przyktad 3.27

Okreslimy liczbg rozwigzan ponizszego uktadu rownan w zaleznosci od parametru
a€R:

Sx+ay+4z=1

{ax+ y+2z=1
7x +ay + 5z = a.

Macierz uktadu A jest kwadratowa, wigc mozemy obliczy¢ jej wyznacznik. Sto-
sujemy regute Sarrusa:
a 1 2

5 a 4
7 a 5

detA = = (5a® + 28 + 10a) — (14a + 25 + 4a?) = a? — 4a + 3.

Na podstawie twierdzenia Cramera uktad ma jedno rozwigzanie tylko wtedy,
gdy:
detA#0 - a’—-4a+3=0 - (@—-1@-3)+#0
- a*1l A a#3.

Aby rozwigzac to rownanie w Sage, mozemy wykorzysta¢ funkcje solve():

var('a")

A = matrix( [[a, 1, 2], [5, a, 4], [7, a, 511 )
dA = det(A)

solve(dA, a)

Out: [a == 3,a == 1]
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Przypadki a = 1 i a = 3 rozpatrujemy osobno. Zapisujemy macierz uzupet-
niong uktadu:

b = vector( [1, 1, a])
U = A.augment(b, subdivide=True)

u

Out: [a 1 2|1]
[5a4|1]
[7 a 5|a]

Podstawiamy warto$¢ a = 1 i sprowadzamy macierz uzupeiniong U do postaci
schodkowej:

U(a=1).echelon_form()
Out:[ 1 01/2 0]

[ 0 13/2 1]
[0 0 0 O]
Otrzymujemy:

r=r(A)=r(U)=2 oraz n=23,

czyli na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad ma dla a = 1 nieskon-
czenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r = 1 parametru.
3-2
Dla a = 3 mamy natomiast nast¢pujaca posta¢ schodkowa:

U(a=3).echelon_form()
Out:[ 1 01/2 0]
[ 0 11/2 0]
[0 0O 0 1]

Wobec tego otrzymujemy zalezno$¢:
2=r(A) <r(U) =3,
czyli dla a = 3 ukiad jest sprzeczny.
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3.4. ROwnania macierzowe

Réwnania macierzowe rozwigzuje si¢ w sposob podobny do rownan permutacyj-
nych. Wynika to z faktu, Zze zar6wno mnozenie macierzy, jak i sktadanie permutacji
nie sg dziataniami przemiennymi. W réwnaniach macierzowych pojawia si¢ jednak
dodatkowy element — oprocz mnozenia wystepuja takze dodawanie i odejmowanie.
To sprawia, ze podczas ich rozwigzywania mozemy postgpowac podobnie jak przy
zwyklych rownaniach liniowych w liczbach rzeczywistych, ale dodatkowo musimy
zwraca¢ uwage na kolejno$¢ wykonywanych dziatan.
Rozwigzywanie rownan macierzowych mozna przeprowadza¢ dwoma sposo-
bami. Wykonujemy wowczas jedng z ponizszych czynnos$ci:
e wyznaczamy szukang macierz z rOwnania i przeprowadzamy odpowiednie
rachunki, podobnie jak w przypadku réwnan permutacyjnych;
e stosujemy bezposrednie podstawienie, czyli przewidujemy wymiar rozwig-
zania i rozpisujemy rownanie na zwykle uktady rownan dla elementéw ma-
cierzy.

W tym rozdziale omowimy obie metody, a nast¢pnie przejdziemy do réwnan,
w ktorych pojawiaja si¢ wyznaczniki. Przedstawimy réwniez twierdzenie Cau-
chy’ego, ktore pozwala w prosty sposob oblicza¢ wyznacznik iloczynu dwdch ma-
cierzy.

3.4.1. Wyznaczanie macierzy z rownania

Podczas przeksztatcania rownan macierzowych stosujemy techniki znane z rozwia-
zywania zwyktych rownan w liczbach rzeczywistych. W szczego6lnosci w rowna-
niach liniowych przenosimy wszystkie niewiadome na jedng strong, a macierze
znane — na druga.

Przyktad 3.28
Dla macierzy
2 -1 -1
A=|1 3 =2 ]
0 2 3

rozwigzemy rownanie:

3X+2A=1+X

111




Jest to rownanie liniowe, poniewaz wszystkie niewiadome X wystepuja w pierw-
szej potedze. Wobec tego przenosimy wszystkie sktadniki zawierajace szukang ma-
cierz X na lewa strong rownania, a pozostale — na druga:

X-X=1-2A

Wykonujemy odejmowanie po lewej stronie rOwnania:

2X=1-2A,

a nastepnie dzielimy rownanie stronami przez 2:
1
X= 5 (I—-12A).

Aby wyznaczy¢ macierz X, wykonujemy rachunki otrzymane po prawej stronie.
Poniewaz A jest macierzg 3 X 3, macierz jednostkowa I réwniez bedzie miata ten
sam wymiar, aby mozna byto wykona¢ odejmowanie:

1 /[L 00 2 -1 -1
X=5- 010213—2
00 1 2 3

. 3/2 1 1
=--[ ) ] [ 52 2 ]
2 1o —4 —5 2 —5)2

Sprawdzamy ten rachunek w Sage — macierz jednostkowa oznaczamy jako Id,
aby nie nadpisywac jednostki urojone;j I:

A= matriX( [[21 _11 _1]1 [11 31 _2]1 [Ol 21 3]] )
Id = identity_matrix(3)

= (Id - 2*A) / 2
X
Out: [-3/2 1 1]
[ -1-5/2 2]
[ 0O -2-5/2]

Macierze w rownaniach mozna rowniez wylacza¢ przed nawias. Trzeba jednak
pamigtac, aby robi¢ to po wlasciwej stronie, poniewaz mnozenie dwoch macierzy
nie jest przemienne.
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Przyktad 3.29

Dane sg macierze:
A=[_01 i] oraz B=[_21 1].

Rozwigzemy réwnanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy z niewiadoma X na jedng strong, a dane —
na drugg. Otrzymujemy:

AX-BX =A
Wylaczamy szukang macierz X przed nawias. Mozemy to zrobi¢, poniewaz X

znajduje si¢ po prawej stronie w obu sktadnikach (AX oraz BX). Kolejno$¢ dziatan
jest tutaj istotna, dlatego X po wylaczeniu rowniez pozostaje po prawej stronie:

(A-B) - X=A

Teraz mnozymy obustronnie przez macierz odwrotng do (A — B). Poniewaz
mnozenie macierzy nie jest przemienne, nalezy koniecznie wykonac t¢ operacje z le-
wej strony:

(A-B)'-(A-B)-X=(A—-B) ! A
I

Iloczyn (A —B)™! - (A — B) daje macierz jednostkowa I, a mnozenie przez I
(czyli I - X) nie zmienia wyniku. Ostatecznie otrzymujemy:

X=(A-B)1-A

Obliczenia przeprowadzamy krok po kroku. Na poczatku znajdujemy macierz

A — B, czyli:
as=[3 215 4172

Nastepnie wyznaczamy macierz odwrotng do macierzy (A — B). W tym celu li-
czymy jej wyznacznik:

det(A-B)=-3-2—-2-1=-8,

a nastepnie korzystamy ze wzoru (3.4) na macierz odwrotng do macierzy 2 X 2:

1 _ _
a-w =214 =[0 ial
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Na koniec wykonujemy mnozenie za pomoca schematu przedstawionego
w przyktadzie 3.3:

X=(A—B)'1-A=[_1/4 1/4]_[—01 212[1/4 -1/2

1/8 3/8 -1/8 3/4 [

Sprawdzamy poprawnos¢ obliczen, korzystajac z Sage:

A = matrix( [[-1, 3], [0, 11])
B = matrix( [[2, 1], [-1, -11])

X = (A-B)*-1*A

X

out: [ 1/4 -1/2]
[-1/8 3/4]

Wyjatkiem jest mnozenie macierzy przez skalar — w tym przypadku kolejnosé
wykonywania dzialan nie ma znaczenia. Podobng wlasno$¢ obserwowalismy wcze-
$niej przy skladaniu cykli roztacznych — to dziatanie rowniez byto przemienne.

Przyktad 3.30
Niech:
1 0]

A:[—1 2

_[-1 1
oraz B = [ 0 2 ]
Rozwigzemy réwnanie:

XA +2X =1+ 3B.

Na poczatku nie mozemy jeszcze wylaczy¢ macierzy X przed nawias, poniewaz
w sktadniku XA stoi ona po lewej stronie, a w 2X — po prawej. Korzystajac jednak
z faktu, Ze mnozenie macierzy przez liczbe jest przemienne, zapisujemy:

X-A+X-2=1+3B.

Chcemy teraz wylaczy¢ X z lewej strony, jednak po wykonaniu tej czynnosci
otrzymalibySmy w nawiasie wyrazenie (A + 2), ktére nie ma sensu, poniewaz
nie mozna dodawac liczby do macierzy. Dlatego, aby operacja ta byla mozliwa,
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sztucznie domnazamy liczbe 2 przez macierz jednostkowa I (operacja ta nie zmienia
wyniku dziatania):

X-A+X-2I =1+ 3B.

Teraz mozemy wylaczy¢ X z lewej strony:

X-(A+2I)=1+3B.

Dalej postepujemy podobnie jak w przyktadzie 3.29 — mnozymy réwnanie obu-
stronnie przez macierz odwrotng do (A + 2I). Tym razem jednak wykonujemy
te operacj¢ z prawej strony:

X=0+3B)-(A+2D1.

Tymrazem obliczenia przeprowadzimy jedynie w SageMath. Tutaj macierz jed-
nostkowa ma wymiary 2 X 2, poniewaz macierze A iB rowniez maja wymiary
2X2:

A = matrix( [[1, 0], [-1, 21])
B = matrix( [[-1, 1], [0, 2]])
Id = identity_matrix(2)

X = (Id + 3*B) * (A + 2*Id)~-1
X
Out: [-5/12 3/4]

[7/12 7/4]

3.4.2. Podstawienie bezposrednie

Moze si¢ zdarzy¢ sytuacja, w ktorej nie bedziemy w stanie podaé przepisu na szu-

kang macierz X. Wowczas postgpujemy wedlug nastepujacego schematu:

1. Okreslamy wymiar niewiadomej macierzy X.

2. Wprowadzamy oznaczenia dla jej elementéw i wykonujemy odpowiednie obli-
czenia na tych symbolach.

3. Korzystamy z wlasnosci: dwie macierze sg rowne tylko wtedy, gdy rowne sa
wszystkie ich odpowiadajace elementy.
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Przyktad 3.31

WezZmy macierze:

oraz B

A=t 0 2]

0 -1 -1

Rozwigzemy réwnanie:

o sl

AX = B.

W tym przypadku nie mozemy pomnozy¢ roéwnania stronami przez macierz od-
wrotng, poniewaz macierz A nie jest kwadratowa. Dlatego stosujemy opisany wcze-
$niej algorytm:

1. Okres$lenie wymiaru.

Macierz A ma wymiary 2 X 3. Aby iloczyn AX byt okre$lony, pierwszy wymiar
macierzy X powinien by¢ rowny 3. Ponadto wynik mnozenia (czyli B) jest macierza
2 X 2, wiec macierz X musi mie¢ wymiary 3 X 2. Wtedy uzyskujemy poprawna
rownos¢ dla wymiarow:

2X3-3X2=2x%2.
——

2. Wprowadzenie oznaczen.
Na podstawie kroku pierwszego szukang macierz X mozemy zapisa¢ w postaci:

a b
c d],
e f

gdziea, b, c,d, e i f sa pewnymi liczbami rzeczywistymi (lub ewentualnie — zespo-
lonymi). Wykonujemy iloczyn macierzy po lewej stronie rOwnania:

ax=[l O _21].[2 ;]z[a+2e b2

X =

—c—e —d-—f

Rownanie macierzowe mozna zatem zapisa¢ w postaci rowno$ci macierzy
2X2:
[a+Ze b+2f]_ [—1 1]
—c—e —-d—-f] Lo 3r
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3. Rozwigzanie ukladu réwnan.

Dwie macierze sg rowne, gdy ich elementy na odpowiadajacych sobie pozycjach
sg identyczne. Porownujac te elementy, zapisujemy rownanie macierzowe rowno-
waznie w postaci uktadu czterech rownan:

a + 2e =-1
b +2f= 1
—C — e = 0

—d - f= 3

Rozwigzujemy ten uktad za pomocg funkcji solve():

var('fabcdef')
solve( [a+2*e==-1, b+2*f==1, -c-e==0, -d-f==3],
[a, b, c,d, e f])
Out: [[a==-2*%r2-1,b == -2*r1 + 1,
==-r2,d == -rl - 3,
==r2,f==r1]]

W Sage symbole r1 ir2 oznaczajg parametry. Przyjmujac e = r, oraz f = ry,
macierz X mozemy zapisa¢ w postaci:

—2e—-1 -2f+1
X = —e —f—=3 |, gdziee, f €R.
e f
Otrzymali$my zatem nieskonczenie wiele rozwigzan, ktore zaleza od dwoch pa-

rametrow. Oznacza to, ze po wstawieniu w miegjsce tych parametrow dowolnych
liczb rzeczywistych uzyskujemy macierz spetniajaca poczatkowe réwnanie.

Przyktad 3.32

Rozwigzemy roéwnanie:

x2=[é ‘1)]

Potggowanie jest okreslone tylko dla macierzy kwadratowych. Stad wynika, ze X
musi by¢ macierzg 2 X 2. Wprowadzamy oznaczenia elementow tej macierzy:

x=[¢ 4l
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Wykonujemy potegowanie po lewej stronie rOwnania, zapisujac to dziatanie jako
iloczyn:
bl [a b a’?+bc ab+bd
x2=x-x=|% ?]. = [ ]
[c d] [c d] ac+cd bc+ d?

Otrzymujemy roOwnanie macierzowe:

[a2+bc ab+bd]:[1 0
ac+cd bc+d? 8 1V

ktore zapisujemy rownowaznie w postaci uktadu rownan:

a’?+bc =1
ab+bd=0
ac +cd =8
bc +d? =1.

Teraz mozemy rozwigza¢ ten uklad za pomoca funkcji solve(), podobnie
jak to zostalo przedstawione w przykladzie 3.31:

solve( [a”"2+b*c==1, a*b+b*d==0, a*c+c*d==8, b*c+d"2==1],
[a, b, c,d])

Out: [[a==-1,b==0,c==-4,d == -1],
[a==1,b==0,c==4,d == 1]]

Stad uzyskujemy dwa rozwigzania réwnania:

1 0

x=| 4 11

T o] we x=]

Okazuje si¢ jednak, ze w Sage istnieje sposdb na rozwigzanie dowolnego row-
nania macierzowego bez wykonywania recznych obliczen. Wystarczy okresli¢ wy-
miar szukanej macierzy X, zapisa¢ obie strony rownania oraz wykorzysta¢ kod:

X = matrix( [[a, b], [c, d]])

L = XA2
P = matrix( [[1, 0], [8, 111)

solve( (L-P).list(), [a, b, ¢, d])
Out: [[a ==-1, b== 0,c==-4, d== '1]1
[a==1,b==0,c==4,d==1]]
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Przeanalizujmy dzialanie ostatniej instrukcji. Zapis L-P przenosi wszystkie ele-
menty rownania na jedng strong. Jest to zatem lewa strona rownania postaci:

e[} 2o

gdzie 0 oznacza macierz zerowa. Po wstawieniu wyliczonej macierzy X i wykonaniu
odejmowania otrzymujemy rOwnowazng posta¢ rownania:

a’?+bc—-1 ab + bd ] [0 0
ac+cd—8 bc+d*—-1 0 oF

Macierz L-P po lewej stronie tej rOwno$ci zamieniamy nastepnie na list¢ za po-
mocg funkcji list(). W efekcie uzyskujemy zwykla liste z jezyka Python:

(L-P).list()
Out: [a”2 + b*c - 1, a*b + b*d, a*c + c*d - 8, b*c + d~2 - 1]

Liste te przekazujemy jako pierwszy argument funkcji solve(). Poniewaz solve()
domysInie zaklada, ze prawa strona kazdej rownosci jest rowna 0, uzyskujemy w ten
sposob ten sam uktad réwnan, ktory wezesniej wprowadziliSmy recznie.

3.4.3. Twierdzenie Cauchy’'ego

Zaczniemy od przedstawienia sposobu rozwigzywania rownan, w ktérych wystgpuja
wyznaczniki. Poniewaz wyznacznik macierzy kwadratowej jest liczbg, takie rowna-
nia rozwigzujemy podobnie jak zwykte rownania w liczbach rzeczywistych lub ze-
spolonych.

Przyktad 3.33

Rozwigzemy réwnanie:
1 2 0
2 x —-1|=2x-09.
0 -1 «x?
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Najpierw obliczamy wyznacznik macierzy 3 X 3 po lewej stronie, korzystajac
z reguty Sarrusa:

1 2 0
2 x —1|=G2+04+0—-(0+4x*>+1) =x3—4x*>—1.
0 —1 x2

Po podstawieniu wyniku do rownania otrzymujemy:
x3—4x? —1=2x—-09.
Jest to robwnanie wielomianowe trzeciego stopnia, zatem przenosimy wszystkie
wyrazy na jedng strong i przyrownujemy do zera:
x3 —4x? —2x+8=0.
Tloczyn wspétczynnikéw przy wyrazach skrajnych (x3 i 8) jest réwny iloczy-

nowi wspolczynnikow przy wyrazach srodkowych (—4x2 i — 2x), zatem mozemy
zastosowa¢ metode grupowania:

*(x—4)-2x—-4)=0 - (k-4)x*-2)=0.
Stad uzyskujemy trzy rozwigzania:
x—4=0V x2=2=0 - x=4V x=—2 VvV x=12.

W Sage réownanie standardowo rozwigzujemy za pomoca funkcji solve():

A = matrix( [[1, 2, 0], [2, x, -1], [0, -1, x2]1])
dA = det(A)

solve( dA==2*x-9, x )

Out: [x == -sqrt(2), x == sqrt(2), x == 4]

Twierdzenie (Cauchy’ego). Dla macierzy kwadratowych A, B € M,,,., (R) za-
chodzi wzor:

det(A - B) = detA - detB. (3.7)
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Przykiad 3.34

Dana jest macierz:

W NN Q
N~ DN W

3 2
1 2
2 2
2 3
a€eR

Wyznaczymy takie wartosci parametru , ze wyznacznik macierzy 3A° jest
1

rowny >

Zaczynamy od obliczenia wyznacznika macierzy A w zaleznosci od parametru
a. Stosujemy w tym celu rozwinigcie Laplace’a, poniewaz stopien wyznacznika jest
wigkszy niz 3. Najpierw upraszczamy obliczenia poprzez wyzerowanie trzech ele-
mentow, tak jak zostalo to pokazane w przykladzie 3.15. Na wyznacznikach mo-
zemy wykonywa¢ tylko operacje elementarne, polegajace na dodawaniu wierszy
lub kolumn przemnozonych przez liczbe:

a 3 2 3 a 3 2 3
21 2 2| wawe |2 1 2 2

detA=|, 5 5 | = 010 -1/
3 2 3 2 3 2 3 2

Mozemy w jednym rachunku wykonywac operacje zarowno na wierszach,
jak i na kolumnach, poniewaz oba te przeksztalcenia nie zmieniaja warto$ci wy-
znacznika:

a 3 2 3 a 3 2 6

12 1 2 2| kitke |2 1 2 3

o1 0 -1 01 0 of
3 2 3 2 3 2 3 4

Nastepnie stosujemy rozwinigcie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza:

a 3 2 6
2 1 2 3 40 a 2 6

= =(-13*2.1-]2 2 3|
010 0 5 3 4
3 2 3 4

Uzyskany wyznacznik stopnia 3 liczymy za pomoca reguty Sarrusa:

detA=—-1-[(8a+18+36) — (36 + 16 +9a)] = a — 2.
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Aby znalezé wyznacznik macierzy A®, mozemy zastosowaé twierdzenie Cau-
chy’ego:

det(A®) = det <A- et A) =detA- .. -detA = (detA)°.
6 6

Zajmiemy si¢ teraz macierzg 3A®. Z wlasno$ci wyznacznika wiemy, Ze prze-
mnozenie jednego wiersza przez 3 zwicksza jego warto$¢ trzykrotnie. Tutaj jednak
mnozymy przez 3 cala macierz 4 X 4, zatem wykonujemy te operacj¢ dla kazdego
z czterech wierszy. W efekcie, na podstawie wzoru (3.3), warto§¢ wyznacznika
zwigksza si¢ 3* = 81 razy. Ostatecznie uzyskujemy réwnosé:

det(3A°) = 3* - det(A®) = 81 - det(A®) = 81 - (detA)® = 81 - (a — 2)°.

Mamy zatem do rozwigzania rownanie:

1
81-(a—2)%=-.
(a—2) 5

Dzielimy je obustronnie przez 81 i upraszczamy jego prawa strone:

1 1
(a—2)6=m - (a—2)6=32_34 - (a—2)6=3—6

- (a—2)°= (%)6.

Poniewaz wykladnik przy niewiadomej jest parzysty, rownanie ma dwa rozwig-
zania:

2= ! \% 2—1
a - 3 a _3'

a stad:

5, .7
a—3 a—3.

W Sage za pomoca funkcji assume() mozemy zalozy¢, ze parametr a jest liczba
rzeczywistg. Nastepnie rozwigzujemy rownanie, korzystajac z funkcji solve():

var('a")

assume(a, 'real')

A = matrix( [[a, 3, 2, 31, [2, 1, 2, 2],
[2,2,2,1],[3,2, 3,2]]1)
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solve( det(3*A”6) == 1/9, a)
Out: [a == (5/3), a == (7/3)]

Wigcej szczegdtow dotyczacych macierzy i uktadow rownan w Sage mozna od-
nalez¢ w pozycji [1].

Wszystko sie uda! @
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4. Zadania

4.1. Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 4.1
Zbior X = Q\ {— g} jest grupg z dziataniem:
a®Ob¥3ab+7a+7b+ 14, dlaa,b € X,

gdzie po prawej stronie wystgpuje standardowe dodawanie i mnozenie liczb
wymiernych. Oblicz:

203104

Zaczynamy od wyznaczenia elementu neutralnego grupy (X, ©). Jest to jedno-
znacznie okres$lona liczba wymierna e € X, ktora dla kazdego elementu a € X spel-
nia zalezno$¢:

a®e=a.

Korzystamy z definicji dziatania ,,(©” i uzyskujemy rownanie, w ktérym niewia-
doma jest e:

3ae+7a+ 7e+ 14 = a.

Rozwigzaniem jest szukany element neutralny:

3ae+7e=—-6a—14 - eBa+7)=-2@Ba+7) - e=-2.
W Sage definiujemy dziatanie d oraz korzystamy z funkcji solve():
d(a, b) = 3*a*b + 7*a + 7*b + 14
e = solve( d(a, e) == a, e )[0].rhs()

print('"Element neutralny:', e)

Out: Element neutralny: -2
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Nastgpnie wyznaczamy element odwrotny a™! € X do dowolnego elementu
a € X. Mamy zalezno$¢:
a@al=e,

gdzie e = —2 jest elementem neutralnym. Ponownie korzystamy z definicji dziata-
nia ,,(©”, aby uzyska¢ réwnanie:
3aa" ! +7a+7a71 + 14 = -2
Po wyznaczeniu niewiadomej a™?! z tego réwnania otrzymujemy wzor pozwala-
jacy obliczy¢ element odwrotny do dowolnego elementu a € X:
3aa '+7a'=-7a-16 - a'(Ba+7) =-7a-16

1 —7a —16

3a+7

- a

W Sage element odwrotny a~! oznaczamy literg b. Otrzymany wzor przypisu-
jemy do funkgc;ji f:

f(a) = solve( d(a, b) == e, b )[0].rhs()
print('Wzér na element odwrotny:', f)
Out: Wzor na element odwrotny: a |--> -(7*a + 16)/(3*a + 7)

Teraz mozemy obliczyé wynik dziatania 2 © 371 © 4. Zaczynamy od wyzna-
czenia elementu odwrotnego 371 na podstawie powyzszego wzoru:
. _—7-3-16 37
© 3347 16
Obliczenia wykonujemy krok po kroku — najpierw znajdujemy wynik pierw-
szego dziatania:
33

2@3-1—2@< 37)def3 2 ( 37)+7 247 ( 37)+14—
N 16) ~ 16 16 16

Wykorzystujemy uzyskang wartos$¢, aby poda¢ koncowg odpowiedz:

(2@3-1)@4=(—%)@4%3-(—3—)-4+7-(—§)+7-4+14=4—.
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W Sage wynik tego dziatania mozemy uzyska¢ w nastepujacy sposob:

wynik = d( d(2, f(3)), 4)
print(‘"Wynik dziatania:', wynik)
Out: Wynik dziatania: 45/16

Zadanie 4.2
W ciele Z,3 oblicz:

3% +5.1771 41472,

Policzymy osobno kazdy z trzech sktadnikow wystgpujacych w tym dziataniu:

1. Liczbe 3°5 znajdujemy na podstawie matego twierdzenia Fermata. Dla p = 23
w wykladniku mozemy dodawa¢ i odejmowaé dowolna wielokrotnos¢ liczby
p—1=22:

395 — 395—4~22 — 395—88 — 37

Wynik rozkladamy na iloczyn czynnikéw znajdujacych si¢ w poblizu pewnej
wielokrotnosci liczby 23 — w ciele Z,3 mozemy rownowaznie dodawaé lub odejmo-
wac taka warto$c:

..=33.3%.31=27.27-3=4-4.3=48=48-2-23=2.

2. Szukamy elementu odwrotnego 17~ 1. Jest to liczba spetniajaca rownosé:
17-[ ]=1

Nie jesteSmy w stanie jednak tatwo odgadna¢, co powinno si¢ znalez¢ w braku-
jacym polu. W zwigzku z tym nalezy zastosowa¢ inne podej$cie. Zaprezentujemy
tutaj dwie sprytne metody.

Pierwszy sposob polega na zapisaniu elementu odwrotnego w postaci utamka:

1
1771 =—.
17

Probujemy dodac do licznika pewna wielokrotnosc¢ liczby 23, aby uzyska¢ w wy-
niku liczbg catkowita. Mozemy kombinowac¢ w nastgpujacy sposob: przy dzieleniu 23
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przez 17 mamy reszt¢ 6, natomiast jedynka w liczniku daje reszte¢ 1. Zatem mozemy
odja¢ warto$¢ 3 - 23, poniewaz wtedy reszta wyniesie 1 — 3 - 6 = —17, co daje liczbg
podzielng przez 17:

_1-3-23 —68

= —4.
17 17

Wynik mozna tymczasowo pozostawi¢ jako liczbg ujemng w celu uproszczenia
kolejnych rachunkéw. Nalezy jedynie pamigtac, aby koncowa odpowiedz nalezata
do zbioru Z,5.

Przyklad ten rozwigzemy jeszcze drugim sposobem, ktory dobrze sig¢ sprawdza,
gdy szukamy elementu odwrotnego do liczby pierwszej. Najpierw odejmujemy 23
i korzystamy z wlasnosci dziatan na potegach:

1771=(-6)1t=(-1"1-671

Okazuje sig, ze uzyskane elementy odwrotne mozemy tatwo odgadna¢, ponie-
waz mamy:

(—1)-=1 oraz 6-=1.

Wobec tego szukany element odwrotny jest rowny:
w=(-1)-4=—-4.
Ostatecznie drugi sktadnik przyjmuje wartosc:
5-1771=5.(—4) =-20=3.
3. Dziatanie 14~2 mozemy zapisa¢ w postaci:
1472 = (1471) lub 1472 = (14%)~L.

Zaczniemy od pierwszej mozliwosci — w tej sytuacji najpierw musimy znalez¢
element odwrotny 14~1. Wykorzystamy drugi sposéb z punktu drugiego:

147 1=(-9)1=(-1)1-91=(-1)-31H2=(-1)-82=-64 =5,
poniewaz element odwrotny do liczby 3 otrzymujemy na podstawie rownosci

3-[8]=1.

Nastepnie podnosimy uzyskany wynik do kwadratu:
(1412 =52=25=2,

W drugim przypadku zaczynamy natomiast od potegowania, a nastgpnie wyzna-
czamy element odwrotny. Otrzymujemy:

142 =(-9)2=81=81-3-23 = 12.
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Woweczas, korzystajac z rownosci 12 - |2| = 1, mozemy odgadna¢ koncowy wy-
nik:

(145)t=12"1=2

Powyzsze przyktady mozna byto rozwiaza¢ za pomocg algorytmu Euklidesa —
tutaj zostaly przedstawione sprytne sposoby przeprowadzania tego typu rachunkow.
Ostatecznie wynik poczatkowego dzialania jest rowny:

3% +5-17714+1472=2+3+2=7.
Sprawdzamy uzyskany rezultat w Sage:
R = Zmod(23)

R( 37295 + 5*17/-1 + 147-2)
Out: 7

Zadanie 4.3
Napisz program, ktory wypisuje kolejne etapy algorytmu FEuklidesa wyzna-
czajacego element odwrotny do liczby a w ciele reszt modulo N.

Zanim przejdziemy do pisania kodu zapiszemy pomocniczo algorytm Euklidesa
znajdujacy element odwrotny do liczby 17 w ciele reszt modulo 23. Postepujgc ana-
logicznie jak w przyktadzie 2.10, otrzymujemy w pierwszym kroku réwnosci:

23=17-1+6
17=6-2+5
6=5-1+1.

Drugi krok natomiast, czyli rekonstrukcja, wyglada nastepujaco:

1=6-1:-5=6—-1-(17-2-6)=-1-17+3-6
=-1-1743-(23-17)=3-23—-4-17 = —-4-17.

Zaczynamy od umieszczenia tych wartosci w liScie o nazwie liczby:

23,17
n,d=N,a
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liczby =[]
while d !'= 1:
k, r = divmod(n, d)
liczby.append( (n, d, k, r) )
n,d =d, n%d
liczby
Out: [(23, 17,1, 6), (17,6, 2,5), (6,5, 1, 1)]

Funkcja divmod() zwraca iloraz oraz reszt¢ z dzielenia liczby n przez d. Nastep-
nie dodajemy czworke (n, d, k, r) do listy liczby za pomocg funkcji append(). Czyn-
nosci te powtarzamy wewnatrz petli while, ktora jest wykonywana tak dtugo, dopoki
reszta z dzielenia jest r6zna od 1 (d !'= 1). Teraz, korzystajac z listy liczby, mozemy
wypisa¢ rownosci wystepujace w pierwszym etapie algorytmu Euklidesa za pomoca
sktadni f-stringa z jezyka Python:

forn, d, k, rin liczby:
print(f'{n} = {d} * {k} + {r}")
Out: 23=17*1+6
17=6*2+5
6=5*1+1

Trudniejszym wyzwaniem bedzie rekonstrukcja, poniewaz musimy przechowy-
wac nie tylko wartosci z listy liczby, ale réwniez poszczegolne wspotczynniki.
Zaczynamy od przypisania do zmiennej wynik pierwszego przejscia, czyli
1 =6 —1"-5. Jako poczatkowe wspotczynniki (wystepujace odpowiednio przy licz-
bach 61 5) ustawiamy 1 i -k:

n, d, k, r = liczby[-1]

wl, w2 =1, -k

wynik = f{r} = {n} - {k}*{d}'
wynik

Out: 'l = 6 - 1*5'
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Teraz nalezy przeanalizowaé, w jaki sposob wspolczynniki zmieniajg si¢ w ko-
lejnych krokach. W tym celu zapisujemy ogoélnie proces rekonstruke;ji:

1=W1'n1+W2'd1,

gdziew; = 1, w, = —k4, natomiast liczby n;, d;, k; orazr; przyjmujadlai =1,2,3
warto$ci wspotczynnikéw wystepujacych w kolejnych réwnosciach z pierwszego
kroku.

Nastepnie uwzgledniamy zalezno$ci dq = 1, i ny = d,, otrzymujac:
...=W1'd2+W2'(n2_k2'd2) =Wy 'n2+(W1_W2k2)'d2.

Whioskujemy stad, ze nowe wspdlczynniki przyjmujg wartosci:

Wi =w, oraz = wy; = w; — Wyky.

Wykorzystujemy te obserwacje w ponizszym kodzie:

for n, d, k, rin reversed(liczby[:-1]):
wynik += f' = {w1}*{d} + {w2}*({n} - {k}*{d}) ="
wl, w2 = w2, wl-w2*k
wynik += f'{w1}*{n} + {w2}*{d}'

wynik += f' = {w2}*{d}'

wynik

Out: 'l =6 -1*5 = 1*%6 + -1*%(17 - 2*6) = -1*17 + 3*6

= -1*17 + 3*(23 - 1*17) = 3*23 + -4*17 = -4*17'

W petli for przechodzimy po liscie liczby od konca (z pominigciem ostatniego
elementu), co odpowiada ,,zaczynaniu od dotu” w drugim kroku algorytmu Eukli-
desa. Pierwsza linijka w petli dodaje do wyniku wyznaczenie reszty, natomiast ostat-
nia — upraszcza wynik za pomoca nowych wspotczynnikow wy i wy. Po wyjsciu
z petliuwzgledniamy to, ze liczba 3 - 23 w ciele Z,3 jest rowna 0, wigc otrzymujemy
w wyniku '{w2}*{d}".

Na koniec wystarczy odczyta¢ element odwrotny — jest to wspotczynnik w2=-4,
jednak bierzemy reszt¢ z dzielenia przez N, aby wynik nalezat do zbioru Z,53:

print(f'{a}”-1 = {w2 % N}")
Out: 17~-1 = 19
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Program dziata dla dowolnej liczby pierwszej N oraz dla liczby naturalnej a r6z-
nej od zera i mniejszej niz N. Aby otrzymac inne wyniki, wystarczy podmieni¢ war-
tosci tych zmiennych.

Zadanie 4.4
Dane sg permutacje:
02(123456789)
9 4586 37 2 1/
r=(123456789)
2 957 413 6 8/
a) Znajdz najmniejszg liczb¢ naturalng n € N, dla ktorej zachodzi réwnos¢:
80 = g™

b) Wyznacz permutacj¢ y € Sy spelniajaca rownanie:
1 2 3 45 6 7 89 )
9 4 8 1 2/

_800_1002:
g oer exet (7563

a) Zapisujemy permutacj¢ ¢ w postaci iloczynu cykli roztgcznych:
0=(19)(248)(356).

Rzad permutacji o to najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ dhugosci tych cykli,
czyli:
r(oc) = NWW(2,3,3) = 6.

Teraz w wyktadniku mozemy wykonywaé dziatania modulo rzad. Otrzymu-
jemy:
80 80-13'6 — ;52

o =0

wigc szukang najmniejsza liczba naturalng jest n = 2. W Sage stosujemy funkcje
order() oraz operacje modulo (%):

s = Permutation( [9, 4, 5, 8, 6, 3,7, 2, 1])
n = 80 % s.order()
print(‘Najmniejsza liczba naturalna to:', n)

Out: Najmniejsza liczba naturalna to: 2
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b) Oznaczamy przez y permutacj¢ wystepujaca po prawej stronie rownania. Otrzy-
mujemy:

-80

07801 loyor?=0p.

Mnozymy réwnanie obustronnie przez element odwrotny do permutacji o 89,

czyli 68°. Nalezy pamietaé, ze sktadanie permutacji nie jest przemienne, wigc dzia-
fanie to nalezy koniecznie wykonac¢ z lewej strony:

tloyor2 =080y

Nastepnie przeprowadzamy analogiczng operacj¢ — mnozymy rownanie stro-
nami przez permutacje 7i7~2 odpowiednio z lewej i prawej strony. W ten sposob
eliminujemy czynniki znajdujgce si¢ na zewnatrz, aby otrzymac permutacje y wy-
stepujaca posrodku:

x=T100%0opor2

Z podpunktu a) wiemy, ze zachodzi réwnoéé¢ a8° = a2, wiec wystarczy wyko-
na¢ dziatanie:

X=To0%0opo1 2

Aby wyznaczyé permutacje o2, dwukrotnie ,,idziemy w dot”, otrzymujac:

0_2=(123456789)
1 8 6 2 35 7 4 97

natomiast dla permutacji T~2 dwukrotnie ,,idziemy w gére”:

T_2=(123456789)
8 6 4 3 7 9 5 2 1/

Na koniec wykonujemy dzialania od prawej do lewej strony, czyli w nastepuja-

2

cej kolejnosci: 772 - pu — 02 - 1. Na przykiad dla liczby 5 mamy cigg przej$é:
-2

b o T . . . L, .
5 - 7> 8 — 4 > 7. Ostatecznie uzyskujemy rozwigzanie rOwnania:

=(123456789)
¥=\2 91 4 7 6 8 5 3/

W Sage permutacje definiujemy za pomoca obiektu PermutationGroupEle-
ment(), aby mozna bylo korzysta¢ z symbolu potegowania (»). Nastepnie zapisu-
jemy dzialania od prawej do lewej strony:

s = PermutationGroupElement( [9, 4, 5, 8, 6, 3, 7, 2, 1])
t = PermutationGroupElement( [2, 9, 5, 7, 4, 1, 3, 6, 8] )
m = PermutationGroupElement( [7, 5, 6, 3, 9, 4, 8, 1, 2] )
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X =tN-2*m*sN2 *¢t
Permutation(x)
Out: [2,9,1,4,7,6,8, 5, 3]

Ten sam wynik mozemy réwniez uzyska¢ metoda Brute Force poprzez spraw-
dzenie wszystkich elementow zbioru Sg:

for x in SymmetricGroup(9):
ift~N2 * x * t~-1 * s~-80 == m:
print( 'Rozwigzanie réwnania:', Permutation(x) )
break
Out: Rozwigzanie réwnania: [2,9, 1, 4, 7, 6, 8, 5, 3]

Zadanie 4.5
Korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capellego, okresl liczbg rozwigzan uktadu
rownan:

—2x+ y+3z=1

{ x—2y— z=0
—x— y+2z=1.

Przedstaw uzyskane rozwigzanie w przestrzeni trojwymiarowe;.

Zapisujemy macierz uktadu A, wektor wyrazow wolnych b oraz macierz uzu-

pemiong U:
1 -2 -1 0 1 -2 -1|0
A=|-2 1 31|, b=J1|, U=|[-2 1 3|1
-1 -1 2 1 -1 -1 211

Sprawdzamy w Sage rzgdy macierzy A 1 U. Jezeli zachodzi rownos¢
r(A) = r(U), to na podstawie twierdzenia Kroneckera-Capellego rozwigzanie uktadu
istnieje (jedno lub nieskonczenie wiele):

A= matriX( [[11 _21 _1]1 [_21 11 3]1 [_11 _11 2]] )

b = vector( [0, 1, 1])
U = A.augment(b)
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print( 'Rzad macierzy A:', rank(A) )
print( 'Rzad macierzy U:', rank(U) )
Out: Rzad macierzy A: 2

Rzad macierzy U: 2

Wprowadzamy oznaczenia:
e r—wspolna warto$¢ rzedu (u nas r = 2);
e n - liczba zmiennych w ukladzie (tutaj n = 3).

Rozpatrujemy wszystkie przypadki za pomoca instrukcji warunkowych if-else:

if rank(A) == rank(U):
r = rank(A)
n = A.ncols()
if r == n: print('"Uktad ma dokfadnie jedno rozwigzanie.")
else: print('Ukfad ma oo wiele rozwigzan’,
f'zaleznych od {n-r} parametrow.")
else:
print(‘Uktad jest sprzeczny.")

Out: Uktad ma oo wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametrdw.

Aby przedstawi¢ rozwigzania tego uktadu rownan na rysunku, rozwigzujemy go

za pomocg funkcji solve():

var('x y z')

rozw = solve( [x-2*y-z==0, -2*x+y+3*z==1, -x-y+2*z==1],
X, v, 2])

rozw

Out: [[x == 5/3*rl1 - 2/3,y == 1/3*rl - 1/3, z == rl1]]

Nastepnie wyodrebniamy warto$ci zmiennych x, y iz z listy rozw za pomoca

segmentacji i funkcji rhs() oraz przypisujemy rezultat do zmiennej parametryzacja:

parametryzacja = [r.rhs() for r in rozw[0]]
parametryzacja
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Out: [5/3*r1 - 2/3, 1/3*r1 - 1/3, r1]

Do narysowania rozwigzan wykorzystujemy funkcje¢ parametric_plot():
p = parametryzacja[-1]
parametric_plot( parametryzacja, (p, -3, 3),

color="'green’, thickness=3)

Uzyskany wynik zostat przedstawiony na rysunku 4.1. Do zmiennej p przypisu-
jemy parametr rl1 bedacy ostatnim elementem listy parametryzacja. Nastepnie lista
ta jest przekazywana jako pierwszy argument funkcji parametric_plot(), ktéra sama
rozpoznaje na podstawie liczby wspotrzednych, czy nalezy wygenerowac wykres
dwu-, czy tréjwymiarowy. W rezultacie otrzymujemy prostg, poniewaz rozwigzania
zaleza od jednego parametru. W notatniku Jupyter uzyskany rysunek mozna dodat-
kowo obraca¢ kursorem myszy oraz przybliza¢ i oddalac.

3

0.67
y=-0.33
-1.33

Rysunek 4.1. Rozwigzania uktadu réwnan w przestrzeni tréjwymiarowej
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Zadanie 4.6

Wyznacz macierz odwrotng do macierzy:

1 0 2
A=|-1 2 1]
1 -1 0

a) Za pomocg operacji elementarnych.
b) Za pomoca macierzy dopetnien.

a) Macierz odwrotng A~! mozna uzyska¢ w nastepujacy sposob:
e do macierzy A dotgczamy z prawej strony macierz jednostkowa I, tworzac
macierz rozszerzong [ A | 1];
e za pomocg operacji elementarnych na wierszach dazymy do uzyskania macie-
rzy jednostkowej I po lewej stronie — wowczas po prawej stronie otrzymamy
macierz odwrotng A™1,

Schematycznie mozna to zapisa¢ w postaci:

operacje elementarne

[A]T] — [1]A7t].

Wykonujemy ponizszy ciag operacji elementarnych dla macierzy [A | 1]:

1 0 201 0 0] yopw, [1 0O 2|1 0 0] . .
-1 2 1l0 1 0 — 0 2 3|1 10 —
1 -1 0olo o 1] ™™ lo -1 —21-1 0o 1] ™"
10 2(1 0 07 wogw, [T 0 21 0 07 wiow
01 2|1 0 -1 — 01 21 0 -1 —
0 2 3l1 1 o 00 —1l—1 1 2] w*s
10 0|-1 2 4] wp [1 0 O0]-1 2 4
01 0|-1 2 3 — 01 0/-1 2 3|
00 —-11-1 1 2 00 111 -1 =2

Macierz uzyskana po prawej stronie jest szukang macierza odwrotna:

-1 2 4
Al=|-1 2 3|

1 -1 -2
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W Sage korzystamy z funkcji augment(), aby potaczy¢ macierze w poziomie.
Nastepnie sprowadzamy uzyskang macierz do postaci schodkowej:

A= matriX( [[11 Ol 2]1 [_11 21 1]1 [11 _11 O]] )
Id = identity_matrix(3)

Al = A.augment(Id, subdivide=True)
Al.rref()
Out: [1 0 0]-1 2 4]

[01 0]-1 2 3]

[00 1]1-1-2]

b) Obliczamy dopeienia algebraiczne poszczegolnych elementow macierzy A, ko-
rzystajac ze wzoru (3.5):

2ool=t de=n T L= an=|T 2=

di1 =

d21=(—1)'|_01 (2)|_ —2,dy = 1 2|_ =2, dy3 =(-1)- |1 |=1
|0 o ——y d32=(—1)-|_11 i = -3, d33=|_11 (2)|=2.

Otrzymujemy macierz dopetien:

1 1 -1
D=|-2 -2 1|
-4 -3 2
Liczymy wyznacznik macierzy A, stosujac regut¢ Sarrusa:
1 0 2
detA=|-1 2 =0+0+2)—(4+0-1)=—-
1 -1 0

a nastepnie korzystamy ze wzoru (3.6), aby wyznaczy¢ macierz odwrotna:

1 1 [1 -2 —4 -1 2 4
-1 T
A =th'D =_—1' 1 —2 —3 = —1 2 3 .
€ -1 1 2 1 -1 -2
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W Sage zaczynamy od znalezienia macierzy dopemien. Macierz D definiujemy

jako macierz zerowa stopnia 3. Nastepnie w petli for obliczamy dopelnienia alge-
braiczne elementow macierzy A oraz nadpisujemy poszczegélne elementy macie-
rzy D:

D = zero_matrix(3)

n = A.nrows()

foriin range(n):
for j in range(n):
minor = A.delete_rows( [i] ).delete_columns( [j] )
D[i, j1 = (-1)~(i+j) * det(minor)

D

Out: [1 1-1]
[-2-2 1]
[-4 -3 2]

Nastepnie stosujemy wzor pozwalajacy wyznaczy¢ macierz odwrotng:

1/det(A) * D.T
out: [-1 2 4]
[-1 2 3]
[1-1-2]

Zadanie 4.7

Okresl w zalezno$ci od warto$ci parametru a € R liczbe rozwigzan uktadu rownan:

ax+3y+ z=12
2x+2y+ z=1
3x+ y+ z=0
x+2y+3z=a.
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Zapisujemy macierz ukladu A oraz macierz uzupetiong U:

a 3 1 a 3 1 2
12 2 1 12 2 1 1
A_311'U_3110'

1 2 3 1 2 3 a

Macierz U jest macierza kwadratowg, wigc mozemy obliczy¢ jej wyznacznik.
Na podstawie jego wartosci wnioskujemy o rzgdzie tej macierzy:

e jezelidetU # 0,to r(U) = 4;

e jezelidetU =0,tor(U) < 4.

Najpierw probujemy wyzerowac jak najwiecej elementdow wyznacznika macie-
rzy U. W tym celu mozemy uzy¢ jednej z operacji elementarnych, ktora nie zmienia
warto$ci wyznacznika — dodawania do wiersza (lub kolumny) innego wiersza
(lub kolumny):

a 3 1 2 a—3 2 1 2
2 21 1|k | -1 1 11
detU=13 7 1 olw| 0 o0 1 of
12 3 a 8 -1 3 a

Nastepnie stosujemy rozwinigcie Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza:

a-3 2 2
w=1-(=1)3*3 . -1 1 1|
-8 -1 a

Uzyskany wyznacznik stopnia 3 mozemy juz obliczy¢, korzystajac z reguty Sar-
rusa:

w=(a(a=3)-16+2)— (16 —2a—(a—3)) =a® - 1.

Sprawdzamy poprawnos¢ rachunkow w systemie SageMath:

var('a")

U = matrix( [[a, 3, 1, 2], [2, 2, 1, 1],
[3,1,1,0],[1, 2, 3,all)

det(U)

Out: an2 -1
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Wyznacznik macierzy U przyjmuje warto$¢ 0 dla a € {—1, 1}. Stad otrzymu-
jemy wniosek:

e r(U)=4dlaaecR\{-1,1};

e r(U<4daac{-1,1}.

Macierz A ma wymiary 4 X 3, wigc jej rzad moze by¢ co najwyzej rowny:
r(A) < min{4, 3} = 3.

Wynika stad, ze dla warto$ci parametrow a € R \ {—1, 1} mamy:

r(A) <3 <4 =r(U),

co oznacza, ze wowczas uklad jest sprzeczny. Wobec tego pozostaje nam sprawdzi¢
osobno liczbe rozwigzan ukfadu dla a € {—1, 1}.

Zapisujemy macierz uzupeliong U w postaci schodkowej dla a = 1:

U(a=1).echelon_form()
Out:[ 1 0 0-2/9]

[ O 1 0 7/9]
[ O 0 1-1/9]
[ O 0 0 O]

Mamy r(A) = r(U) = n = 3, gdzie n jest liczba zmiennych, wiec dla a = 1
uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Podobnie dla a = —1 otrzymujemy:

U(a=-1).echelon_form()
Out:[1 0 0 0]

[01 0 1]

[00 1-1]

[0 0 0 0]

Zatem z tego samego powodu ukfad ma doktadnie jedno rozwigzanie réwniez
dlaa = —1.
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Zadanie 4.8

Dane sg macierze:
_[2 1 o 1
A—[O 3 oraz B—[_1 _1].
Znajdz macierz X spelniajacg rownanie:

AT + A(BX)T = A(XT + 3I)B.

Dla dowolnych macierzy A € M,k (R) i B € My, (R) prawdziwy jest wzor:
(AB)T = BTAT.
Stosujac go po lewej stronie rOwnania, otrzymujemy:
AT + AX"BT = A(XT + 31)B.
Nastepnie wykonujemy mnozenie po prawej stronie, pamigtajac o koniecznosci
zachowania kolejnosci dziatan, poniewaz mnozenie macierzy nie jest przemienne:
AT + AX"BT = AX"B+A - 3I-B.
Mnozenie przez macierz jednostkowg I nie zmienia wyniku dziatania, natomiast
mnozenie macierzy przez skalar jest przemienne, zatem mozemy zapisac:
AT + AX"BT = AX"B + 3AB.
Przenosimy wszystkie wyrazy zawierajace niewiadoma X na lewa strong réwna-
nia, a dane — na prawg:
AX"BT — AX"B = 3AB - A".
Wylaczamy macierz AXT przed nawias z lewej strony:
AX"(BT - B) = 3AB - A".
Mnozymy réwnanie obustronnie przez macierz A~! z lewej strony oraz przez
macierz (BT - B)_ Z prawej strony:
XT=A"1-(3AB—AT)- (BT—B) .
Korzystajac ze wzoru (XT)T = X, otrzymujemy rozwigzanie rownania:
X=[A" (3AB-AT)- (BT - B)_l]T.
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Obliczenia wykonujemy w systemie SageMath:

A = matrix( [[2, 1], [0, 31])
B = matrix( [[O, 1], [-1, -11])
Id = identity_matrix(2)
X = (AN-1 * (3*A*B - A.T) * (B.T - B)~-1).T
X
Out: [ -7/4 2]
[-5/12 -5/3]

Mozemy rowniez skorzysta¢ bezposrednio z funkcji solve() dla poczatkowego
rownania;

var(‘a b cd")
X = matrix( [[a, b], [c, d]])

L = A.T + AX(B*X).T

P=A*(XT+ 3*Id) *B

solve( (L-P).list(), [a, b, ¢, d] )

Out: [[a == (-7/4), b == 2, c == (-5/12), d == (-5/3)]]

Zadanie 4.9
Dana jest macierz:
3 a 2
A=|-1 2 =2
1 -1 1

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru a € R, dla ktérych zachodzi réwnos¢:

det A® = 4 - det AZ.
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Obliczamy wyznacznik macierzy A, korzystajac z reguly Sarrusa:

detA=(06-2a+2)—(4—a+6)=—a—2.

Na podstawie wzoru (3.7), wystepujacego w twierdzeniu Cauchy’ego, otrzymu-
jemy:

det A2 = det(A - A) = detA - detA = (det A)2.
Analogicznie mozemy pokazac, ze zachodzi rownos¢:
det A® = (detA)°.
Wobec tego nalezy rozwigza¢ rownanie:
(detA)® =4 - (detA)? - (—a—2)°=4 (—a-2)>2

Wyrazenia w nawiasach sg podniesione do potegi parzystej, zatem mozemy
zmieni¢ znak:

(a+2)°=4-(a+2)>

Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strong i wylaczamy czynnik (a + 2)?2
przed nawias:

(a+2)? [(a+2)*-4]=0,
a stad otrzymujemy alternatywe dwoch réwnan:
(a+2)?%=0 v (a+2)*—-4=0.

Pierwsze rownanie ma jedno rozwigzanie, a = —2, natomiast drugie zapisujemy
W postaci:

(a+2)*=4 - (a+2)?*=2.

Uzyskane roéwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania:

a+2=v2 v a+2=-2

Ostatecznie zapisujemy szukane warto$ci parametru:

a€{-2-v2,-2-2+2}.
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W Sage wystarczy obliczy¢ wyznacznik macierzy A oraz zastosowa¢ funkcje
solve(). Ponadto wewnatrz funkcji var() okreslamy za pomocg argumentu domain,
Ze parametr a moze przyjmowac tylko wartosci rzeczywiste:

var(‘a', domain='real")
A = matrix( [[3, a, 2], [-1, 2, -2], [1, -1, 1]])

dA = det(A)

solve( dAN6 == 4*dAN2, a)
Out: [a == -sqrt(2) - 2, a == sqrt(2) - 2, a == -2]
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4.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 4.10
Zbior X = R\ {—1} jest grupa z dziataniem:
Xoy¥2xy+2x+2y+1, dlax,y€X,
gdzie po prawej stronie wystepuje standardowe dodawanie i mnozenie liczb rzeczy-

wistych. Oblicz:
2710 (=3) 07,

Zadanie 4.11
Wykonaj ponizsze polecenia:
a) Oblicz warto$¢ wyrazenia w ciele Z;37:

623 +17-57* + 4171,
b) Rozwigz rownanie w ciele Zgq:
39x + 57 = 83.

c) Podaj liczbe reszt kwadratowych modulo 71.
d) Narysuj tabele dziatan addytywnego i multiplikatywnego w ciele Z,3.

Zadanie 4.12
W pierscieniu Z,q:
a) Wyznacz wszystkie rozwigzania rownania kwadratowego:

x?% + 3x = 10.

b) Rozwigz rownanie wielomianowe czwartego stopnia:
2x* +3x? =5x —x3 — 6.

¢) Znajdz wszystkie dzielniki zera.
d) Wyznacz wszystkie elementy odwracalne, czyli takie liczby x € Z,, dla kto-
rych istnieje element y € Z,, spelniajacy rowno$¢ xy = 1 (mod 20).

Zadanie 4.13

Wyznacz takie wartosci parametrow k, £, m € N, dla ktorych permutacja

O_=(123456789)
k 81 ¢ 9 2 m 6 5
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ma 19 inwersji. Nastepnie znajdz permutacje y € Sg spelniajacg rownanie:

=20 o 00_=(1 2 3 4 5 6 7 8 9)
X 2 735819 4 6/
Zadanie 4.14
Dane sg macierze:
3 2 7 -2 3 0
A=|-1 -2 -1 oraz B=|1 -5 -1].
5 -3 4 -1 0 2

a) Wypisz drugi wiersz macierzy A oraz macierz uzyskana po wykresleniu
pierwszej kolumny macierzy B.

b) Wykonaj dziatania ATB~! oraz BA + 41, gdzie I jest macierza jednostkows.

c) Polacz macierz A z macierzg B w pionie i oblicz rzad uzyskanej macierzy.

d) Zamien dwa pierwsze wiersze macierzy A i pomnoz trzeci wiersz tej macierzy
przez 2.

Zadanie 4.15

Dany jest uktad rownan:
X+ y = 1
2x— y+z=-3
—-x+2y+z= 0.

a) Zapisz macierz A tego ukladu, wektor wyrazéw wolnych b i macierz uzupet-
niong U.

b) Korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capellego, okresl liczbe rozwigzan
ukladu oraz liczbg parametrow, od ktorych rozwiazania zaleza.

¢) Znajdz wszystkie rozwigzania tego uktadu rownan.

d) Przedstaw zbidr rozwigzan uktadu w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Zadanie 4.16

Okresl liczbe rozwigzan uktadu rownan w zaleznosci od wartosci parametru a € R:

ax+ay+3z= 2a
—2x+ y+2z=-2a
xtay— z= a.
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Zadanie 4.17
Rozwigz uktad réwnan liniowych:
—-6x+8y— z+7t= 1
4x—2y—9z+3t= 2
—5x+2y+3z— t=-1
S5x +6y—2z+5t= 3,

korzystajac ze wzorow Cramera. Nastepnie sprawdz poprawno$¢ otrzymanego roz-
wigzania za pomocg funkcji solve_right().

Zadanie 4.18
a) Dane sg macierze:
1 -8

A=[_§ _11] oraz B=[_3 _al

Rozwigz rownanie macierzowe poprzez wyznaczenie niewiadomej X z réwna-
nia:
I-3AX = 2BX + A"

b) Znajdz wszystkie macierze X speliajace rownanie:

L Slxl 5 =l 37 )

¢) Rozwigz rownanie zawierajace wyznacznik:
0 -1 0 2

-1 1 -1 0|_ >
0 -1 x 1]|7% + 5.
2 0 1 x?
d) Dana jest macierz blokowa:
_[X A
M_[B cl
gdzie:
1o 2 _[-1 0 _[3 2
A_[—1 11’ B_[z 1]' C_[4 —1]'

147



Znajdz wszystkie macierze rzeczywiste X, dla ktorych spetniona jest rownos¢:

1 4
3| |-2

M- 2=
2 -1
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4.3. Odpowiedzi do zadan
Zadanie 4.10

- 1
2710 (=3) ot =1,

Zadanie 4.11
a) 77; b) x = 60; c) 36.

Zadanie 4.12
a)x €{2,7,10,15}; b) x = 14;

¢){2,4,5,6,8,10,12,14,15,16,18}; d){1,3,7,9,11,13,17,19}.

Zadanie 4.13

o, . (1234567809
k_7'€_4'm_3’)(—(73 584612)'

Zadanie 4.14

0 2
M2 28
17 17 17 | _5 _10 _17
Tp-1 3 5 23 _
b) ATB~! = | - = 17|,BA+41—[3 19 8 ]
[_ﬁ _50 1J 7 -8 5
17 17 17
[3 2 7]
| -1 -2 -1
|5 -3 4| _a.
R
-1 0 2
-1 -2 -1
|3 2 7
10 -6 8
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Zadanie 4.15

-1 1 0 1 -1 1 0|1
a)A=|2 -1 1| b=|-3[U=2 -1 1|-3};
-1 2 1 0 -1 2 110

b) uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru;

x=-2-t
c){y=—1—t t eER;

zZ = t,
d)
1.00 >
2=0.0d
-3.00
1.00
2.00 %=-2.00
p.00 ~-1-90
Zadanie 4.16

Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie dla a € R \ {—3, - %}
Uktad jest sprzeczny dla a = —3.
Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru dla a = — %
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Zadanie 4.17

(x=
|,
Y=
Rozwiazanie: {
l
Zadanie 4.18
6 29
229 229
a)X = a1 Tor
229 229

c) x € {—1,-2i,2i}

31

151
95

302
34

151
11

N
Il
|

<~|-
I
I

151°

ox-[2 7
Ox=[_% '] tser

Dookola jest picknie! @
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Dodatek A.

Spis funkcji wystepujacych w ksigzce

Nazwa funkeji Opis
AlternatingGroup() grupa alternujaca (permutacji parzystych)
append() dodaje element do listy
assume() ustawia zalozenie o zmiennej
augment() taczy macierze w poziomie
block matrix() macierz blokowa
copy() tworzy kopi¢ obiektu
crt() rozwigzuje uklad kongruencji

delete_columns()

usuwa kolumny o podanych indeksach

delete_rows()

usuwa wiersze o podanych indeksach

det() wyznacznik macierzy
diagonal matrix() macierz diagonalna
divmod() zwraca iloraz i reszt¢ z dzielenia

echelon_form()

posta¢ schodkowa macierzy (funkcja nieinwazyjna)

echelonize() posta¢ schodkowa macierzy (funkcja inwazyjna)
euler_phi() funkcja Eulera
factor() rozktad liczby na czynniki pierwsze
ged() najwigkszy wspolny dzielnik (NWD)
identity() permutacja identyczno$ciowa

identity_matrix()

macierz jednostkowa

Integers() pierscien liczb catkowitych modulo n
inverse() permutacja odwrotna
inversions() inwersje permutacji
is_even() sprawdza, czy permutacja jest parzysta
is_prime() sprawdza, czy liczba jest pierwsza
LatexExpr() konwertuje tekst na zapis w jezyku LaTeX
lem() najmniejsza wspolna wielokrotno$¢ (NWW)
len() dtugos¢ listy
list() rzutowanie na listg




LUO

dekompozycja LU macierzy

matrix() tworzy macierz

mod() operacja modulo
ncols() liczba kolumn macierzy
next_prime() nastgpna liczba pierwsza

number_of inversions()

liczba inwersji permutacji

OperationTable() tabela dzialania w grupie
order() rzad permutacji
parametric_plot() rysuje wykres parametryczny
Permutation() tworzy permutacj¢

PermutationGroupElement()

tworzy permutacj¢ i umozliwia potggowanie

Permutations() wszystkie permutacje danej listy
plot() rysuje wykres funkcji
point() rysuje pojedynczy punkt
previous_prime() poprzednia liczba pierwsza

prime_factors()

lista wszystkich czynnikow pierwszych

prime_range()

liczby pierwsze z danego zakresu

print()

wypisuje na ekran

random_matrix()

losowa macierz

range() zakres liczb catkowitych
rank() rzad macierzy
reversed() odwraca kolejno$¢ elementow listy
rhs() prawa strona rownosci
rref() zredukowana posta¢ schodkowa macierzy
show() wyswietla obiekt
sign() znak permutacji
solve() rozwigzuje roéwnanie, nierownos¢ lub uktad réwnan

solve_mod()

rozwigzuje rownanie modulo n

solve_right()

rozwigzuje uklad rownan w postaci macierzowej

sqrt()

pierwiastek kwadratowy

stack()

faczy macierze w pionie

swap_rows()

zamienia wiersze

SymmetricGroup()

grupa symetryczna (permutacji)

to_cycles()

cykle roztaczne permutacji

var() deklaruje zmienne symboliczne
vector() tworzy wektor
xged() rozszerzony algorytm Euklidesa
zero_matrix() macierz zerowa
Zmod() pierscien Z,, (alias funkcji Integers())
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Streszczenie

Ksigzka stanowi druga czgs¢ serii poswigconej algebrze w systemie SageMath
i obejmuje zagadnienia dotyczace teorii grup, permutacji oraz macierzy. Na po-
czatku przedstawiono definicje dziatania i grupy, a takze sposoby wyznaczania ele-
mentu neutralnego ielementéw odwrotnych. Nastepnie omowiono pojgcia ciata
1 pier§cienia oraz przedstawiono najwazniejsze wlasno$ci wyrozniajace te struktury
algebraiczne. Uzupetnieniem tych tresci sg przyktady typowych zagadnien pojawia-
jacych si¢ w teorii liczb. Wszystkie omawiane pojecia i techniki zilustrowano licz-
nymi przykladami, ktére umozliwiajg stopniowe przyswajanie materialu i samo-
dzielne tworzenie nowych rozwigzan.

W kolejnych rozdziatach przedstawiono podstawy teorii macierzy i ukladow
réownan liniowych. Oméwiono pojecie wyznacznika, jego wlasno$ci oraz zastoso-
wania — m.in. do wyznaczania rz¢du macierzy, znajdowania macierzy odwrotnej
i badania liczby rozwigzan uktadéw liniowych. Zaprezentowano takze metody roz-
wigzywania rownan macierzowych oraz twierdzenia opisujace zaleznos$ci migdzy
struktura macierzy a wlasno$ciami odpowiadajacych im uktadéw. Materiat przed-
stawiono za pomoca praktycznych przykladdéw, ktére prezentuja zardwno reczne
rozwiazanie konkretnych zadan, jak i ich implementacj¢ w jezyku Sage.
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Abstract

This book is the second part of a series on algebra in SageMath and focuses on to-
pics related to group theory, permutations and matrices. It begins with definitions
related to groups and operations, as well as methods for determining the identity
element and inverse elements. It then introduces the concepts of a field and a ring,
presenting the key properties that distinguish these algebraic structures. These topics
are complemented by examples of typical problems arising in number theory.
All concepts and techniques are illustrated with numerous examples, enabling
gradual learning and independent development of new solutions.

The following chapters presents the basics of matrix theory and systems of linear
equations. They discuss the concept of the determinant, its properties, and its appli-
cations — including determining the rank of a matrix, finding the inverse matrix,
and exploring the number of solutions of linear systems. Methods for solving matrix
equations are also presented, along with theorems describing relationships between
the structure of a matrix and the properties of the corresponding systems. The mate-
rial is presented through practical examples that demonstrate both manual solutions
to specific problems and their implementation in Sage.
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