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Stowo wstepne

Niniejsza ksigzka jest skryptem przeznaczonym dla studentéw kierunkow
inzynierskich, na ktéorych matematyka stanowi podstawe dalszych zastosowan
w zagadnieniach technicznych. Opracowanie to stanowi kontynuacje dwoch
wczesniejszych publikacji: Matematyka — wybrane zagadnienia algebry liniowej
i geometrii analitycznej oraz Matematyka — wybrane zagadnienia analizy
matematycznej. Zakres tematyczny jest dostosowany do obowigzujacych programow
nauczania i realizacji zatozonych efektow uczenia si¢ przedmiotu matematyka 2.

Zatozeniem autorki bylo przedstawienie podstawowych zagadnien aparatu
matematycznego w sposob jak najbardziej przystepny i zrozumialy. Uktad tresci
opiera si¢ na rozwigzanych przyktadach wzbogaconych komentarzami, ktore utatwia
studentowi przyswojenie niezbednej wiedzy oraz nabycie wymaganych
umiejetnosci. Niniejsza ksigzka sktada si¢ z pigciu rozdziatow.

Rozdzial pierwszy poswigcony jest calce nieoznaczonej. Czytelnik znajdzie
tu tresci, ktore pozwola: zdefiniowac catke¢ nieoznaczong jako rodzing wszystkich
funkcji pierwotnych F(x) danej funkcji f(x) okreslonej na danym przedziale, ktore
po zrézniczkowaniu dadza funkcj¢ podcatkows, oblicza¢ calk¢ nieoznaczong
z funkcji elementarnej z wykorzystaniem podstawowych wzoréw i wlasnosci
rachunku catkowego, oblicza¢ catke nieoznaczong metoda catkowania przez czgsci,
a takze oblicza¢ catke nieoznaczong przez podstawianie.

Drugi rozdziat dotyczy calki oznaczonej. Po zdefiniowaniu pojecia catki
oznaczonej skupiono si¢ na jej obliczaniu w podanych granicach calkowania.
Zaprezentowane przyktady =zostaly uszeregowane wedlug stopnia trudnosci
od najprostszych, gdzie funkcje podcatkowe sa elementarne i nie wymagaja
zastosowania metod catkowania przez czesci czy catkowania przez podstawianie,
az po przyktady, w ktorych pod calka znajduja si¢ iloczyn badz iloraz funkcji albo
funkcja zlozona. W dalszej czeSci tego rozdziatlu zaprezentowano mozliwosci
zastosowania rachunku catkowego do obliczania pola obszaru ograniczonego krzywa
wielomianowg i osig OX, obliczania pola trapezu krzywoliniowego, obliczania
dtugosci tuku krzywej oraz obliczania objetosci bryty obrotowej i pola jej powierzchni.

W rozdziale trzecim omdwiono wybrane treSci dotyczace pochodnej funkcji
dwoch zmiennych. Na poczatku podano definicje funkcji dwoch zmiennych
i skupiono si¢ na okreslaniu dziedziny takiej funkcji. Podano takze definicje
pochodnej czastkowej pierwszego i drugiego rzedu oraz pochodnych czastkowych
mieszanych funkcji dwoch zmiennych oraz zaprezentowano przyklady ich



obliczania. W dalszej czeSci tego rozdziatu zastosowano rachunek pochodnych
funkcji dwoch zmiennych do wyznaczania ich ekstremow lokalnych.

Czwarty rozdziat skupia si¢ na rachunku catkowym funkcji dwoch zmiennych.
Po zdefiniowaniu catki podwdjnej, catki po obszarze normalnym, calki iterowanej oraz
prezentacji sposobu zamiany calki po obszarze na calke iterowang skupiono si¢
na obliczaniu catki iterowanej oraz catki podwojnej przy statych granicach catkowania.
W tej czesci opracowania wskazano rowniez przyktady obliczania catki po obszarze
(W tym po prostokacie) przy zamianie na catke iterowana.

Ostatni, pigty rozdzial, to najbardziej obszerna cze$¢ skryptu, poswiecona
robwnaniom  rozniczkowym  zwyczajnym. Zdefiniowanie pojgcia rOwnania
roézniczkowego zwyczajnego stanowi wprowadzenie do wyznaczania rozwigzania
ogblnego réwnania rézniczkowego. Z kolei wyznaczenie rozwigzania szczegdlnego
takiego rownania rozniczkowego opiera si¢ na zagadnieniu poczatkowym zwanym
inaczej zagadnieniem Cauchy’ego lub problemem Cauchy’ego. W celu przedstawienia
zasad rozwigzywania réwnan rozniczkowych zwyczajnych wprowadzono pojecie
rownania rozniczkowego o zmiennych rozdzielonych. W dalszej czesci skupiono si¢
na rozwigzywaniu rownan roézniczkowych jednorodnych 1 niejednorodnych,
ze szczegblnym uwzglednieniem réwnan rozniczkowych liniowych. Ostatnia czg$¢ tego
rozdzialu dotyczy rozwigzywania réwnan rozniczkowych drugiego rzedu poprzez
sprowadzenie ich do rdwnania pierwszego rzedu.

Publikacja Matematyka — wybrane zagadnienia rachunku rozniczkowego
i catkowego ma charakter wydawnictwa pomocniczego, zredagowanego na potrzeby
¢wiczen z przedmiotu matematyka 2 na kierunkach technicznych. Pozycja zostata
w calos$ci zredagowana przez wyktadowce z duzym doswiadczeniem akademickim,
ktory dostrzegl potrzebe stworzenia takiego skryptu.

Elzbieta Golgbeska



1. Catka nieoznaczona

Po zapoznaniu sie z trescig rozdzialu pierwszego mozna bez trudu:
e poda¢é definicje calki nieoznaczonej,

e obliczy¢ calke nieoznaczong z funkcji elementarnej z wykorzystaniem
podstawowych wzorow i wlasnosci rachunku catkowego,

e obliczy¢ calke nieoznaczong metodq calkowania przez czesSci,

e obliczy¢ calke nieoznaczona przez podstawianie.

1.1. Pojecie catki nieoznaczonej

Calki niecoznaczone to jedno z wazniejszych zagadnien analizy matematycznej.
Mozna powiedzie¢, ze catkowanie jest do pewnego stopnia ! operacja odwrotng
do liczenia pochodnej funkcji. W zwigzku z tym warto przypomnie¢, czym jest
pochodna funkcji.

Pochodng funkcji interpretuje si¢ jako miar¢ szybko$ci zmian wartosci funkcji
wzgledem zmian jej argumentow. Pochodng funkcji w punkcie mozna zdefiniowac
jako granice¢ ilorazu roznicowego. Jesli zatem f(x) jest dang funkcja, a xq € R
dowolnym argumentem, w otoczeniu ktorego funkcja f(x) jest okreslona,
to pochodng funkcji f(x) w punkcie x,, oznaczang symbolem f'(x,), definiuje si¢
jako granice:

Fl(xo) = lim L0 (1.1)
X—Xq X—=Xo
lub jako granicg:
’ _q. flxo+h)—f(x0)
£ (xg) = Lim L2 C) (1.2)

gdzie wyrazenie

w nazywa si¢ ilorazem roznicowym tej funkcji,

definiowanym jako stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu jej argumentu.

! Wzory na znajdowanie calek funkcji elementarnych mozna tatwo sprawdzi¢, korzystajac
ze wzorow na pochodne tych funkcji. Niestety ze wzgledu na brak wzoroéw na catke iloczynu
i ilorazu dwoch funkcji catkowanie jest trudniejsze niz rézniczkowanie.
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Mowi sie, ze funkcja f:(a,b) = R ma pochodng w punkcie x, € (a, b), gdy

f&xo+h)—f(x0)
h

istnieje granica ilorazu roéznicowego ;lirré , 1 woéwczas uznaje si¢,
-

ze funkcja fjest rozniczkowalna w punkcie x.

W sensie geometrycznym warto$¢ pochodnej funkcji w danym punkcie réwna
jest tangensowi kata pomiedzy osig OX a styczng do krzywej w punkcie
o wspotrzednych (x, y).

Majac dany wykres funkcji, wyznacza si¢ jego styczne w kazdym punkcie,
a tangensy nachylen tych stycznych do osi OX sg wartosciami pochodnych funkcji
w tych punktach.

Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna pochodnej funkgii

Calka nieoznaczona jest odwroceniem tej operacji. Wykorzystujgc dane styczne
do wykresu funkcji, nalezy wyznaczy¢ jej wykres. W sensie rachunkowym nalezy
natomiast wyznaczy¢ wszystkie funkcje pierwotne funkcji f(x), tzn. takie, ktore
po zrézniczkowaniu dadza funkcje f(x) dla kazdego x € (a, b).

Reasumujac, mozna stwierdzi¢, ze calka nieoznaczona jest to rodzina wszystkich
funkcji pierwotnych F(x) danej funkcji f(x) okreslonej na przedziale (a, b).



Definicja catki nieoznaczonej
Jezeli funkcja F(x) jest funkcjg pierwotng funkcji f(x) dla kazdego
x € (a,b), tzn. taka, ze jej pochodna jest rowna funkcji f(x) dla kazdego
x € (a,b), co mozna zapisac:
N\ P =re

x€(a,b)
to catka nieoznaczong z funkcji f(x) nazywa si¢ wszystkie funkcje pierwotne
F(x).
Uwaga: Poniewaz takich funkcji jest nieskonczenie wiele, zapisuje si¢ je jako
F(x) + c, gdzie f(x) nazywa si¢ funkcjg podcatkows, a ¢ stata catkowania.
Catke nieoznaczong z funkcji f (x) zapisuje si¢ jako:

Jf@)dx =F(x) +c (1.3)

e Sprawdzanie, czy podane funkcje sa funkcjami pierwotnymi danej funkcji.
Przykiad 1.1.1
Sprawdzi¢, czy podane funkcje sg funkcjami pierwotnymi funkcji f(x) = 6x.
a) F(x)=3x%+5
b) F(x)=3x%-7
c) F(x)=6x +%
d) F(x)=3x?
Rozwigzanie:
a) Aby sprawdzié, czy funkcja F(x) = 3x2 + 5 jest funkcjg pierwotng funkcji
f(x) = 6x, nalezy obliczy¢ pochodna F'(x):
F'(x) = (3x?>+5) = 6x
Podana funkcja F (x) jest zatem funkcja pierwotng funkcji f(x) = 6x.
b) Aby sprawdzi¢, czy funkcja F(x) = 3x2? — 7 jest funkcja pierwotng funkcji
f(x) = 6x, nalezy obliczy¢ pochodng F'(x):
F'(x) =(3x*-7) =6x
Podana funkcja F (x) jest zatem funkcja pierwotng funkcji f(x) = 6x.
¢) Aby sprawdzi¢, czy funkcja F(x) = 6x + % jest funkcja pierwotng funkcji
f(x) = 6x, nalezy obliczy¢ pochodng F'(x):
F'(x) = (6x + %) =6
Podana funkcja F (x) nie jest zatem funkcjg pierwotng funkcji f(x) = 6x.



d) Aby sprawdzié, czy funkcja F(x) = 3x? jest funkcjg pierwotng funkcji
f(x) = 6x, nalezy obliczy¢ pochodng F'(x):
F'(x) = (3x?)' = 6x
Podana funkcja F (x) jest zatem funkcja pierwotng funkcji f(x) = 6x.
Whiosek: (F(x) +¢)' = f(x).

1.2. Catki nieoznaczone funkcji elementarnych

Catkowanie jest operacja odwrotng do rozniczkowania (czyli do znajdowania
pochodnej funkcji), dlatego wzory na catki funkcji elementarnych mozna otrzymac
ze wzoréw na pochodne tych funkcji.

Podstawowe wzory rachunku catkowego:
a) [dx=x+c
b) [xmdx= " +cdlan#-1
c) fidx =In|x| +c
d [e¥dx=e*+c
e) fe“xdx=%eax+cdlaaER
f) faxdx=%+cdlaa¢1ia>0
g) [sinxdx=—cosx+c
h) fsinaxdx=—%cosax+cdlaa¢0
i) [cosxdx =sinx+c
1) fcosaxdx=%sinax+cdlaa¢0

k) [tgxdx = —In|cosx|+cdlacosx #0

) [ctgxdx =lIn|sinx|+cdlasinx #0
1

m) fcoszxdx =tgx+cdlacosx #0
n) fsinlzxdx = —ctgx +cdlasinx #0

W rachunku catkowym obowigzuja okreslone reguty:
1. Catka sumy (r6znicy) funkcji jest rowna sumie (r6znicy) catek:

JUFG) £ g(x))dx = [ f(x)dx £ [ g(x) dx (1.4)
2. Stalg mozna wytaczy¢ przed catke:

[k-f(x)dx =k /[ f(x)dx (1.5)



e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem podstawowych wzoréow
rachunku calkowego.

Przyklad 1.2.1

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z podstawowych wzorow rachunku
catkowego.

a) [x7dx

b) [x75dx
1

c) [x3dx

dy [ VxZdx

Rozwiazanie:

7d _x7+1 _ _ 8

a) [xldx="—_—+c=T+c=cx"+c

b “sg x5+ -4 4 1

) [x x=—/otc="tc=—x"+c=——+c
E 3+ X 3 33

c) fxde=1+ +c=F4c==x3+c==-Vx*+c

3 3

2 5
3

2 +
d) fg\/xzdx:fxde:Zl+c=x?+c=gx3+c=—\/x5+c
3 3

e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem podstawowych wzorow
i regul rachunku caltkowego.

Przyklad 1.2.2

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z podstawowych wzorow i regul rachunku
catkowego.

a) [(x*+e*)dx

b) [3x°dx

¢) [(=5x7%—sinx+ 5e*)dx
d) [(8x7 +3vVx += + m)dx

Rozwiazanie:
5
a) f(x4+ex)dx=fx4dx+fexdx=x?+ex+c=§x5+ex+c

b) [3x5dx=3 dx=3-Sqc=1x64¢
6 2

10



¢) [(—5x7®—sinx+5e*)dx=—-5[x"®dx— [sinx dx+5 [e*dx =
-5
x
=—5-—5+cosx+56x+c=x‘5+cosx+53x+c=

1
=—+4cosx+5e*+¢

T x5
1
d) f(8x7+3\/§+§+n)dx=8fx7dx+3fx5dx+2f§dx+7rfdx=
x8 2 3
=8 -§+3-§x2+21n|x|+nx+c=

3
=x8+2x2+2Inlx| +nx +c=x8+2x3+2In|x| +nx + ¢

1.3. Catkowanie przez czesci

Nie ma wzoréow podobnych do tych, jakie stosuje si¢ do obliczania calek funkcji
elementarnych, do obliczania calki z iloczynu badz ilorazu dwoch funkcji, co wynika
ze wzoréw na pochodng iloczynu 1 ilorazu dwoch funkcji — np. pochodna iloczynu dwoch
funkcji nie jest rowna iloczynowi pochodnych. Aby obliczy¢ catke iloczynu (ilorazu) dwoch
funkcji, ktore majg ciggle pochodne, nalezy wykorzysta¢ metode catkowania przez czgscei:
Ju@) - v'(x)dx = u(x) - v(x) — [u'(x) - v(x)dx (1.6)

Metoda catkowania przez czgsci jest skuteczna wtedy, gdy np. rézniczka jedne;j
funkcji jest prostsza (np. pochodna funkcji potegowej obniza potege o jeden), a catka
drugiej funkcji nie komplikuje si¢. Ponadto zazwyczaj dotyczy sytuacji, gdy jest
to iloczyn (iloraz) dwoch funkcji elementarnych, chociaz nie jest to reguta.

¢ Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
czesci, gdy pod calkg wystepuje iloczyn funkcji elementarnych.

Przyklad 1.3.1

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metodg catkowania przez czesci.
a) [x-e¥dx
b) [e*-x?dx
c) [x-In|x| dx
d) [x3-In|x| dx

Rozwigzanie:

!
u=x v =e
a x-exdx=(
) u'=1 v=e*

=x-e¥*—e*+c¢

X

)=x-ex—f1-exdx=

11
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b)

d)

Komentarz do rozwigzania: W przypadku iloczynu, w ktérym jedna
z funkcji jest iksem w dowolnej potedze, zazwyczaj to ona jest przyjmowana
jako funkcja u. Ponadto wyktadnik potegi przy x wskazuje, ile razy nalezy
potraktowac te catke przez czeéci. W tym przypadku x byl w potedze
pierwszej, wigc wystarczyto scatkowac przez czesci jednokrotnie.

— 2 I — 5, X
fex-xzdx=(u,_x v ex)=x2-ex—f2x~exdx=
u' =2x v=e

— 2. X _ ceXdy = (U=x VvV =e¥)_
=x“-e ZJxedx—(u,=1 v=ex)_
=x2-e¥*—2(x-e*—e¥)+c=x%2-e¥—2x-e*+2e*+c
Komentarz do rozwigzania: Nie zawsze funkcja stojaca pod catka jako
pierwsza w iloczynie dwoch funkcji jest funkcja u. W przypadku iloczynu,
w ktorym jedna z funkcji jest iksem w dowolnej potedze, zazwyczaj to ona jest
przyjmowana jako funkcja u. Ponadto wyktadnik potegi przy x wskazuje, ile
razy nalezy potraktowa¢ te¢ catke przez cze$ci. W tym przypadku x byt
w potedze drugiej, wige nalezato scatkowac przez czgsci dwukrotnie.
u=Inlx|] v =x
fx-lnlxldx=< , 1 x2>
= =7

X

2
=12 x| - [2-Zdx =
2 x 2

1 1 x?
=_x2. —_— =_x2. —_—_—— =
=—x*"-In|x| fxdx Zx In|x| '3 +c

2 4

Komentarz do rozwigzania: Nie zawsze funkcja stojaca pod catka jako
pierwsza w iloczynie dwdch funkcji jest funkcjg u. W przypadku iloczynu,
w ktorym jedna z funkcji jest logarytmem naturalnym, zazwyczaj to ona jest
przyjmowana jako funkcja u, poniewaz tatwo jest wskazac jej pochodna,
a po zastosowaniu metody catkowania przez cz¢sci catka kolejnej funkcji nie
komplikuje sie.

1 1
=-x?In|x| --x*+c= Exz - (lnlxl —E) +c

3 u=lInlx| v =x3 x* 1 x*
x 4
1 1 1 x4
_ .4, 2 a3 gy = S 4 _-.2 _
= 4x In|x| 4fx dx 4x In|x| 12 +c

= Ly —14(z|| 1)+
—4x nix 16x C—4x nix 4 C



Komentarz do rozwigzania: Nie zawsze funkcja stojaca pod catka jako
pierwsza w iloczynie dwoch funkcji jest funkcja u. W przypadku iloczynu,
w ktorym jedna z funkcji jest logarytmem naturalnym, zazwyczaj to ona jest
przyjmowana jako funkcja u, poniewaz tatwo jest wskazac jej pochodna,
a po zastosowaniu metody catkowania przez czgsci, catka kolejnej funkcji
nie komplikuje sig.

¢ Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
czesci, gdy pod calkq nie wystepuje iloczyn funkcji elementarnych.

Metoda catkowania przez czgéci stosowana jest réwniez w przypadkach, gdy
niekoniecznie wyraznie wida¢ iloczyn funkcji pod catkg. W niektorych przyktadach
oplaca si¢ utworzy¢ ,,sztucznie” iloczyn funkcji podcatkowej z ,,jedynka”.

Przyklad 1.3.2

Obliczy¢ catke [ In|x| dx, stosujac metode catkowania przez czesci.

Rozwiazanie:

u=Inlx|] v = 1)

Jlnlxldx=jl-ln|x| dx=< , 1
u'== v=x

1
=x-ln|x|—j;-xdx=x-ln|x|—Jdx=x-lnlxl—x+c=
=x-(In|x| -1 +c

¢ Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
czesci, gdy pojawia si¢ tzw. zapetlenie.

Metoda catkowania przez czeséci czasami doprowadza do tzw. zapetlenia. Oznacza
to, ze po jej zastosowaniu w uzyskanej postaci pojawia si¢ ponownie calka
wyjsciowa. Wowczas nalezy przej$¢ na rOwnanie catkowe.

Przyklad 1.3.3

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metodg catkowania przez czesci.
a) [e*-cosx dx
b) [2e*-sinx dx
¢) [sinx-cosx dx
d) [sin(in|x|) dx
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Rozwiazanie:

14

a)

b)

X _(u=¢e* v =cosx\ _
JeX-cosxdx=(","", ) =
u' =e v =-sinx

X ! 7
. . u=e v' =sinx
=ex-smx—Jex-smxdx=(, x )=
u' =e* v=-—cosx

=e*-sinx — [ex-(—cosx)—jex-(—cosx) dx] =

=ex-sinx+ex-cosx—fex-cosxdx

Jak wida¢, po zastosowaniu metody calkowania przez cze$ci ponownie
pojawila si¢ calka [e*:cosx dx. W tym momencie nalezy przerwaé
obliczenia i przej$¢ na réwnanie catkowe, tzn. poréwnac catke wyjsciowa
z uzyskang postacig wynikowa.

[e*-cosx dx =e* -sinx+e*-cosx — [e*-cosx dx
Po przeniesieniu catki [ e* cos x dx z prawej strony réwnania na lewa
uzyskuje si¢:
2[e*-cosx dx = e*-sinx+e*-cosx +c
Dzielgc obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:
e*-(sin x+cos x)
2

. u = 2e* v =sinx
fZex-smxdx=(, x =
u = 2e V=—COSX

[e*-cosxdx =

= 2e*-(—cosx)— f 2e* - (—cosx)dx =
— X LA
= —2e*-cosx + f 2e*-cosxdx = (u,— Ze X ve= c_osx) =
u' = 2e v=sinx
= —2e*-cosx + 2e*-sinx — J 2e* -sinxdx
Jak wida¢, po zastosowaniu metody catkowania przez czesci ponownie
pojawita sie catka [2e*sinxdx. W tym momencie nalezy przerwaé

obliczenia i przej$¢ na rownanie catkowe, tzn. poréwnac¢ catke wyjsciowa
z uzyskang postacig wynikows.

[2e*-sinx dx =—2e*-cosx + 2e*-sinx — [ 2e* - sinx dx
Po przeniesieniu catki [ 2e*sinx dx z prawej strony réwnania
na lewa, uzyskuje si¢:
[4e*-sinx dx =—2e*-cosx + 2e*-sinx +c¢
4 [e*-sinxdx =2e* - (sinx —cosx) +c
Dzielgc obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:
[2e*-sinxdx =e*- (sinx —cosx) + ¢



c)

d)

u=sinx v = cosx) _

fsinx-cosxdx=( , ,
u' =cosx v=sinx

= sinx-sinx—fsinx-cosx dx

Jak wida¢, po zastosowaniu metody calkowania przez cze¢sci, ponownie
pojawita si¢ catka [ sinx-cosx dx. W tym momencie nalezy przerwaé
obliczenia i przej$¢ na rownanie catkowe, tzn. poréwnac¢ catke wyjsciowa
z uzyskang postacig wynikowa.

[sinx-cosx dx =sinx-sinx — [ sinx - cosx dx

Po przeniesieniu calki [ sin x - cos x dx z prawej strony rownania na lewa

uzyskuje sie:
2 [sinx - cosx dx = sin®x +c
Dzielac obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:

sin?x

[sinx-cosx dx = +c

u = sin(In|x|) v = 1)

[ sin(nlx]) dx = [ 1- sin(Inlx]) dx = (u’ = -cos(inlx]) v =x

=x - sin(ln|x|) — f x-% -cos(In|x]) dx =
=x - sin(In|x|) — f cos(In|x|) dx =

u = cos(In|x|) v'=1
(u’ = —% ssin(Iln|x]) v= x) -

x - sin(Iln|x|) — [x -cos(In|x]) — fx . (—%) ssin(In|x]) dx| =

x + sin(In|x|) — x - cos(In|x|) — f sin(In|x|) dx

Na poczatku, aby mozna byto skorzysta¢ z metody catkowania przez
czesci, utworzono iloczyn funkcji podcatkowej z ,,jedynka”. Nastepnie, jak
wida¢, ponownie pojawila si¢ catka [ sin(in|x|)dx. W tym momencie
nalezy przerwaé obliczenia i przej$¢ na robwnanie catkowe, tzn. porownac
catke wyjéciowa z uzyskang postacia wynikowg.

[ sin(In|x]) dx = x - sin(In|x|) — x - cos(In|x|) — [ sin(In|x|) dx

Po przeniesieniu catki [ sin(In|x|) dx z prawej strony réwnania na lewa
uzyskuje sig:

2 [ sin(In|x|) dx = x - sin(In|x|) — x - cos(In|x|) + ¢
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Dzielgc obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:
[ sin(In|x]) dx =

x-[sin(In]|x|)—cos(In|x])]
2

+c

e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
czesci, gdy pod calkg wystepuje iloraz funkcji elementarnych.

Metoda catkowania przez czg¢sci doskonale sprawdza si¢ w przypadku, gdy pod catka
wystepuje iloraz dwoch funkcji (kazdy iloraz mozna zamieni¢ na iloczyn).

Przyklad 1.3.4

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metodg catkowania przez czesci.

a) flnTlxldx
b SEH dx
X
©) fsinzx dx
d) [2 ax
Rozwigzanie:
;1
x| 1 u = In|x| v =<
a) [— dx=[lIn|x|-=dx = L =
x x u' = - v = In|x|

= In|x| - In|x| — flnTlxl dx

Funkcja podcalkowa dana ilorazem zostala przedstawiona w postaci
iloczynu. Nastepnie, po zastosowaniu metody calkowania przez czesci,
. . . . In|x| . . ’
ponownie pojawila si¢ calka [ de. W tym momencie nalezy przerwac

obliczenia i przej$¢ na rownanie catkowe, tzn. poréwnac¢ catke wyjsciowa
z uzyskang postacig wynikowa.

flnTlxl dx = In|x| - In|x| —flnTlxl dx
Po przeniesieniu catki [ lnTlxl dx z prawej strony rownania na lewa
uzyskuje sie:
Zfln—lxl dx = In’x +c
X

Dzielgc obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:

In|x| 1
J dx = =In?|x| + ¢
X 2
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b)

c)

d)

JEE dx = 20l - 5 dx = [ 2inlx] - x* dx =

! 3 4

u=2nlx|] v =x ! 5
= 2 x* =—-2ln|x|—f—-—dx=
u =- vV=— 4 x 4
X 4
1 1 1 x*
=§x4'ln|xl—Efx3dx=§x4-ln|x|—§-z+c=

1 1
= Ex‘* (lnlxl - Z) +c

Komentarz do rozwigzania: Funkcja podcatkowa dana ilorazem zostata
przedstawiona w postaci iloczynu. Nastgpnie zastosowano metode
catkowania przez czgsci.

' 1
x 1 u=x UV =—
f'z dx:fx'-z dx=< smzx):
sin?x sinZx =1 v = —ctgx

=x - (—ctgx) — f —ctgx dx = —x - ctgx + f ctgx dx =

= —x-ctgx + In|sinx| + ¢

Komentarz do rozwigzania: Funkcja podcatkowa dana ilorazem zostata
przedstawiona w postaci iloczynu. Nastgpnie zastosowano metode
calkowania przez czgsci. W tym przyktadzie nalezy tylko uzasadnic,
ze [ ctgx dx =In(sinx) + c. Wystarczy wykazaé, ze funkcja podcatkowa
jest pochodng funkcji In |sinx|. Funkcja ta jest funkcjg ztozong, zatem
nalezy pamigtaé, ze pochodna funkcji zlozonej réwna jest iloczynowi
pochodnej funkcji wewnetrznej 1 pochodnej funkcji zewnetrznej.

Jesli:
w = sinx z = lnw

1 1
W =cosxz =—=——
w  sinx
to:
. , 1 cosx
[In|sinx|]" = cosx - —— = —— = ctgx
sinx sinx
X 1
dx =[x~ dx =
fcoszx f cos?x
, 1
u=x v =—F—-
= cos?x =x-tgx—ftgxdx=
u'=1 v=tgx

=x-tgx — (—In|cosx|) + ¢ = x - tgx + In|cosx| + ¢
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Komentarz do rozwigzania: Funkcja podcatkowa dana ilorazem zostala
przedstawiona w postaci iloczynu. Nastgpnie zastosowano metode
catkowania przez czgsci. W tym przyktadzie nalezy tylko uzasadni¢, ze
[ tgx dx = — In|cosx| + c¢. Wystarczy wykazaé, ze funkcja podcatkowa
jest pochodng funkcji In |cosx|. Funkcja ta jest funkcja ztozong, zatem
nalezy pamigta¢, ze pochodna funkcji zlozonej réwna jest iloczynowi
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrzne;j.

Jesli:
w = cosx z = —In|w]|
, 1 1
w=-—sinx z=——=—
w cosx
to:
, . 1 sinx
[In|cosx|] = (—sinx) - (— ) = =tgx
cosx/ cosx

e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
czeSci w innych niestandardowych przypadkach.

Przyklad 1.3.5
Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujgc metodg catkowania przez czgsci.
a) [3x*-e*dx
b) [(x?—x)-eXdx
¢) [sin?xdx
d) [(n|x])? dx

Rozwiazanie:

4 xq._(u=3x* v =eX_
a) [3x*-e dx_(u’=12x3 v=ex)_

a4 x 3. x4, _(u=12x3 v =e*\ _
=3x*-e f12x e dx_(u’=36x2 v=ex)_

— 2 I X
=3x4-ex—12x3-ex+J36x2-exdx(u,_36x v —e):
u' =72x v =e*

J— A X
=3x%-e* —12x3 - e* 362-"—J72-xd u="72x v=e)_
x*-e x°-e” + 36x°-e X e x(u,=72 v=ex)

=3x*-eX¥ —12x3-e* + 36x2-ex—72x-ex+f72exdx=

=3x%*-eX¥ —12x3-e*+36x%-eX¥ —72x-e¥ +72e*+ ¢ =
=3e¥  (x* —4x3+12x%2 —24x+24) + ¢
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b)

d)

Komentarz do rozwigzania: Jak wida¢, w iloczynie pod catkg wykladnik
potegi przy x wynosi 4, co oznacza, ze nalezalo scalkowaé przez czesci
czterokrotnie.

— 2 I — X
2 _aN.ox gy (U=X"—x v =e¥)_
JGF—x)-e dx_(u’=2x—1 v=ex)_

=(x2—X)'ex—f(2x—1)-exdx=

_ _ I X
=(u;,2f2 ' 117;—_;):(xz—x)'e"—(Zx—l)' e+ [2e" dx =

=x%?—x)-e¥—(Q2x—1)-e*+2e¥+c=e* - (x*=-3x+3)+¢c
Komentarz do rozwigzania: Jak wida¢, w iloczynie pod catka wyktadnik
najwyzszej potggi przy x wynosi 2, co oznacza, ze nalezato scatkowaé przez
czgsci dwukrotnie.
u=sinx v’=sinx):
u' =cosx v=-—cosx

[ sin®xdx = [ sinx - sinx dx =(
— cimy- 2 _
= —sinx cosx+fcos xdx =
=—sinx-cosx+f(1—sin2x) dx =

= —sinx-cosx+fdx—fsin2xdx=

= —sinx-cosx+x—Jsin2xdx

Po zastosowaniu catkowania przez czgéci po prawej stronie pojawita si¢
catka [ cos?x dx. Funkcje podcatkowa zapisano jako (1 — sin?x),
wykorzystujgc wzor na ,jedynke trygonometryczng”. Nalezy zauwazyc,
ze w rozwigzaniu ponownie pojawita sie catka [ sin’x dx, przed ktéra stoi
minus. W tym momencie trzeba przej$¢ na rGwnanie catkowe.

[ sin®x dx = —sinx - cosx + x — [ sin®x dx
Niewiadomg w tym réwnaniu jest catka [ sin?x dx. Niewiadoma zwykle

znajduje si¢ po lewej stronie rownania, dlatego przenosimy catke z prawej
strony na lewa, otrzymujac:

2 [sin®*xdx = —sinx-cosx+x+c
., sinx-cosx +x
sin“x dx = — > +c

2 . _ u=Inlx| v’ =In|x| _
[(In|x])? dx = [ In|x]| - In|x|dx y o=t *

== v="7
x

19



Catka [ In|x|dx (ktéra nalezy wstawi¢ w miejsce znaku zapytania)
zostata obliczona w przyktadzie 1.3.2 rowniez przy zastosowaniu metody
catkowania przez czesci.

u=lInlx|] v' =1
flnlxldx=f1-ln|x|dx=( , 1 ):
u' =- v=2x

X
1
=x-ln|x|—f;-xdx= x-lnlxl—de=

=x-Inlx|—-x+c=x(n|x|—-1)+¢
Przy obliczaniu catki wyjSciowej, po wstawieniu w miejsce znaku
zapytania obliczonej catki [ In|x| dx i uzyskaniu v, otrzymuje sie:

u = In|x| v' = In|x|
* = 1 =
( u' = p v = x(In|x| — 1))

1
=x-ln|x|-(lnIxI—1)—[;-x-(ln|x|—1)dx=

=x-In|x|-(In|x| - 1) — f In|x| dx + j dx =

=x-In|x|-(njx| -1)— x-(n|]x| - D +x+c=
=x-(Inlx]| -1 -(n|x| - +x+c=x-[(Inlx] -1D?+1]+c¢

1.4. Catkowanie przez podstawianie

Catkowanie przez podstawianie jest metodg stosowang w przypadku, gdy wyrazenie
podcatkowe jest funkcjg ztozong badz gdy mozna wyodrebni¢ iloczyn pewnej funkcji
1 jej pochodne;j.

Jflg@]- g'()dx = [ f(B)dt (1.7)
gdzie: t = g(x) idt = g'(x)dx

Zasada catkowania przez podstawianie w sytuacji, gdy wyrazenie podcatkowe
jest funkcja ztozona, polega na wskazaniu w niej funkcji wewngtrznej i oznaczeniu
jako . W kolejnym kroku nalezy zrézniczkowaé obie strony rownosci i z uzyskanej
postaci wyznaczy¢ dx. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie,
nalezy wpisa¢ pod calkg funkcje elementarng, aby scatkowac ja, wykorzystujac
podstawowe wzory i wlasno$ci rachunku catkowego. W wyniku koncowym nalezy
powrdcic¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za ¢ przyjeta na poczatku funkcje.
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e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
podstawianie, gdy pod calkg znajduje si¢ funkcja zlozona.

Przyklad 1.4.1

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujgc metodg catkowania przez podstawianie.

a) [(8x+2)%dx
b) f 52x+1 dx
¢) [Vax—2 dx
d) [eX2dx
Rozwigzanie:
t=8x+2
— dt 1 1 t®
a) J(8x+2)%dx = d; el R L i
Y =%
- (8x +2)° +
=g (8% c
Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest funkcja ztozona.
Wskazano funkcje wewngtrzng i oznaczono jako ¢, (t = 8x + 2). W kolejnym
kroku zr6zniczkowano obie strony tej réwnoSci i wyznaczono z uzyskanej
postaci dx = %. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie,
wpisano pod catka funkcje elementarna t°, aby scatkowaé ja, wykorzystujac
podstawowe wzory 1 wlasnosci rachunku catkowego. W wyniku koncowym
nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajgc za ¢ przyjeta
na poczatku funkcje 8x + 2.
t=2x+1
2x+1 g — | dt =2dx | — (ct. % _1ret g
b) [5 dx = ar =[5 2—2f5dt—
X =—
2
1 St 1 52x+1 52x+1
Sy st s YT s T

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest funkcjg ztozong.
Wskazano funkcje wewngtrzng i oznaczono jako ¢, (t = 2x + 1). W kolejnym
kroku zrdézniczkowano obie strony tej roéwnosci i wyznaczono z uzyskanej

. dt . . . L
postaci dx = 5 Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie,

wpisano pod catkg funkcje elementarng 5¢, aby scalkowa¢ ja, wykorzystujac
podstawowe wzory i wlasnosci rachunku catkowego. W wyniku koncowym
nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za ¢ przyjeta
na poczatku funkcje¢ 2x + 1.
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t=4x—2
1
¢) [Vax—2dx= dt=4§ltx = [Vtdt=[t3dt =

X =—
4

+c

wlplﬁ,_‘;

4
=%t§+ C=%W+C=%3 (4x —2)* +c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest funkcjg ztozona.
Wskazano funkcje wewngtrzng i oznaczono jako ¢, (t = 4x — 2). W kolejnym
kroku zrdézniczkowano obie strony tej réwnosci i wyznaczono z uzyskanej

postaci dx = %. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie,
wpisano pod catka funkcje elementarna Yt, aby scatkowa¢ ja, wykorzystujac
podstawowe wzory 1 wlasnosci rachunku catkowego. W wyniku koncowym
nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za ¢ przyjeta
na poczatku funkcje 4x — 2.

t=x-—2
d) fex‘zdx=(dt=dx>=fetdt=et+c=ex‘2+c
dx =dt

Komentarz do rozwiagzania: Wyrazenie podcatkowe jest funkcjg ztozona.
Wskazano funkcje wewngtrzng 1 oznaczono jako ¢, (t = x — 2). W kolejnym
kroku zrdézniczkowano obie strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej
postaci dx = dt. Nastepnie, zgodnie z metoda catkowania przez podstawianie,
wpisano pod catka funkcje elementarng et, aby scatkowa¢ jg, wykorzystujac
podstawowe wzory rachunku catkowego. W wyniku koncowym nalezy
powrdci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajgc za ¢ przyjeta na poczatku
funkcje x — 2.

e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
podstawianie, gdy pod calka znajduje si¢ iloczyn pewnej funkcji i jej
pochodne;j.

Calkowanie przez podstawianie w sytuacji, gdy wyrazenie podcatkowe jest iloczynem
pewnej funkcji i jej pochodnej, polega na wskazaniu tej funkcji i oznaczeniu jako .
W kolejnym kroku nalezy zrozniczkowaé obie strony rownosci i z uzyskanej postaci
wyznaczy¢ dx. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie, nalezy
wpisa¢ pod calka funkcje ¢ w iloczynie z tg drugg (ktora jest jej pochodng) oraz wpisa¢
zamiast dx jej nowy odpowiednik. Po wlasciwym skroceniu wyrazenie podcatkowe
zawiera juz wylacznie funkcje ze zmienng 7. Wykorzystujac podstawowe wzory
1 wlasnos$ci rachunku catkowego, nalezy wykona¢ odpowiednie obliczenia. W wyniku
koncowym trzeba powr6ci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za ¢ przyjeta
na poczatku funkcje.
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Przyklad 1.4.2

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metod¢ caltkowania przez podstawianie.

a)

b) J

¢)

d) J

[ sinx - cosx dx
In|x
WXl gy
X
1
[x - dx

x2+1

3x2-7
3 dx
x° =7x

Rozwigzanie:

a)

b)

t = sinx

. = d
[ sinx - cosx dx = | @t = cosx dx =ft-cosx-$=ftdt=

dt
dx =
cosx

tz
=5t =Esin2x+c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem
dwoch funkcji, z ktorych jedna jest pochodng drugiej. Wskazano t¢ funkcje

i oznaczono jako t, (t = sinx). W kolejnym kroku zrézniczkowano obie
. . . . dt .
strony tej rownosci 1 wyznaczono z uzyskanej postaci dx = —ou- Nastepnie,

zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie, wpisano pod catka funkcje

t w iloczynie z tg drugg (ktora jest jej pochodng) oraz zamiast dx wpisano
dt

CosXx
wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory

i wilasnosci rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia.
W wyniku koncowym nalezy powrdci¢c do pierwotnego podstawienia,
wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje sinx.
t = In|x|
In|x| 1 1
dex=fln|x|-;dx= dt=;dx =
dx = xdt

. Po odpowiednim skroceniu cos x wyrazenie podcatkowe zawiera juz

—ftl dt—ftdt—t2+ —112 +
= xx = =3 c—2n|x| c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem
dwoch funkcji, z ktorych jedna jest pochodng drugiej. Wskazano t¢ funkcje
i oznaczono jako t, (t = In|x|). W kolejnym kroku zr6zniczkowano obie
strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx = x dt. Nast¢pnie,
zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie, wpisano pod catkg funkcje
t w iloczynie z tg drugg (ktora jest jej pochodng) oraz zamiast dx wpisano
x dt. Po odpowiednim skrdéceniu x wyrazenie podcatkowe zawiera juz
wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory
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1 whasnosci rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia.
W wyniku koncowym nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia,
wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje In|x|. Te¢ sama catke
rozwigzano metodg catkowania przez czeSci w przykladzie 1.3.4 b,
uzyskujac taki sam wynik.

t=x%+1
L1 —|dt=2xdx | = LJl,at 1,01, 1 —
Jx x2+1dx gy = Jx t 2x zftdt Zln|t|+c
T 2x

1
= Eln(x2 +1)+c¢

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem
dwoch funkcji, z ktorych jedna jest pochodng drugiej. Wskazano t¢ funkcje
i oznaczono jako t, (t = x? + 1). W kolejnym kroku zrézniczkowano obie
strony tej rowno$ci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx = %. Nastepnie,
zgodnie z metoda caltkowania przez podstawianie, wpisano pod catka funkcje
t wiloczynie z tg drugg (ktora jest jej pochodng) oraz zamiast dx wpisano %.

Po odpowiednim skroceniu x wyrazenie podcatkowe zawiera juz wylgcznie
funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory i wiasnosci
rachunku calkowego, wykonano odpowiednie obliczenia. W wyniku
koncowym nalezy powrdci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t
przyjeta na poczatku funkcje x? + 1.
t=x3—7x
2_ — 2
f3x 7 dx = [(3x2 —7) - L odx=[dt=0x" —=7dx | =

x3 —7x x3 —-7x dx = dt
T 3x2-7
) 1 dt 1 3
=J@x* =7) o= [dt =t +c=n|x® - 7x| +¢c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest pochodna drugiej. Wskazano te funkcje
i oznaczono jako t, (t = x3 — 7x). W kolejnym kroku zrézniczkowano obie

dt
3x2-7"
zgodnie z metoda catkowania przez podstawianie, wpisano pod catka funkcje

t w iloczynie z tg drugg (ktora jest jej pochodng) oraz zamiast dx wpisano
dt

3x2-7
juz wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory
i wilasnosci rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia.
W wyniku koncowym nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia,
wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje x3 — 7x.

strony tej rownos$ci 1 wyznaczono z uzyskanej postaci dx = Nastepnie,

Po odpowiednim skroceniu 3x% — 7 wyrazenie podcatkowe zawiera



e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
podstawianie, gdy pod calka znajduje si¢ iloczyn pewnej funkcji
elementarnej i funkcji zloZzone;j.

Catkowanie przez podstawianie w sytuacji, gdy wyrazenie podcatkowe jest
iloczynem pewnej funkcji elementarnej i1 funkcji ztozonej, w ktorej funkcja
wewngetrzna ma pochodng réwng danej funkcji elementarnej, polega na wskazaniu
w funkcji ztozonej funkcji wewngtrznej i oznaczeniu jej jako t. W kolejnym kroku
nalezy zrozniczkowac obie strony réwnosci i z uzyskanej rownosci wyznaczy¢ dx.
Nastepnie zastosowa¢ metode catkowania przez podstawianie, wpisujagc pod catka
funkcje t w iloczynie z tg drugg (funkcjg elementarng) oraz podajac zamiast dx jej
nowy odpowiednik. Po wlasciwym skroceniu wyrazenie podcatkowe zawiera juz
wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory i wlasnosci
rachunku catkowego, nalezy wykona¢ odpowiednie obliczenia. W wyniku
koncowym trzeba powrodci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t przyjeta
na poczatku funkcje.

Przyklad 1.4.3
Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metod¢ catkowania przez podstawianie.

a) [sinx-cos®x dx

2x
b [ o

3
9) fs;ﬁdx
1

ex*

Rozwiazanie:
t =cosx
. = —si . dt
a) [sinx-cosSxdx =|dt sinx dx | = _ [sinx-¢5 -2 =
dx = dt sinx

—sinx

1 1
=—Jt5dt=—gt5+c=—gcos6x+c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozong. Wyodrgbniono z niej funkcje
wewnetrzng 1 oznaczono jako ¢, (t =cosx). W kolejnym kroku
zrozniczkowano obie strony tej rdéwnosci i wyznaczono z uzyskanej postaci

dt . . . .
dx = p— Nastepnie, zgodnie z metoda catkowania przez podstawianie,

wpisano pod calka funkcje t> w iloczynie z ta drugg (sin x) oraz zamiast dx

wpisano Po odpowiednim skroceniu sin x wyrazenie podcatkowe

—sinx’
zawiera juz wyltacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe
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wzory 1 wlasnos$ci rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia.
W wyniku koncowym nalezy powrdci¢é do pierwotnego podstawienia,
wstawiajgc za t przyjeta na poczatku funkcje cos x.

t =2+ 3x?
[—2 _de=|dt=6xdx |=j 22 . L_27 1 g _

c0s2(2+43x2) d dt cos?t 6x 69 cos?t
X = —
6x

1 1 ,
=§tgt+c=§tg(2+3x )+c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest ilorazem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozona (funkcja w mianowniku).
Wyodrebniono z niej funkcje wewnetrzng i oznaczono jako t, (t = 2 + 3x2).
W Kkolejnym kroku zrézniczkowano obie strony tej réwnosci 1 wyznaczono

. . dt . . .

z uzyskanej postaci dx = e Nastepnie, zgodnie z metoda calkowania przez
podstawianie, wpisano pod catkg iloraz funkcji 2x i funkcji cos?t oraz zamiast
dx wpisano g—;. Po odpowiednim skréceniu x wyrazenie podcatkowe zawiera juz
wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory 1 wlasnosci
rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia. W wyniku koncowym
nalezy powr6ci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t przyjeta
na poczatku funkcje 2 + 3x2.

, t=x*+6 , .
x —(dt=4x3dx = x .4t _ 1,1 . _1r.— g _
fs’—x4+6 dx p ar fs\/? e 4_[% dt 4ft 5 dt
x_4x3
4
1,1 1.5 57 — 55/ a 2
= §+c—44\/t_+c Yt +6) +c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest ilorazem dwodch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozong (funkcja w mianowniku).
Wyodrebniono z niej funkcje wewnetrzng i oznaczono jako t = x* + 6.
W kolejnym kroku zrézniczkowano obie strony tej roéwnosci i wyznaczono
z uzyskanej postaci dx = 4%. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez
podstawianie, wpisano pod catka iloraz funkcji x° i funkeji Y/t oraz zamiast dx
wpisano %. Po odpowiednim skroceniu x3 wyrazenie podcatkowe zawiera juz
wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory i wlasnosci
rachunku catkowego, wykonano odpowiednie obliczenia. W wyniku koncowym
nalezy powr6ci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t przyjeta
na poczatku funkcje x* + 6.



1 x4
g3 t
d) fi—sdxz dt—x—:dx =—f%-xzd =—=fetdt=—>et+c=
5
dx = Zdt
—4

Lt L,
= ——ex = —
46 (o 46’ (o

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest ilorazem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozong (funkcja w liczniku). Wyodrgbniono
z niej funkcje wewngtrzng i oznaczono jako t = x% W kolejnym kroku
zrozniczkowano obie strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx =

5
= f—4 dt. Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie, wpisano pod
5
catkg iloraz finkcji e’ i funkcji x° oraz zamiast dx wpisano f—4 dt.
Po odpowiednim skroceniu x> wyrazenie podcatkowe zawiera juz wytacznie funkcje

ze zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory 1 whasnosci rachunku catkowego,
wykonano odpowiednie obliczenia. W wyniku koncowym nalezy powrdcié

do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje %

e Obliczanie calki nieoznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
podstawianie, gdy pod calka znajduja si¢ iloczyn badz iloraz dwoéch funkcji,
z ktorych jedna jest funkcja zlozona.

Przyklad 1.4.4

Obliczy¢ calki nieoznaczone, stosujac metod¢ catkowania przez podstawianie.
4x%-3
a
) S Vax3- 9x
b) [sinx-e* dx

o) [ dx
d) [x-In|2 —x?|dx

Rozwigzanie:
t =4x3—9x .
a) f 4x%2-3 — dt=12x2—9dx =f4x -3 dt f
Vax3—ox d = % E 3(ax?-3) 3\/‘
X = s
2
2 2
=—ft Sdt=1- Stc=x2tst+c=2VZ+c=
3 2 3 2 2

—V(@x3 —9x)2 +¢
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Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest ilorazem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja zlozong (funkcja w mianowniku).
Wyodrebniono z niej funkcje wewnetrzna i oznaczono jako t = 4x3 — 9x.
W kolejnym kroku zr6zniczkowano obie strony tej rownosci i wyznaczono

1255 s Nastepnie, zgodnie z metoda catkowania przez
podstawianie, wpisano pod catka iloraz danej funkcji 4x2 — 3 i funkcji ¥t oraz
dt
12x2%2-9
uzyska¢ w nawiasie 4x2 — 3). Po odpowiednim skroceniu 4x? — 3 wyrazenie
podcatkowe zawiera juz wylacznie funkcje ze zmienng t. Wykorzystujac
podstawowe wzory 1 wiasnosci rachunku catkowego, wykonano odpowiednie
obliczenia. W wyniku koncowym nalezy powroci¢ do pierwotnego podstawienia,

wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje 4x3 — 9x.

z uzyskanej postaci dx =

zamiast dx wpisano (w mianowniku ktorej wytgczono przed nawias 3, aby

t = cosx
. = —si . dt
[ sinx - 0% gy = | At = =sinxdx | = _ [gpy.et L= _[etqgr =
dt sinx
dx = —
—=sinx
=—el+c=—e“"+¢

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcjg ztozong (e €°5*). Wyodrebniono z niej funkcje
wewngtrzng i oznaczono jako t = cosx. W kolejnym kroku zrézniczkowano obie

dt
—sinx’
zgodnie z metodg calkowania przez podstawianie, wpisano pod catkg iloczyn
dt

—sinx
skroceniu sin x wyrazenie podcatkowe zawiera juz wylacznie funkcje ze
zmienng t. Wykorzystujac podstawowe wzory 1 wlasnosci rachunku catkowego,
wykonano odpowiednie obliczenia. W wyniku koncowym nalezy powroci¢
do pierwotnego podstawienia, wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje cosx.

strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx = Nastgpnie,

danej funkcji sinx i funkcji et oraz zamiast dx wpisano Po odpowiednim

, t=Inx , .
Wix o _ -1 _rt. (3t 1y
J—Q7dx=|dt=2dx |=[—-xdt=[t3dt = +c=7ln"x+c
dx =xdt

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest ilorazem dwodch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozong (In3x). Wyodrebniono z niej funkcje
wewnetrzng i 0znaczono jako t = [n x. W kolejnym kroku zr6zniczkowano obie
strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx = x dt. Nastepnie,
zgodnie z metoda calkowania przez podstawianie, wpisano pod catka iloraz
funkcji t3 i danej funkcji x oraz zamiast dx wpisano x dt. Po odpowiednim
skroceniu x wyrazenie podcatkowe zawiera juz wylacznie funkcje¢ ze zmienng t.
Wykorzystujac podstawowe wzory i whasnosci rachunku catkowego, wykonano
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odpowiednie obliczenia. W wyniku koncowym nalezy powrdci¢ do pierwotnego
podstawienia, wstawiajac za t przyjeta na poczatku funkcje In x.

t=2—x?
—x2ldx=|dt==2xdx | = — [ - Jat_
[In]|2 — x?|dx = dx—gtx = — [ x-In|t| —
Ry

1fl |t|dt
= —_-— = %
2 n

Calka [ In|t| dt zostala obliczona w przykladzie 1.3.2 réwniez przy
zastosowaniu metody catkowania przez czesci.

u=Inlt] v' =1
Jlnltldt=J1-ln|t| dt=( , 1 )
u=? v=t

1
=t-ln|t|—J—-tdt=

t
=t-ln|t|—Jdt=t-ln|t|—t+c=t-(ln|t|—1)+c

Po obliczeniu catki wyjsciowej otrzymuje sig¢:
k== t-(Inltl =D +c=—3 2—x2)[In]2—x?| - 1] +c

Komentarz do rozwigzania: Wyrazenie podcatkowe jest iloczynem dwoch
funkcji, z ktorych jedna jest funkcja ztozona (In|2 — x?|). Wyodrebniono z niej
funkcje wewnetrzna i oznaczono jako t =2 —x2. W kolejnym kroku
zrozniczkowano obie strony tej rownosci i wyznaczono z uzyskanej postaci dx =
= —d_zic' Nastepnie, zgodnie z metodg catkowania przez podstawianie, wpisano pod
catkg iloczyn danej funkcji x i funkcji In|t| oraz zamiast dx wpisano —d_zic'
Po odpowiednim skroceniu x wyrazenie podcatkowe zawiera juz wyltacznie funkcje
ze zmienng t. Catke [ In|t|dt obliczono metoda catkowania przez czesci.
W wyniku koncowym nalezy powréci¢ do pierwotnego podstawienia, wstawiajac
za t przyjeta na poczatku funkcje 2 — x2.
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2. Catka oznaczona funkcji jednej zmienne;

Po zapoznaniu sie¢ z tre$cig rozdzialu drugiego mozna bez trudu:

e podaé definicje calki oznaczonej,

e obliczy¢ calke oznaczona w podanych granicach calkowania,

e obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa wielomianowa i osia OX,

e obliczy¢ pole trapezu krzywoliniowego z wykorzystaniem rachunku
calkowego,

e obliczy¢ dlugo$¢ tuku krzywej z wykorzystaniem rachunku calkowego,
e obliczy¢ objetos¢ bryly obrotowej z wykorzystaniem rachunku catkowego,

e obliczy¢ pole powierzchni bryly obrotowej z wykorzystaniem rachunku
calkowego.

2.1. Pojecie catki oznaczone]
| jej interpretacja geometryczna

Umiejetnos¢ wyznaczenia catki nieoznaczonej stanowi punkt wyjscia do obliczenia
catki oznaczonej. W sensie rachunkowym polega to na obliczeniu réznicy warto$ci
znalezionych funkcji pierwotnych dla wskazanych punktow przedziatu. Aby lepiej
zrozumie¢ zagadnienie catki oznaczonej oraz potrzeb¢ jej wprowadzenia, warto
rozpocza¢ od jej interpretacji geometrycznej, a w zasadzie rozwigzania pewnego
problemu. Problemem tym jest potrzeba doktadnego obliczenia pola jakiego$
nietypowego obszaru, ktoéry nie jest kwadratem, prostokgtem, rombem,
rownolegtobokiem czy kotem. Taki obszar (zawarty miedzy wykresem funkcji a osig
OX w okreslonym przedziale domknigtym) nazywa si¢ trapezem krzywoliniowym.
Obszar ten mozna zilustrowac na wykresie.
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a ' ' b
Rys. 2.1. Pole trapezu krzywoliniowego jako jednego obszaru

Obliczenie pola trapezu krzywoliniowego ograniczonego krzywa f(x) i osia OX
na przedziale domknigtym [a, b] w sposob klasyczny (na podstawie dostepnych
wzorow na pola figur ptaskich) nie jest mozliwe. Mozna sprobowaé podzieli¢ ten
obszar na dwa mniejsze.

Rys. 2.2. Pole trapezu krzywoliniowego jako suma p6l dwéch obszaréw

Pole P takiego obszaru mozna zatem przedstawi¢ jako sume pol P i P2, Jednak,
jak wida¢, nadal jest ono wyrazone wylacznie warto$cig przyblizong. Mozna zatem
p6j$¢ o krok dalej i pole P przyblizy¢ suma pol trzech prostokatéw: Py, P21 Ps.

Rys. 2.3. Pole trapezu krzywoliniowego jako suma pol trzech obszaréw
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Gdy zwigkszy si¢ liczbe prostokatow pokrywajacych pole obszaru trapezu
krzywoliniowego, przyblizenie stanie si¢ coraz doktadniejsze.

Y

y=f(x) 7
/
P. P, P3{Ps}Ps/ [Py 'P Ps|Pol Pio
7 Z ,
a b

Rys. 2.4. Pole trapezu krzywoliniowego jako suma pol dziesieciu obszaréw

Pole P tego trapezu mozna obliczy¢ z pewng dokladnoscia, dzielac
go na odpowiednia liczbe prostokatow. Jednak w celu obliczenia doktadnej, a nie
przyblizonej warto$ci pola P, nalezaloby dokona¢ podzialu obszaru trapezu
krzywoliniowego na nieskonczenie wiele takich prostokatow. Jezeli prostokatow tych
bytoby nieskonczenie wiele i bytyby one nieskonczenie male, to suma ich p6l databy
doktadng warto$¢ pola P. Takie rozumowanie prowadzi do skonstruowania metody na
policzenie doktadnej wartosci ,,nietypowego” pola. Dzielac je na nieskonczong liczbe
nieskonczenie matych prostokacikow i sumujac ich pola, uzyska si¢ pole calego
obszaru na przedziale domknietym [a, b]. Tak otrzymana suma nieskofnczona (mozna
tez powiedzie¢ — szereg) nazywaé si¢ bedzie calkg oznaczong w sensie Riemanna
(od nazwiska matematyka, ktory jako pierwszy ja opisal).

Zanim catka Riemanna zostanie formalnie zdefiniowana, nalezy zauwazy¢,
ze zwiekszajac liczbe prostokgtow, dokonuje sie podziatu odcinka [a, b] dowolnie
wybranymi punktami x;,X,, X3, ..., X, Na mniejsze, wyznaczajac wewnatrz nich

dowolne punkty: &;,¢,, &3, ..., &5
y=f(x) /

Vv
(IS //

/P‘\ ; PZ PS /

o

a b

Rys. 2.5. Przyktadowy podziat odcinka [a, b] na trzy mniejsze
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Przy podziale odcinka [a, b] dowolnie wybranymi punktami Xy, x5, X3, ..., Xp,
otrzymuje si¢ przyblizenie pola P jako:
Pr(x;—a) f(§)+ (2 —x1) - f(§2) + (2.1)
+(x3 —x2)  f(§3) + -+ (b —xn—1) - f(§n)

Dlauproszczenia odcinki [a, x4 ], [xq1, X2], [X2, X3], ..., [Xpn—1, b] mM0OZna oznaczy¢

odpowiednio jako Axq,4x5, ..., Ax,. Wowczas przyblizone pole trapezu
krzywoliniowego dla jakiegokolwiek ustalonego podziatu na »n prostokatow wynosi:

P~ f(&) Axy + f(&) - Axy + f(&3) - Axs + -+ f (&) - Axy (2.2)

Zwigkszajac  liczbe odcinkow, na ktore dzieli sie odcinek [a,b]
w nieskonczonos$¢, otrzymuje si¢ sume nieskonczong (zwang suma catkows).

rlll_fgo[f(sﬂ) “Axg + f (&) Axy + f(&3) - Axg + -+ f(&) - Axy] = (2.3)

= #_{{}O f(Gr) - Axy
k=1
Jesli ta granica jest zbiezna zawsze do tej samej liczby, niezaleznie od wyboru
odcinkow Ax, (przy zalozeniu, ze dlugosci tych odcinkéw dazg do zera wraz
ze wzrostem n), i niezaleznie od wyboru punktow &, to liczba ta nazywa si¢ catka
oznaczong w przedziale domknigtym od a do b.

Definicja catki oznaczonej

Niech funkcja f(x) bedzie ograniczona na przedziale domknietym [a, b]. Calkg
oznaczong (catka Riemanna lub catka w sensie Riemanna) z funkcji fna przedziale

domknietym [a, b] nazywa si¢ liczbe oznaczang symbolem f; f(x)dx, gdzie:

b n
[ reax = tim Y £ - ax, 4
a k=1

Niech f(x) bedzie funkcjg ciggla i nieujemng na przedziale domknietym [a, b].
Wowczas f: f(x) dx jest rowna polu figury ograniczonej wykresem funkcji f(x), osig
OXorazprostymix = aix = b.
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Rys. 2.6. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Na podstawie powyzszych rozwazan catke oznaczong intuicyjnie nalezy
rozumie¢ jako pole powierzchni miedzy wykresem funkcji f(x) w pewnym
przedziale domkni¢tym [a,b] a osig odcigtych (ze znakiem ,+” dla wartosci
dodatnich funkcji, ze znakiem ,,—” dla ujemnych wartosci funkcji).

Twierdzenie o catkowalnosci funkcji

Jezeli funkcja f(x) jest ograniczona na przedziale domknigtym [a, b] i ma na tym
przedziale skonczong liczbe punktéw nieciaglosci, to jest na nim catkowalna.

Twierdzenie Newtona-Leibniza

Jezeli funkcja f(x) jest ciagta na przedziale domknietym [a,b], to catke
oznaczong mozna policzy¢ ze wzoru:

b
f fG)dx = F(b) — F(a) (2.5)

gdzie F(x) = [ f(x)dx jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f(x)
na przedziale [a, b].

Jak wida¢, gdy znana jest catka nieoznaczona, to obliczenie pola pod funkcja
podcatkowa f (x) sprowadza si¢ do odjecia od wartosci funkcji pierwotnej w gornej
granicy catkowania b jej wartosci w dolnej granicy catkowania a.

Warto zauwazy¢, ze w przypadku calki oznaczonej nie pojawia si¢ stata ¢, ktora
byta dodawana do funkcji pierwotnej przy obliczaniu catek nieoznaczonych. Dzieje
si¢ tak dlatego, ze roznica F(b) — F(a) nie zalezy od statej catkowania c. Pole, jako
miara powierzchni, musi by¢ wyrazone liczbg nieujemna.
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Twierdzenie o addytywnosci catki oznaczonej wzgledem przedziatow
catkowania

Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna na przedziale domknigtym [a,b],
ac € [a,b], to:

[ fydx = [ foodx + [° f(x)dx (2.6)

Wilasnosci catki oznaczonej:

L [ f@ode = [ f()dxdlaa<b

2. faaf(x)dx =0

3. LG+ g@oldx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
4. [UIF@) — g@dx = [} f(x)dx — [} g(x)dx
5. [Pk fOOldx =k f) f(x)dx dlak €R

Zanim catka oznaczona zostanie wykorzystana do zagadnien geometrycznych,
najpierw warto skupi¢ si¢ na umiejetnosci przeprowadzania rachunkow. Aby
obliczy¢ calkg¢ oznaczong, najprosciej jest na poczatku wyznaczy¢ catke
nieoznaczong, a nast¢pnie odjac od siebie wartosci funkcji pierwotnej obliczone dla
koncow przedziatu catkowania.

e Obliczanie calki oznaczonej z funkcji elementarnej z wykorzystaniem
podstawowych wzorow i regul rachunku caltkowego.

Przykiad 2.1.1

Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza oraz wlasnosci calek, obliczy¢ calki
oznaczone.

a) [ 5x3dx
b) S (3 +3x + dx
c) f(;T sinx dx
d) ff G +2x + e") dx
Rozwigzanie:
a) [ 5x3dx
Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczona.

f5x3dx=5fx3dx=5-%4+c=§x4+c
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b)

d)

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia calki nieoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice catkowania.

4
5 1* 5 5 5
3 — | =44 — g4 _ .94 . 4 _ 24y —
fodx [4x]2 44 42 4(4 2%)
2

5
=" (256 —16) =300

f_ll(x3 + 3x + 1dx

Najpierw mozna obliczy¢ catke nicoznaczona.

f(x3+3x+1)dx=fx3dx+3fxdx+fdx=
—x4+3 x2+ P
=2 S txte=gxt+oxttxatc
Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nicoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice catkowania.

1

1
1 3

f(x‘?’ +3x + 1dx = [—x4 + —x? +x] =
25 77 B

-1

—(1 142 12+ 1) (1(1)4+3( 1)2 1)—11 2%,
4 2 4 2 4 4 4
fonsinxdx

Najpierw mozna obliczy¢ catk¢ nicoznaczona.
[sinx dx = —cosx+c

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej calkowania c), uzyskanej

w wyniku obliczenia catki nieoznaczonej, nalezy wstawic granice catkowania.
T

fsinx dx = [—cosx|f = (—cosm) — (—cos0) =
0
=—(cosm)+ (cos0)=—(-1)+1=2

f13 (% +2x + ex) dx
Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczong.

1 1
J(;+2x+ex)dx=f; dx+2fxdx+Jexdx=

2
x
=ln|x|+2-7+ e*+c=Inlx|+x*+e*+c¢c



Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia calki nieoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice catkowania.

3
1
J(;+ 2x + ex) dx = [In|x| + x* + e*] =
1
=(n3+3*+e*)—(In1+1*+eh) =

=mn3+9+e3-nl—1—-e=mn3+e3—e+8

e Obliczanie calki oznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez czeSci.

Jezeli wyrazenie podcatkowe w calce oznaczonej wymaga zastosowania catkowania
przez czesci, mozna najpierw obliczy¢ te catke jako nieoznaczong, wykorzystujac
metode omoéwiong w punkcie 1.3 niniejszego opracowania, stosujac wzor (1.6),
a nastepnie odja¢ od siebie wartosci funkcji pierwotnej obliczone dla koncow
przedziatu catkowania.

Przyklad 2.1.2

Obliczy¢ calki oznaczone.

a) [2zx-cosx dx
b) fonxz -sinx dx
c) f13 x3-e*dx

d) fle In|x| dx

Rozwigzanie:

T
a) [2x-cosx dx

Najpierw mozna obliczy¢ calke nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest iloczynem dwoch funkcji elementarnych i1 nalezy
zastosowa¢ metode catkowania przez czesci.

u=x v =cosx ; .
x-cosx dx =\, ) =x-sinx — | sinxdx =
u' =1 v=sinx
=x-sinx+cosx+c

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem stalej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia calki nieoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice catkowania.

Vs
x-cosx dx =[x-sinx + cosx](z) =

O\NI;‘

= (E.smz+ cosz) —(0-sin0+ cos0) =
2 2 2
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b)

=(§-1+0)—(o+1)=g—1

s .
Jo x%-sinx dx
Najpierw mozna obliczy¢ calke nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest iloczynem dwoch funkcji elementarnych i1 nalezy
zastosowa¢ metode catkowania przez czesci.
u = x? v’=sinx):

x?%-sinx dx=( ’
u' ' =2x v=-—cosx

=x2-(—cosx)—f2x- (—cosx)dx =

=—x2-cosx+2jx-cosxdx=

!
u=x v =cosx . )
=(, . )=—xz-cosx+2<x-smx—jsmxdx):
u =1 v=sinx
= —x?-cosx+2(x-sinx +cosx)+c =

= —x%-cosx++2x-sinx+2cosx +c

Do funkcji pierwotnej (z pomini¢ciem stalej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nieoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice

catkowania.
Vs

fxz -sinx dx = [—x? - cosx + 2x - sinx + 2 cos x]|¥ =
0
= (—n?-cosm+ 2m - sinw + 2 cos )
—(0%2-cos0+2-0-sin0+2cos0) =
=(-nm? (-D+2r-0+2-(-1))—(0-142:0:0+2-1) =
=n?-2-2==n%2-4
f13 x3-e*dx

Najpierw mozna obliczy¢ catke nicoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest iloczynem dwoch funkcji elementarnych i1 nalezy
zastosowa¢ metode catkowania przez czesci.

3 ! X

x3eXdx=(4TX v=e =x3'ex_J3X2'exdx=

J (u’=3x2 v=ex)
2

— [— X
=x3'ex—3fx2-exdx=(u, x“ v ex)z
u' =2x v=e

=x3-ex—3(x2-ex—f2x-exdx)=



d)

— [ X
_ 3_x_3[2_x_2f -xd]= u=x v =e
x3-e x%-e x-e¥dx (u'=1 v=ex)

=x3-ex—3[x2-ex—Z(x-ex—fexdx)] =
=x3-e¥—3x%-e¥+6x-e*¥—6e*+c
Do funkcji pierwotnej (z pomini¢ciem stalej catkowania c), uzyskanej

w wyniku obliczenia catki nicoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice
catkowania.

Jx3-exdx=[x3-ex—3x2-ex+6x-ex—6ex]f=

=(3%-e3-3-32-e3+6-3-e3—6e3) -
—(13-e1—=3-12-et+6-1-el —6el) =

= (27e3 —27e3 + 18e3 — 6e3) — (e — 3e + 6e — 6e) =
=12e3 4+ 2e = 2e- (6e% + 1)

flelnlxldx

Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczong, zauwazajac, ze w wyrazeniu
podcatkowym trzeba utworzy¢ iloczyn dwdch funkcji elementarnych 1 - In|x|,
a nastepnie zastosowac metode catkowania przez czesci.

u=Inlx|] v' =1
Jl-lnlxldx=( , 1 ):
u' =— v=x

X
1
=x-ln|x|—f;-x dx=x-ln|x|—fdx=x-ln|x|—x+c

Do funkcji pierwotnej (z pomini¢ciem stalej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nicoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice
catkowania.

e
flnlxldx=[x-lnlxl—x]i=(e-lne—e)—(1-ln1—1)=
1

=(e-l—-e)—(1-0-1)=1

Obliczanie calki oznaczonej z wykorzystaniem metody calkowania przez
podstawianie.

Jezeli wyrazenie podcatkowe w calce oznaczonej wymaga zastosowania catkowania
przez podstawianie, mozna najpierw obliczy¢ te catke jako nieoznaczong, wykorzystujac
metode omowiong w punkcie 1.4 niniejszego opracowania, stosujac wzor (1.7), a nastepnie
odja¢ od siebie wartosci funkcji pierwotnej obliczone dla koncow przedziatu catkowania.
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Przyklad 2.1.3

Obliczy¢ calki oznaczone.
a) | 01 e *dx
b) foz x-e*dx

3 dx
©) fz V3==x

2 2
d —x;‘_l dx

Rozwiazanie:

a) folx e *dx

Najpierw mozna obliczy¢ calk¢ nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest funkcja ztozong i nalezy zastosowaé metode catkowania

przez podstawianie.

t=—x
fe_xdx=<dt=—dx>=fetdt=et+c=e_x+c
dx = —dt

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej calkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nicoznaczonej, nalezy wstawic granice catkowania.

1 x4, —[o—x11 — ,—-1_ ,0 _1_
JpeFdx=[e*]g=e e?=--1

b) fozx e’ dx

Najpierw mozna obliczy¢ calk¢ nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest iloczynem dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcja

ztozong 1 nalezy zastosowa¢ metodg catkowania przez podstawianie.

t = x?

[x-eXdx = dt=23;(zx =%fetdt=%et+c=%ex2+c
dx = —
2x

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nieoznaczonej, nalezy wstawic granice catkowania.

1,a_1_1.4_
Se > 2(e 1)

2
2 2 1 42 1 1
[Cx-e* dx=[—ex] =-e*—-ef
0 2 2

0o 2
3 dx
©) fz V3==x

Najpierw mozna obliczy¢ calkg nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest ilorazem dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcja

ztozona i nalezy zastosowa¢ metode catkowania przez podstawianie.
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_dx (t—3—x> 1d 1d 5 4
dt = —dx =—J5— t=—Jt‘§ t=——t54¢c=
V3-x \gx=—ar Vi 4
5
:——5 4 =__5 — 4
4\/t_+c 2 B—-x)*+c

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia calki nieoznaczonej, nalezy wstawi¢ granice catkowania.

3

d
| == \/(3—x)4] [V - VG2 -
5.

R R

0 x3-1

Najpierw mozna obliczy¢ calk¢ nieoznaczong, zauwazajac, ze wyrazenie
podcatkowe jest ilorazem dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcja
ztozona i nalezy zastosowa¢ metode catkowania przez podstawianie.

t=x3-1
—|dt=3x%dx | =1l =1 1 3 _
fx3 —dx = o 3ftdt 3ln|t|+c 3lnlx 1l +c¢
T 32

Do funkcji pierwotnej (z pominigciem statej catkowania c), uzyskanej
w wyniku obliczenia catki nieoznaczonej, nalezy wstawic¢ granice catkowania.

2

x? 1 21
Jx3_1dx= |5 = 11| =3 lml2? - 1 - mjo® 111 =
0

0

—1[17 11]—11 7
—3n n —377,

2.2. Pole trapezu krzywoliniowego

Obszar wycicty z plaszczyzny i zawarty w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych moze
by¢ utworzony poprzez krzywe liniowe, kwadratowe, trygonometryczne lub inne krzywe
wielomianowe. Figure ograniczong wykresem funkcji f (x), gdzie f (x) jest funkcjq ciagla
i nieujemng na przedziale domknietym [a, b], prostymi x = a, x = b oraz prosta y = 0
nazywa si¢ trapezem krzywoliniowym.
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Rys. 2.7. Trapez krzywoliniowy

Pole obszaru zawartego mi¢dzy wykresem funkcji f(x) a osig OX na przedziale
domknigtym [a, b] mozna z latwos$cia obliczy¢ przy uzyciu catki oznaczonej, gdzie
granice catkowania stanowig krafice przedziatu [a, b], a funkcja podcatkows jest funkcja
f (x), zgodnie ze wzorem (2.7).

P= f;f(x)dx 2.7

Trzeba przy tym pamigtaé, ze obszar, ktorego pole nalezy obliczy¢, moze
znajdowac si¢ pod osig OX (dla f(x) < 0). Wowczas catka liczona zgodnie ze wzorem
(2.7) wyjdzie ujemna. Pamigtajac jednak o tym, ze pole figury nie moze by¢ ujemne,
nalezy temu zapobiec, poprzedzajac liczong calke ,,minusem”. Wowczas wzor
przyjmuje posta¢ jak w (2.8).

P=—[’f(x)dx (2.8)

W przypadku, gdy wykres funkcji f(x) przecina 0§ OX w srodku przedziatu
[a, b], a zatem jego cze$¢ obszaru ograniczonego krzywa znajduje sie pod osig OX,
a czes$¢ nad osig OX, bezpieczniej jest przyjac wzor (2.9).

P= [ If(x)ldx (2.9)

Zakladajac, ze trapez krzywoliniowy zostal wyznaczony przez funkcje f(x)
na przedziale domknigtym [a, d] (jak na rysunku 2.8.), mozna tez podzieli¢ przedziat
[a, d] na cze$ci i wyliczy¢ odpowiednie sumy.
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[ P, /

a b [ d
Rys. 2.8. Trapez krzywoliniowy sktadajacy sie z trzech obszaréw

W takim przypadku pole zaznaczonego obszaru jest sumg P = P; +P, + P;, gdzie:

b

P =Jf(x)dx

P, = —Jf(x)dx
b

d
P; = ff(x)dx

e Obliczanie pola trapezu Kkrzywoliniowego na danym przedziale
z wykorzystaniem calki oznaczonej.
Przyklad 2.2.1

a) Obliczy¢ pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego krzywa y = x?2

na przedziale [0, 3].

b) Obliczy¢ pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego krzywa y = sinx
na przedziale [0, 7r].

c) Obliczy¢ pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego krzywa y = —2x — 8
i osig OY.

d) Obliczy¢ pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego krzywa y = x3 +
+ x2 — 2x na przedziale [—2, 2].
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Rozwigzanie:

44

a)

b)

y = x? na przedziale [0, 3]

W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto naszkicowac
w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych wykres krzywej y = x?
i zaznaczy¢ wlasciwy trapez krzywoliniowy na przedziale [0, 3].

Ty

y=X

3
P=fx2dx
0

Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczona.

1
szdx=§x3+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.

1 .17 1 1 27
Z 43 = —- 3__. 3:—— =
[3x]0 33 -3 00 =5-0=9

Stad:

3,29, — (L3P 1.3 1. 03 _ N2
P—foxdx—[gx]0—33 - 0°=9 ()
y = sin x na przedziale [0, ]

W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto

naszkicowaé w prostokgtnym ukladzie wspotrzednych wykres krzywej
y = sin x i zaznaczy¢ wlasciwy trapez krzywoliniowy na przedziale [0, 7r].



y=sinx

Lo5/)

} f ¥
- -m/2 2 m

-0,5

P= fon sinx dx
Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczong.
[sinxdx =—cosx+c
Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawi¢
granice calkowania.
[—cosx]f = —cosm—(—cos0)=—(-1)+1=1+1=2
Stad:
Vi
P = f sinx dx = [—cos x]§ = —cosmt — (—cos0) =
0
=—(-D+1=1+1=2 (j)?
c) y=-2x—8i080Y
W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto

naszkicowaé w prostokagtnym ukladzie wspotrzednych wykres krzywej
y = —2x — 81 zaznaczy¢ wlasciwy trapez krzywoliniowy.
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d)

Tym razem nie ma podanych granic calkowania. Informacja, ze z jednej
strony ten obszar ogranicza 0§ OY, wskazuje, ze jeden z krancow przedziatu
wynosi 0. Znalezienie drugiego sprowadza si¢ do obliczenia miejsca

zerowego funkcji liniowej y = —2x — 8.
—2x—-8=0
x=-4

Wiadomo juz, ze szukana granica catkowania wynosi —4. Ponadto nalezy
zauwazy¢, ze trapez krzywoliniowy znajduje si¢ pod osig OX, co oznacza,
ze obliczang catke oznaczong nalezy poprzedzi¢ ,,minusem”.

Zatem:
0
P=- f(—Zx—S)dx
-4
Najpierw mozna obliczy¢ catke nieoznaczong.
— f(—Zx — 8)dx =

1
=2fxdx+8fdx=2-§x2+8x+c=x2+8x+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.
[x2+8x]%, =(02+8-0)— ((—4)?+8-(—4)) = —(16 —32) = 16

Stad:
0
P=-— J-(—Zx —8)dx = [x? + 8x]°, =
4

=(024+8-0)— ((-4)>+8- (—4)) = —(16 — 32) = 16 (j)?
y = x3 + x? — 2x na przedziale [—2, 2]

W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto naszkicowac
w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych wykres krzywej y = x3 + x% — 2x
1 zaznaczy¢ whasciwy trapez krzywoliniowy na przedziale [—2, 2].



y=xt+x-2x

Funkcja y = x3 + x2 — 2x ma trzy miejsca zerowe, ktore wskazujg granice
catkowania. Nalezy je wyznaczy¢ (a nie odczytac z wykresu) w nastepujacy sposob:
0=x3+x%-2x
x (x> +x—-2)=0
x=0lubx?+x—-2=0
A=12—4-1-(-2)=9

-1-3 -4
e

-1+3 2
Xy = > = E =1
Ustawiajac kolejno miejsca zerowe, mozna wskaza¢ granice catkowania:
X1 = —2, x, =0, x3 = 1. Jednak obszar, ktorego pole trzeba obliczyc¢,
wskazany jest do x, = 2.Ponadto nalezy zauwazy¢, ze cze$¢ trapezu
krzywoliniowego na przedziale [0, 1] znajduje si¢ pod osig OX, co oznacza,

ze catk¢ oznaczong liczong na tym przedziale nalezy poprzedzi¢ ,,minusem”.
Pole trapezu krzywoliniowego jest suma trzech pol: P = P; + P, + Ps, gdzie:
P, = f_oz(x3 + x? — 2x) dx
P, =— fol(x3 + x% — 2x) dx
P; = flz(x3 + x% — 2x) dx
Nalezy zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa w kazdej z trzech catek jest
taka sama, zatem mozna najpierw obliczy¢ catke nicoznaczona.
3 +x?=2x)dx=[x3dx+ [x*dx—2 [xdx =
1 1

1 1
=Zx4+§x3—2-§x2+c=zx4+§x3—x2+c

Do uzyskanej funkeji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania (dla kazdego obszaru inne) i obliczy¢ pola obszaréw Py, P,, Ps.
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0 0
1 1
P1= J(x3+x2—2x)dx=I:Zx4+§x3_x2:| —
-2

-2

:G'O“%'Og——02)—(%'(—2)4+%-(—2)3—(—2)2)=
8 8

(Y-S
1 1

P, =_Of(xg+x2—2x)dx=—[—x4+%x3_x2]0 =

1
1 1 1 1
— _,24 __23_22)_(_,14 __13_12)=
(4 +3 +

4 3
R 5\ 32 5 37
‘§_<_E)‘E+E‘E
Stad:
P=P +P,+P; =

0 1 2
= f(x3+x2—2x)dx—f(x3+x2—2x)dx+f(x3+x2—2x)dx=
0 1

-2

_8+5+37_32+5+37_74_37 (iy?
3T TR TR 12712 12 6 Y

2.3. Pole obszaru zawartego miedzy dwiema krzywymi

Jezeli funkcje f(x) i g(x)sa ciagle na przedziale domknigtym [a,b] oraz
g(x) < f(x) dla kazdego x € [a, b], to pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji
f(x)ig(x) orazprostymix = a,x = b wyraza si¢ wzorem (2.10).
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y=g(x)

0 a b

Rys. 2.9. Pole obszaru miedzy funkcjami f(x) i g(x)

P=["(f(x) — g())dx (2.10)
P={(xy)a<x<bhg()<y<f()

Z kolei, jezeli funkcje f(y) i g(y) sa ciagle na przedziale domkni¢tym [p, q] oraz
g() < f(y)dlakazdego y € [p, q], to pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji

f(y)ig(y)orazprostymiy = p,y = q wyraza si¢c wzorem (2.11).

Y

\
\
\
\
\
\
N A\

0

Rys. 2.10. Pole obszaru miedzy funkcjami f(y) i g(y)

P=[I(f()~9g»)dy (2.11)
P={(,y)p<y<qg@®) <x=<f®)}

e Obliczanie pola obszaru ograniczonego krzywymi (wykresami funkcji)
z wykorzystaniem calki oznaczonej.

Przyklad 2.3.1
a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = x3 i prosta y = 4x.

b) Obliczy¢é pole obszaru ograniczonego parabola y = x2 — 2x i prosta
y =2x—3.
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¢) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x% iy = v/x.
d) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego liniami y =sinx 1 y =cosx
na przedziale E, %n]

Rozwigzanie:
a) y=x3,y=4x
W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto
naszkicowa¢ w prostokgtnym uktadzie wspohrzednych wykres krzywej y = x3
iprostej y = 4x.

& 4 & b b A b A
TR

Tym razem nie ma podanych granic calkowania. Ich znalezienie
sprowadza si¢ do wyznaczenia punktow przecigcia wykresow danych
funkcji. W tym celu wystarczy rozwigza¢ uktad rownan:

oo

y = 4x
x3 = 4x
x3—4x=0
x-(x2—4)=0

x(x—=2)-(x+2)=0
x=0lubx—-2=0lubx+2=0
x=0lubx=2Iubx =-2

Ustawiajac kolejno miejsca zerowe, mozna wskaza¢ granice catkowania:
X1 = —2, x5 = 0, x3 = 2. Ponadto warto zauwazy¢, ze obszar, ktorego pole
nalezy obliczy¢, sktada si¢ z dwdch obszarow zaznaczonych na rysunku jako
P, i Py, przy czym P, znajduje si¢ pod osig OX, co wskazuje, ze catke
oznaczong liczong na tym przedziale nalezy poprzedzi¢ ,,minusem”.



b)

Mozna jednak zauwazyc, ze pola P; i P, sg sobie rowne, zatem wystarczy
obliczy¢ tylko pole P; i uzyskany wynik pomnozy¢ przez 2, uzyskujac w ten
sposob pole calego obszaru wyznaczonego przez krzywe y = x3 iy = 4x.

Zajmujgc si¢ wylacznie obszarem P;, nalezy rozwazy¢, ktéra z podanych
funkcji tworzy wigkszy trapez krzywoliniowy zawarty migdzy funkcja a osig
OX na wskazanym przedziale. W tym przypadku jest to funkcja liniowa
y = 4x na przedziale [0, 2]. Jesli druga funkcja y = x3 tworzy mniejszy
trapez krzywoliniowy zawarty mi¢dzy nig a osig OX na przedziale [0, 2],
to wystarczy odja¢ jego pole od pola wigkszego trapezu. W rachunku
catkowym mozna to zapisac jako:

P, = foz 4x dx — f02x3 dx

Kazda z catek mozna obliczy¢ najpierw oddzielnie jako catki
niecoznaczone, wyznaczajgc funkcje pierwotne.

f4xdx=4fxdx=4-%x2+c=2x2+c
fx3dx=%x4+c

Pole obszaru P; mozna obliczy¢, wstawiajac granice catkowania
do wyznaczonych funkcji pierwotnych (bez statej catkowania c).

2 2 Lo
P, =f4x dx—fx3 dx = [sz](z)_[ZX4] =
0 0 0
1 1
=(2-22—2-02)—(Z-24—Z-04)=8—4=4(j)2

Pamietajac, ze P = P; + P, przy czym P; = P,, mozna zapisa¢, ze:
P=2-P,=2-4=8()?
y=x%—-2x,y=2x—13

W celu wizualizacji obszaru, ktoérego pole bedzie liczone, warto naszkicowaé
w prostokatnym ukladzie wspotrzednych wykres krzywej y = x? — 2x oraz
prostej y = 2x — 3.
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Nalezy zauwazy¢, ze obszar, ktorego pole trzeba obliczy¢, sktada si¢
z dwoch obszarow zaznaczonych na rysunku jako P; i P,, przy czym P,
znajduje si¢ pod osig OX, co wskazuje, ze catke oznaczong liczong na tym
przedziale trzeba bedzie poprzedzi¢ ,,minusem”. Wazne jest jednak najpierw
okreslenie, w jakich granicach nalezy te funkcje calkowa¢. W tym celu
nalezy obliczy¢ granice catkowania, ktérym odpowiadajg punkty: xq, x5, X3,
x4. Jak widaé, x; 1 x, to punkty przecigcia wykresow danych funkcji.

W tym celu wystarczy rozwigza¢ uktad rownan:
{y =x2-2x

y=2x-3
x?2—2x=2x-3
x2—-2x—-2x+3=0
x2—4x+3=0
A=(—4)?-4-1-3=16—-12=4
4-2

Xlszl

442

Xg4 = 2 =3

Z kolei x, jest punktem przecigcia funkcji liniowej z osig OX, zatem
wystarczy wyznaczy¢ miejsce zerowe tej funkcji.

0=2x-3
2x =3
Stad:
3
x2=—

2



Natomiast x5 jest punktem przecigcia funkcji kwadratowej z osig OX,
zatem wystarczy wyznaczy¢ miejsca zerowe tej funkcji, przy czym jedno
z nich nie bedzie tu potrzebne.

x2—2x=0
x-(x=2)=0
Stad:

x9 = 0, x3 = 2, przy czym X, nie stanowi granicy catkowania (lezy poza
interesujgcym obszarem).

Majac wszystkie granice calkowania, mozna przystapi¢ do obliczania pol
obszaréw. Zajmujagc si¢ najpierw obszarem P;, nalezy rozwazy¢, ktora
z podanych funkcji tworzy wigkszy trapez krzywoliniowy zawarty migdzy
nig a osig OX na wskazanym przedziale. W tym przypadku jest to funkcja

liniowa y = 2x — 3 na przedziale E, 3]. Jesli druga funkcja, y = x? — 2x,

tworzy mniejszy trapez krzywoliniowy zawarty migdzy nig a osia OX

na przedziale [2, 3], wystarczy odjac jego pole od pola wiekszego trapezu.
W rachunku catkowym mozna to zapisa¢ jako:

P, = f§3(2x —3)dx — f23(x2 — 2x)dx
2

Kazda z calek mozna obliczy¢ najpierw oddzielnie jako catki
nieoznaczone, wyznaczajac funkcje pierwotne.

f(Zx—3)dx=2fxdx—3fdx=2-%x2—3x+c=x2—3x+c
f(x2—2x)dx=fx2dx—2fxdx=§x3—2-%x2+c=§x3—x2+c

Pole obszaru P; mozna obliczy¢, wstawiajac granice catkowania
do wyznaczonych funkcji pierwotnych (bez statej catkowania c).

P, = j(Zx —3)dx — 2f(x2 —2x)dx =
2
= [x? = 3x]3 — Ex3 - xZL =

2

[(32—3-3)—@) —3%)]—[(9—9)—(2—4)]=

_[0 (9 18)} [0 (8 12)]_9 4 27 16 11 0>
= 4 2 3 3)1T2 3712 12 12V

N W W
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c)

Przechodzac teraz do obszaru P,, nalezy rozwazy¢, ktéra z podanych
funkcji tworzy wigkszy trapez krzywoliniowy zawarty miedzy nig a osig OX
na wskazanym przedziale. W tym przypadku jest to funkcja kwadratowa
y = x? — 2x na przedziale [1, 2]. Jesli druga funkcja liniowa, y = 2x — 3,
tworzy mniejszy trapez krzywoliniowy zawarty mig¢dzy nig a osig OX

na przedziale [1, %], wystarczy odja¢ jego pole od pola wigkszego trapezu.
W rachunku catkowym mozna to zapisa¢ jako:

P, =— [flz(xz — 2x)dx — flg(Zx —3)dx|, pamictajac, ze catka jest

poprzedzona ,,minusem” ze wzgledu na to, ze P, lezy pod osig OX.

Kazda z calek zostata obliczona wyzej jako catka nieoznaczona, zatem
do wyznaczonych funkcji pierwotnych wystarczy wstawi¢ granice
catkowania.

3

2 2
P, =— if(xz—Zx)dx—if(Zx—@dx =

~{6-4)-G-)-G5)ra-9)-

_ '4+2+9 5] = [16+8+27 24]_5(.)2
B R R A B VR VIV R
Pamigtajac, ze P = P; + P,, mozna zapisa¢:
=451

l)_12-}_5_120)

y:XZ,y:\/E

W celu wizualizacji obszaru, ktérego pole bedzie liczone, warto
naszkicowa¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykresy krzywych

y=x%iy=+/x.



Tym razem nie ma podanych granic calkowania. Ich znalezienie
sprowadza si¢ do wyznaczenia punktow przecigcia wykresow danych
funkcji. W tym celu wystarczy rozwiagza¢ uktad réwnan:

y = x?
{y =Vx
x% =+/x
Podnoszac obie strony do kwadratu, uzyskuje sie:
x*=x
x*—x=0
x-(x*-1)=0
x=0lubx3—-1=0
Stad:

X1 = 0 lub Xy = 1

Majac granice calkowania, mozna przystapi¢ do obliczania pola obszaru.
Nalezy rozwazy¢, ktora z podanych funkcji tworzy wigkszy trapez
krzywoliniowy zawarty miedzy nig a osig OX na wskazanym przedziale. W tym
przypadku jest to funkcja y = v/x na przedziale [0, 1]. Poniewaz druga funkcja,
y = x?2, tworzy mniejszy trapez krzywoliniowy zawarty miedzy nig a osig OX
na przedziale [0, 1], wystarczy odja¢ jego pole od pola wiekszego trapezu.

W rachunku catkowym mozna to zapisa¢ jako:

P = [ Vxdx— [ x*dx

Kazda z calek mozna obliczy¢ najpierw oddzielnie jako catki
nieoznaczone, wyznaczajac funkcje pierwotne.

1 3
f\/}dx=fx5dx=§x5+c=§\/x3+c

fxzdx=§x3+c
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d)

Wracajgc do obliczania pola obszaru P, nalezy wstawi¢ granice
catkowania do wyznaczonych funkcji pierwotnych (bez statej catkowania c).
1

' 1 1
Ojﬁdx—bfxzdx = E\/F]O— Ex3]0 =
30 )- -t

3 3
. . T 5T
y = sinx,y = cos x na przedziale [Z’T]

W celu wizualizacji obszaru, ktorego pole bedzie liczone, warto
naszkicowaé w prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykresy krzywych
y=sinxiy = cos x.

Yy=COSX y=sinx

/L

Nalezy zauwazy¢, ze obszar, ktorego pole trzeba obliczy¢, sktada si¢
z dwoch obszarow zaznaczonych na rysunku jako P; i P,, przy czym P,
znajduje si¢ pod osig OX, co wskazuje, ze catke oznaczong liczong na tym
przedziale trzeba bedzie poprzedzi¢ ,,minusem”. Mozna jednak zauwazy¢, ze
obszary P; i P, sg sobie rowne, co oznacza, ze wystarczy obliczy¢ pole
obszaru P; i uzyskany wynik pomnozy¢ przez 2, uzyskujac w ten sposob pole
catego obszaru wyznaczonego przez krzywe y = sinx iy = cos x.

Zajmujac si¢ wylacznie obszarem P; nalezy rozwazy¢, ktora z podanych
funkcji tworzy wigkszy trapez krzywoliniowy zawarty migdzy funkcja a osig
OX na wskazanym przedziale. W tym przypadku jest to funkcja y = sinx

na przedziale E, 1'[]. Jesli druga funkcja, y = cos x, tworzy mniejszy trapez

krzywoliniowy zawarty miedzy nig a osig OX na przedziale E, g] , wystarczy
odjac jego pole od pola wigkszego trapezu. W rachunku catkowym mozna
to zapisac jako:
P, = Ja sinx dx — [ cosx dx

4 4



Kazdg z catlek mozna obliczy¢ najpierw oddzielnie jako catki
nieoznaczone, wyznaczajac funkcje pierwotne.

[sinx dx = —cosx+c
[cosx dx =sinx +c¢

Pole obszaru P; mozna obliczy¢, wstawiajagc granice calkowania
do wyznaczonych funkcji pierwotnych (bez statej catkowania c).

-PI:INI=|

T 7

= f sinx dx — fcosx dx = [—cos x|z — [sin x]
L L *
2 2

<—cosn— (— cos%)) — (sing— sin%) = (1 +g> — <1 _§>
=2 (j)?

Pamietajac, ze P = P; + P, przy czym P; = P,, mozna zapisa¢, ze:

P=2-P =2v2(j)?

2.4. Dtugo$¢ tuku krzywej

W wielu praktycznych zastosowaniach catki oznaczonej kluczowa rolg odgrywa mozliwosé
obliczenia dhugosci fragmentu wykresu funkcji, a zatem dhugosci tuku krzywej, na okreSlonym
przedziale. Jezeli funkcja f(x) jest ciggla i ma ciagla pochodng na przedziale domknigtym
[a, b], to dlugos¢ uku krzywej L = {(x, f(x)): x € [a, b]} wyraza si¢ wzorem (2.12).

b
L=,

1+ [f'(0)]%dx (2.12)

Y

0 a l:

Rys. 2.11. Dtugo$é tuku krzywej y = f(x) na odcinku [a, b]
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e Obliczanie dlugos$ci luku krzywej na danym przedziale z wykorzystaniem
calki oznaczonej.

Przyklad 2.4.1
a) Obliczy¢ dhugos$¢ tuku krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) = gx/F
dlax € [0,1].
b) Obliczy¢ dtugos¢ tuku krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) =
= %(x2 —2lnx) dlax € [1,2].
c) Obliczy¢ dhugos¢ tuku krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) =
= %(ex +e™)dlax € [-1,1].
3
d) Obliczy¢ dtugos¢ tuku krzywej bedacej wykresem funkcji f(x) = x2
dla x € [0, 5].
Rozwiazanie:
2) f(x)=2Vx3 x€[0,1]

W celu wizualizacji tuku, ktorego dhugos¢ bedzie liczona, warto
naszkicowa¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykres krzywej

f@) =3V,

Do obliczenia dtugosci tuku krzywej f(x) = gm na danym przedziale

[0, 1] wykorzystany zostanie wzor (2.12). Mozna dla utatwienia wykonywac
obliczenia fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ pochodng funkcji f(x).

3y 1

1) = (273) = (2. 43) — v —
f (x)—(3\/x_) _(3 xz) =x2=Vx
W kolejnym kroku obliczong pochodna nalezy podnie$¢ do kwadratu.

[F' @12 = (Vx)* =
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b)

Nastgpnie obliczony kwadrat pochodnej trzeba doda¢ do 1, uzyskujgc
wyrazenie podpierwiastkowe.

+If)P=1+x
Uzyskang funkcje nalezy wstawi¢ pod pierwiastek.
VIHIF P =VI+x

W kolejnym kroku trzeba obliczy¢ catke nieoznaczong z powyzszej
funkcji. Z uwagi, ze jest to funkcja zlozona, nalezy zastosowaé¢ metode
catkowania przez podstawianie.

t=1+x
1+[f'(x))?dx= | V1+xdx=| dt=dx |=
J J dx =dt

3
= [tdt = ftZdt—?z c=§\/t_3+c=§ 1+x)3+c

Do uzyskanej funkcji plerwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic¢
granice calkowania.

f1\/1 I OPdx = E,/m n x)3]1 _
= GVa+ D7) - GVa+0p) =2vB -5 =7

Stad:
L= [ VTF PR = [2/T+07] =222 )
flx) = Z(x2 — 2lnx), x € [1,2]

W celu wizualizacji tuku, ktorego dlugos¢ bedzie liczona, warto
naszkicowa¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykres krzywej

flx) = %(x2 — 2Inx).

Y
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Do obliczenia dtugosci tuku krzywej f(x) = %(x2 — 2Inx) na danym

przedziale [1, 2] wykorzystany zostanie wzor (2.12). Mozna dla utatwienia
wykonywac¢ obliczenia fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ pochodng funkcji f(x).

f'(x) = (%(xz — 2lnx)>, = %(Zx -2 %) — l(x _1) _ x2-1

2 x 2x

W kolejnym kroku obliczong pochodna nalezy podnies¢ do kwadratu.
/ 212 4-2x%+1
P =(") ==

4x2

Nastegpnie obliczony kwadrat pochodnej trzeba doda¢ do 1, uzyskujgc
wyrazenie podpierwiastkowe.
x*—2x2+1 4x?+x*-2x2+1
4x2 - 4x? -
x4t 41 (P4 1) <x2+1>2

1+[f'(0)])*=1+

4x2 4x2 2x

Uzyskang funkcje nalezy wstawi¢ pod pierwiastek.

TH P = | (52) =22

2x
W kolejnym kroku trzeba obliczy¢ catke nieoznaczong z powyzszej funkcji.
JVI+If 0)]2dx = |

x%+1
2x

1 1,01
dx == [xdx+-[-dx=
_1 2+1l |x| +
= 4X7 > n|x C

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.

f\/mdx = Exz +%ln|x|]

1 1 1 1
= (—-22 +§ln2)—(—-12 +—ln1) =

2
1

4 4 2
—<1+112) (1+1 o)—3+112
AR 47T277) Tty
Stad:
2 2
L—f 1+[f’(x)]2dx—[1x2+lln|x|] —§+lln2(')
- 2 T2 L a2y
1



) fx)=7(e*+e™),[-1,1]

W celu wizualizacji tuku, ktorego dlugos¢ bedzie liczona, warto
naszkicowa¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych wykres krzywej

fx) =3 (X +e™).

Do obliczenia dtugosci tuku krzywej f(x) = %(ex + e ) na danym

przedziale [—1, 1] wykorzystany zostanie wzor (2.12). Mozna dla utatwienia
wykonywac obliczenia fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ pochodng funkcji f(x).
Fe@ = (b +e™) =¥ —e)
W kolejnym kroku obliczong pochodng nalezy podnies¢ do kwadratu.
1 21
[f'()])? = (E (e*—e™) ) = Z(ezx —2e*e ¥+ ™) =
1
=—(e**-2+e?)

4

Nastepnie obliczony kwadrat pochodnej trzeba doda¢ do 1, uzyskujac
wyrazenie podpierwiastkowe.

1
1+[f'(x0)]*=1 +Z(€2x —2+e )=
= l(er +2+e7 %)= l(ex + e7¥)?
4 4
Uzyskang funkcje nalezy wstawi¢ pod pierwiastek.
JI+H[f'(0)]? = E(ex +e%)2 = %(ex +e™)
W kolejnym kroku trzeba obliczy¢ catke nieoznaczong z powyzszej funkcji.
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f\/l + [f'(x)]?dx = f%(ex +e ™) dx =

=1Jexdx+lfe‘xdx=lex—le‘x+c=1(ex—e‘x)+c
2 2 2 2 2

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.

fl JTH P @Pdx = [%(ex - e*)]il -
-1

1 ~ 1 B
- (g =) - (3t -e) -

1 1 1 1 2 1
=—<e————+e)=—<2e——)=e——
e e

L= [ VTF el = [fe* —e™)] =e-1()
d) fG) =27, [0,5]

W celu wizualizacji tuku, ktérego dlugos¢ bedzie liczona, warto
naszkicowa¢ w prostokatnym uktadzie wspohrzednych wykres krzywej
3

f(x) = xz.
WY

3
Do obliczenia dtugosci tuku krzywej f(x) = xz na danym przedziale
[0, 5] wykorzystany zostanie wzor (2.12). Mozna dla utatwienia wykonywaé
obliczenia fragmentami.



Na poczatku mozna obliczy¢ pochodng funkcji f(x).
3/ 1
F1(x) = (xz) =n=1yx
W kolejnym kroku obliczong pochodng nalezy podnie$¢ do kwadratu.
iz = (B ) 22
[FeoP =(3Vvx) =2x

Nastegpnie obliczony kwadrat pochodnej trzeba doda¢ do 1, uzyskujgc
wyrazenie podpierwiastkowe.

1+[f'(0])*=1 +zx

Uzyskang funkcje nalezy wstawi¢ pod pierwiastek.

JIF @ = /1 +2x

W kolejnym kroku trzeba obliczy¢ catke nieoznaczong z powyzszej
funkcji. Z uwagi, ze jest to funkcja ztozona, nalezy zastosowa¢ metode
catkowania przez podstawianie.

9
1+—x

J1+[f(x)]2dx—J’1+ —x dx = dt_de =
4
dx_adt/

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.

5
8 9 \3
VT OPdx = |— Z —
J 14+ [f'(x)]%dx 3 (1+4x)
0 0
(2 @+ 2s) |- (2 a+20) |-
|\ 27 4 27 4 N
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8 <49)3 /T 8 <343 1)_8 335 335
27 4 27 \ 8 27 8 27

Stad:
5
L= Y1+ [ (0)]Pdx = [2'27 (1 +%x)3\ =2 ()
0

2.5. Objetosé bryty obrotowej

Jezeli funkcja f(x) jest nieujemna i ciggla na przedziale domknigtym [a, b],
a jej pochodna rowniez jest funkcja ciagla, wtedy objetos¢ V bryly powstatej z obrotu
funkcji f(x), gdzie x € [a, b], wokoét osi OX wyraza si¢ wzorem (2.13).

V=mn [ [f(x)]2dx (2.13)

y=f(x)

Rys. 2.12. Objetos¢ bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej y = f(x) wokét osi OX na odcinku [a, b]

Natomiast jezeli wykres funkcji f(x), gdzie x € [a, b], a = 0, obraca si¢ wokot
osi OY, wowczas objetos¢ V powstatej bryly wyraza si¢ wzorem (2.14).

V=2n[x f(x)dx (2.14)
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y=flx)

W%

Rys. 2.13. Objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej y = f (x) wokot osi OY na odcinku [a, b]

¢ Obliczanie objetosci bryly obrotowej na danym przedziale z wykorzystaniem
calki oznaczonej.

Przykiad 2.5.1

a)

Obliczy¢ objetosc bryty powstalej przez obrot krzywej f(x) = vInx wokot
osi OX na przedziale [1, e].

b) Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej przez obrot krzywej f(x) = +x - e ™™ wokét
osi OX na przedziale [0, 4].

c) Obliczy¢ objetosé bryty powstalej przez obrét krzywej f2(x) = 4x wokot
osi OX na przedziale [0, 2].

d) Obliczy¢ objetosé bryty powstatej przez obrot krzywej f(x) = v/4x wokot
osi OY na przedziale [0, 2].

Rozwigzanie:
a) f(x) = Vinx wokot osi OX, [1, e]

Do obliczenia objetosci bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej f (x) =

= +/Inx wokot osi OX na przedziale [1,e] wykorzystany zostanie wzor
(2.13). Obliczenia mozna dla utatwienia wykonywa¢ fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ kwadrat funkcji f(x).

[F(0)]? = [VInz|” = Inx

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ catke nieoznaczong z uzyskanego
kwadratu funkcji f(x). Z uwagi na rodzaj funkcji podcatkowej trzeba
zastosowa¢ catkowanie przez czesci.
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f [ (0)Pdx

u=Ilnx v =1 1
=flnxdx=< , 1 >=x-lnx—f—-xdx=
u'=— v=x x

=x-lnx—fdx=x-lnx—x+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.

J[f(x)]zdx=[x-lnx—x]f=(e-lne—e)—(1-ln1—1)=
1
=(e—e)—(0-1)=1

Stad:
V=r[[f()lPdx=n-[x-Inx —x]{ =7 (°)

b) f(x) = Vx-e * wokoét osi OX, [0, 4]

Do obliczenia objgtosci bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej
f (x) = vx - e™* wokot osi OX na przedziale [0, 4] wykorzystany zostanie
wzor (2.13). Obliczenia mozna dla ulatwienia wykonywac fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ kwadrat funkcji f(x).
[fEF = [Vx-e™] =x- e

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ catke nieoznaczong z uzyskanego
kwadratu funkcji f(x). Z uwagi na rodzaj funkcji podcatkowej trzeba
zastosowac catkowanie przez czgsci (przy czym catke z v’ nalezy obliczy¢
przez podstawianie).

u=x v =e ¥
2 = LeT2x = 1 =
Jreorax=[xea=( 1,
2
1 1 1 1
Y B I L —2x 1 ,=2X _ _,-2x
=x ( Z)e +2fe dx 2xe 4e +c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawi¢
granice catkowania.



4 . ) \
J[f(X)]zdx = [__xe—Zx __e_2x] _
2 0

0

1
= <(— —) 4 e(_Z) 4 —e(_Z)-4> _ <(_ E) .0 - e(_z).o _ _e(_z).()) _
_ 2 1 1
T e8 48 4

Stad:

4 1 _ 1 _ 4 2 1 ) .

V=nfjlfeoldy = ne[=Gre = lem = (54 5+ ) 6D

c) f2(x) = 4x wokot osi OX, [0, 2]

Do obliczenia objetosci bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej f (x) =

= V4x wokot osi OX na przedziale [0,2] wykorzystany zostanie wzor (2.13).
Obliczenia mozna dla utatwienia wykonywa¢ fragmentami.

Na poczatku mozna obliczy¢ kwadrat funkcji f(x).

[F(0)]? = [Vax] = 4x

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ catke nieoznaczong z uzyskanego
kwadratu funkcji f(x).

f[f(x)]zdx=f4de=4fxdx=4-xz—2+c=2x2+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.

JIf01Pdx = [2x%]3 = (2-22) — (2-0%) = 8
Stad:
V=n [JIf))dx = - [2x213 = 87 (%)
d) f(x) = V4x wokét osi 0Y, [0, 2]

Do obliczenia objetosci bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej f (x) =

= V4x wokot osi OY na przedziale [0,2] wykorzystany zostanie wzor
(2.14). Obliczenia mozna dla utatwienia wykonywa¢ fragmentami.

Na poczatku nalezy obliczy¢ catke nicoznaczong z iloczynu x i funkcji f (x).

fx-f(x)dx=fx-mdx=f\/mdx=
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s
2

3 X 2
=2J‘\/Fdx=2-fx7dx=2-T+c=2'g'\/;+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.

32

fozx' [f(x)]?dx = Exg’]z = G 23) _ G 03) -2
Stad:
V =2r [J[f(0))%dx = 21 - Exg’]z =2 ()

2.6. Pole powierzchni bryty obrotowej

Jezeli funkcja f(x) jest nieujemna i ciagla na przedziale domkni¢ctym [a,b],
a jej pochodna réwniez jest funkcjg ciagla, na odcinku [a, b], wtedy pole powierzchni
S bryty powstalej z obrotu wykresu funkcji f(x), gdzie x € [a, b], wokoét osi OX
wyraza si¢ wzorem (2.15).

b
S= 27Tff(x) V14 [f'(x)]?dx (2.15)

y=f(x)

Rys. 2.14. Pole powierzchni bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej y = f (x) wokét osi 0X

Natomiast jezeli wykres funkcji f(x), gdzie x € [a, b], a = 0, obraca si¢ wokot
osi OY, wowczas pole powierzchni S powstalej bryly wyraza si¢ wzorem (2.16).

S=2n [ x 1+ [f (0l2dx (2.16)
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y=flx)

W%

a

Rys. 2.15. Pole powierzchni bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej y = f(x) wokét osi OY
na odcinku [a, b]

e Obliczanie pola powierzchni bryly obrotowej na danym przedziale
z wykorzystaniem calki oznaczonej.

Przykilad 2.6.1

a)
b)
c)

d)

Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstatej przez obrot krzywej f(x) =
= 3x + 2 wokot osi OX na przedziale [0, 4].
Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstatej przez obrot krzywej f(x) =

= 2x — 1 wokét osi OY na przedziale [1, 3].

Obliczy¢ pole powierzchni bryty powstatej przez obrét krzywej x2 + y2 = r?
wokot osi OX na przedziale [—1, 7].

Obliczy¢ pole powierzchni bryty powstatej przez obrot krzywej f(x) = %x

wokot osi OX na przedziale [0, h].

Rozwiazanie:

a)

f(x) = 3x + 2 wokot osi OX, [0, 4]

Do obliczenia pola powierzchni bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej
f(x) =3x + 2 wokoét osi OX na przedziale [0,4] wykorzystany zostanie
wzor (2.15). Obliczenia mozna dla ulatwienia wykonywa¢ fragmentami.

Na poczatku nalezy obliczy¢ pochodng funkcji f(x).
f'(x)=0CBx+2) =3

Nastepnie obliczong pochodng trzeba podnies¢ do kwadratu.
[F'@P =32 =9

W kolejnym kroku nalezy doda¢ 1 do obliczonego kwadratu pochodne;.
1+[f'(x)]?=14+9=10
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Z uzyskanego wyniku nalezy obliczy¢ pierwiastek.

V1+[f'(0]? =10

Kolejnym etapem jest obliczenie iloczynu funkcji f(x) i otrzymanego

w poprzednim kroku pierwiastka /1 + [f”(x)]?.
fO) V14 0] = Bx+2) V10

Z uzyskanej funkcji mozna teraz obliczy¢ calke nicoznaczona.

ff(x)-,/1+[f'(x)]2 =f(3x+2)-\/ﬁdx=\/ﬁf(3x+2)dx=
3
=\/E(3fxdx+2 fdx)=\/ﬁ(§x2+2x)+c
Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.
4

f FG) - TT I Pdx = [VT0 (S22 + 2¢)| =
0

0

=\/E[<;42+2-4)—(E-02+2-0)]=

2
=+/10(24 + 8) = 3210
Stad:

4

S=2nm f fQx) - 1+[f'(x)]2dx=2ﬂ'[\/ﬁ(;x2+2x)] =
0

0

=21 -vV10 = 6410 7 (j%)

b) f(x) = 2x — 1 wokot osi OY, [1, 3]

Do obliczenia pola powierzchni bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej
f(x) = 2x — 1 wokot osi OY na przedziale [1,3] wykorzystany zostanie
wzor (2.16). Obliczenia mozna dla ulatwienia wykonywac¢ fragmentami.

Na poczatku nalezy obliczy¢ pochodng funkcji f(x).
ff)=Q@x-1)'=2

Nastepnie obliczong pochodng trzeba podnies¢ do kwadratu.
[f'(0))? =22 =4

W kolejnym kroku nalezy doda¢ 1 do obliczonego kwadratu pochodne;.
1+[f'(x)]*=1+4=5



Z uzyskanego wyniku nalezy obliczy¢ pierwiastek.

VI+I[f'(0?=+5

Kolejnym dzialaniem jest obliczenie iloczynu x i otrzymanego

w poprzednim kroku pierwiastka V1+[f'(0)]>.
x 1+ [f'(0)]? =+5-x

Z uzyskanej funkcji mozna teraz obliczy¢ calke nicoznaczong.

x 1+ [f'(0)]2=[V5-xdx=+5 fxdx—\/_ x \/_ x2+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.

f3x- 1+ [f'(x)]2dx = [\/Z_gxz]: - (E 32) _ (E 12) _

2 2

W5 5
=5 T =%s
Stad:

S= 21'rf13x- 1+ [f'(x)]?dx = 2m - [\/z—gxz]: =21 - 4V5 = 8V5 1 (j?)

x% 4+ y% =r? wokoét osi OX, [—7,7]

Do obliczenia pola powierzchni bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej
x% +y? =r? wokot osi OX na przedziale [—7,r] wykorzystany zostanie
wzor (2.15). Obliczenia mozna dla ufatwienia wykonywa¢ fragmentami.
Na poczatku nalezaloby przeksztalci¢ wzor podanej funkcji tak, aby podaé
ja w postaci y2 =712 —x?, z czego mozna by nastepnie wyznaczy¢
y = Vr2 — x2. Wida¢ jednak, ze nie jest to wygodna posta¢ do dalszych
obliczen, dlatego w tym przypadku lepiej zrozniczkowa¢ podang funkcje
po zmiennej x w postaci, w jakiej jest dana. Otrzymuje si¢ wowczas:
2x+2yy'=0

Stad:
yy'=-—x

W tym momencie mozna przejs$¢ do =zapisania wyrazenia
podpierwiastkowego ze wzoru (2.15), pamietajac, ze f'(x) = y' (poniewaz

f&x)=y).
1+ [f' @] =1+ (")?

71



72

d)

Wyrazenie podpierwiastkowe przyjmuje postac:

Yy NI+ R =y Y1+ )2 =yy>+y2-(y')? =

=2+ Oy =y - =Vt =v

Z uzyskanej funkcji mozna teraz obliczy¢ catke nieoznaczona.

Jrdx=rf[dx=r-x+c

Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice calkowania.

f_rrrdx= rx]",=@r)—( - (-r)=r>+r2=2r2

Stad:

r
S=2m ff(x) 1+ [f'()2dx =2 [r-x]", = 2m - 212
-r
= 4nr3 (%)
f(x) = ~x wokot osi OX, [0, h]
Do obliczenia pola powierzchni bryly powstatej w wyniku obrotu

krzywej f(x) = %x wokot osi OX na przedziale [0,h] wykorzystany

zostanie wzor (2.15). Obliczenia mozna dla utatwienia wykonywac
fragmentami.

Na poczatku nalezy obliczy¢ pochodng funkcji f(x), pamigtajac, ze r i h
to stale.
Fe=(x) =3
Nastepnie obliczong pochodng trzeba podnies¢ do kwadratu.
2 2
"2 = (X)) ==
Fer=(5) =5
W kolejnym kroku nalezy doda¢ 1 do obliczonego kwadratu pochodne;j.
, r?2 _ h24r?
1+ [P =1+7=—3

Z uzyskanego wyniku nalezy obliczy¢ pierwiastek.

h2472

L+ [f']* =
Kolejnym etapem jest obliczenie iloczynu funkcji f(x) i otrzymanego

w poprzednim kroku pierwiastka /1 + [f'(x)]?.
@) - JTT P OT =%.x.\/%=x.\/@=x.%”,—hz e




Z uzyskanej funkcji mozna teraz obliczy¢ catke nieoznaczona.
[ 10 VIFTFGIE = [ (x4 77) i =
_f(hz [hz +r2. ) == hz./h2+r2fxdx—

2

x
h2 h? +1r2- S te=

=5 h2+7r2-x%+¢
Do uzyskanej funkcji pierwotnej (bez statej catkowania c) trzeba wstawic
granice catkowania.

h

h
J FG) NI+ GPdx = [ VA 477 x| =

0

0
[(th Jhz+72. h2) (2h2 w/h2+r2-02)]=
=1.\/W=%r, h? +1r?

2h?
Stad:

S = 21Tff(x)- 14+ [f'(x)]%dx = Zﬂ'%T\/hz +r? =
0
=n-r-VhZ +r2(j?)

73



3. Pochodne funkcji dwoch zmiennych

Po zapoznaniu sie¢ z tre$cig rozdziahu trzeciego mozna bez trudu:
o poda¢ definicje funkcji dwoch zmiennych i okresli¢ ich dziedzine,

e poda¢ definicje pochodnej czastkowej pierwszego i drugiego rzedu oraz
pochodnych czastkowych mieszanych funkcji dwéch zmiennych,

e obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu oraz pochodne
czastkowe mieszane funkcji dwéch zmiennych,

e zastosowac rachunek pochodnych funkcji dwoch zmiennych do wyznaczenia
ekstremow lokalnych tych funkcji.

3.1. Pojecie funkcji dwdoch zmiennych

Do tej pory przedmiotem analizy byty wytacznie funkcje jednej zmiennej, ktorych definicja
jest dobrze znana i oznacza formalny zapis pewnej zaleznosci pomigdzy okre§lonymi
zjawiskami, obiektami badz wielkoSciami, przy okreslonych warunkach. Funkcja jednej
zmiennej nazywa si¢ tylko taka zaleznos$¢, ktora kazdemu elementowi z jednego zbioru
przyporzadkowuje doktadnie jeden element z drugiego zbioru. Interpretacja geometryczna
funkcji jednej zmiennej byly zatem punkty ptaszczyzny, ktorych wspotrzedne zostaty
utworzone z argumentow danej funkgji i ich wartosci, czyli (x, f(x)) (lub prosciej (x, y)).

Idac jednak dalej, jezeli kazdemu punktowi (x,y) ze zbioru D jest
przyporzadkowana pewna liczba z ze zbioru Z, to mozna powiedzie¢, ze w zbiorze D
zostala okres$lona funkcja dwoch zmiennych x i y o wartosciach z ze zbioru Z. Funkcja
dwoch zmiennych jest zatem formalnym zapisem przyporzadkowujagcym punktom
plaszczyzny elementy zbioru liczb.

Definicja funkcji dwéch zmiennych
Funkcja dwoch zmiennych okres$long na zbiorze D € R? o warto$ciach w zbiorze
R nazywa sie przyporzagdkowanie kazdemu punktowi (x, y) ze zbioru D doktadnie
jednej liczby rzeczywistej z.
Funkcje taka mozna zapisa¢ nastepujaco:
f:D—>Rlubz = f(x,y), gdziex,y €D
Element przyporzadkowany punktowi (x,y) oznacza si¢ symbolem f(x,y).
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Mxy)
Rys. 3.1. Interpretacja geometryczna funkcji dwoch zmiennych

Zbior D nazywa si¢ dziedzing funkcji lub polem funkcji, natomiast zbior Z elementow
przyporzadkowanych punktom (x, y) — zakresem funkgcji. Jezeli przy okreslaniu funkcji
wzorem nie zostanie podany zakres jej pola (dziedziny), to zaklada si¢, ze polem
(dziedzing) jest zbior tych par liczb (x, y), dla ktorych wzor ma sens. Taki zbior punktow
przestrzeni R?, dla ktorych wzor ten ma sens, nazywa si¢ dziedzing naturalng funkcji.
e Wyznaczanie dziedziny funkcji dwoch zmiennych.
Przyklad 3.1.1

Wyznaczy¢ dziedzing funkcji dwoch zmiennych.

a) fOoy) =& — x% = 7

b fxy) =@l - x* -y

1
o feoy) =5
1
d) f(x'y) - (X _2)(}’_1)
Rozwigzanie:

a) fxy) =4 — x* — y?
Zgodnie z zatozeniem wyrazenie podpierwiastkowe musi by¢ > 0, wigc:
4 — x%2 —y2>0
x2+ y2<4
Zatem:
D ={(x,y) €R? x*+ y?> <4}

Dziedzing tej funkcji jest wiec koto domknigte o srodku w punkcie (0, 0)
1 promieniu 2.

b) f(x,y) =In(1 — x* — y?)
Zgodnie z zalozeniem wyrazenie logarytmowane musi by¢ > 0, wigc:
1-x2-y2>0
x4+ y? <1
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Zatem:
D={(x,y) ER%: x>+ y2 <1}

Dziedzing tej funkcji jest wigc koto otwarte o $rodku w punkcie (0, 0)
i promieniu 1.

o) flx,y) =—

x+y

Zgodnie z zalozeniem mianownik utamka musi by¢ # 0, wigc:
x+y=+0
X+ =y

Zatem:
D ={(x,y) € R%:x = —y}:

Dziedzing tej funkcji jest wigc plaszczyzna R? poza punktami lezgcymi
na prostej y = —x.

d) fxy) =—

(x-2)(y -1)
Zgodnie z zatozeniem mianownik utamka musi by¢ # 0, wigc:
x=2)y —1D#0
x#2ANy+1
Zatem:
D={(x,y) ER>:x#2 Ay =+ 1}
Dziedzing tej funkcji jest wiec ptaszczyzna R? poza punktem (2, 1).

3.2. Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu
funkcji dwdch zmiennych

Podobnie jak funkcje jednej zmiennej, tak i funkcje dwoch zmiennych mozna
rozniczkowac, czyli oblicza¢ ich pochodne, ktore majg okreslony zakres zastosowan,
w tym na przyktad mozna je wykorzysta¢ do wyznaczania ekstreméw funkcji.

Niech dana bedzie funkcja dwoch zmiennych f(x,y) okreslona w pewnym
otoczeniu punktu Py(xq,yo) oraz niech y = y,. Wowczas f(x,y,) bedzie pewna
funkcja ¢ (x) tylko zmiennej x: @(x) = f(x, o).

O ile ta funkcja ma pochodng ¢'(x) w punkcie x,, to nazywa si¢ jg pochodng
czastkowa pierwszego rzedu funkcji dwoch zmiennych f(x,y) wzgledem x
w punkcie Py(xg,Yo) 1 0znacza symbolem [S—f] (lub £y (%0, ¥0))-

6x1py (x0,30)

Pochodng czastkowa pierwszego rzgdu funkeji f(x,y) wzgledem x w punkcie

(x,y) oznacza si¢ kréotko jako §—§ lub fy.
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Podobnie przez pochodng czastkowa pierwszego rzedu funkcji dwdch zmiennych
f(x,y) wzgledem y w punkcie Py(xq,y,) rozumie si¢ pochodng funkcji ¢’ (y) =

= f(xo,y) W punkcie y, i oznacza symbolem [g—f] lub fy' (%0, V0)-
Y APy (x0.50)

Pochodng czastkowg pierwszego rz¢du funkcji f(x,y) wzgledem y w punkcie
(x,y) oznacza si¢ krotko jako g—; lub fy.

Definicja pochodnej czgstkowej pierwszego rzedu funkcji dwoch zmiennych
Niech dana bedzie funkcja dwoch zmiennych f(x,y) okreSlona w pewnym
otoczeniu punktu Py (xg, ¥o).

Pochodng czgstkowa pierwszego rzedu funkcji f(x,y) wzglgdem x w punkcie
(%0, ¥o) jest

6f s f(x,y0) — f (x0,¥0)
— = lim (3.1)
6x Po(x0y0)  *7%o0 X —Xo

Pochodng czgstkowa pierwszego rzedu funkcji f(x,y) wzgledem y w punkcie
(%9, ¥o) jest natomiast

Sf — f(x0,¥) — f (x0, ¥0)
- = m
oy Po(xoyo) 770 Y =Yo

(3.2)

W przypadku funkcji dwoch zmiennych nie ma wymogu, aby funkcja byta ciggta
w punkcie, w ktorym ma pochodne czastkowe. Przy obliczaniu pochodnych
czgstkowych funkcji dwdoch zmiennych obowigzuja te same wzory i wlasnosSci
co przy obliczaniu pochodnych funkcji jednej zmiennej 2. Obliczajac pochodng
czastkowg funkcji dwoch zmiennych wzgledem jednej zmiennej, druga nalezy
traktowac jako statg.

e Obliczanie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu prostych funkcji
dwéch zmiennych.

Przykiad 3.2.1

Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y).
a) f(x,y) =x%y+ 2xy? — 5x3
b) f(x,y) =2x%y3 +3x3y?2 —xy+x—2y+5

2 Wzory i whasnosci pochodnej funkcji jednej zmiennej zostaly podane w: E. Gotgbeska
Matematyka — wybrane zagadnienia analizy matematycznej. Skrypt dla studentow kierunkow
inzynierskich, Oficyna Wydawnicza Politechniki Bialostockiej, Biatystok 2023, s. 116—118,
https://www.scribd.com/document/708648736/Wybrane-zagadnienia-analizy-
matematycznej [dostep: 15.07.2025].
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c)
d)

f(x,y) =%x2 +V3xy2 +y3 -2 41

3
floy)=x73+2y7* =7

Rozwigzanie:
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a)

b)

d)

f(x,y) = x%y + 2xy? — 5x3
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stalq.

Sf _ 2 _ 1.2
5x—2xy+2y 15x

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y

zmienng x nalezy traktowac jako stalg.
8f

o _ 2
3y X + 4xy

flx,y) =2x%y3 +3x3y2 —xy+x— 2y +5
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stalq.

§—§=4xy3+9x2y2—y+1
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stata.

8f _ 24,2 30
5y—6xy +6x°y—x—2

f(x, y) =%x2 +V3xy? + 8 —z?y+ 1

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stata.
Sf _ 2
o= % + \/§y

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stata.

3 _ 2_2
5y—2\/§xy+3y 3

fay) =x7 +2y72 -2

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stata.
S§f _ -4 Y
BT XY

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stata.
O — _4y3_1%

Sy 4



e Obliczanie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu iloczynu funkcji dwéch
zmiennych.

Przyklad 3.2.2

Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y).

a) f(x,y) =2x3-cosy
b) f(x,y) =sinx-cosy
©) f(x,y)=e-Iny
1
d fGy)=2x?-logy
Rozwiazanie:
a) f(x,y)=2x3-cosy

b)

Jest to iloczyn dwoch funkcji, zatem nalezy skorzystaé z wlasnosci
pochodnej iloczynu, pamigtajac, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowe;j
pierwszego rzedu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stata.

g—ﬁ =2x3-cosy+2x3-0=2x3cosy

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stala.

S _
Sy -
f(x,y) =sinx-cosy

Jest to iloczyn dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wlasnosci
pochodnej iloczynu, pamictajac, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowe;j
pierwszego rzgdu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stalg.
§—§ =cosx-cosy+sinx-0=cosxcosy

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stata.

é
é =0-cosy+sinx-(—siny) = —sinxsiny
foy)=e*-lny

Jest to iloczyn dwoéch funkeji, zatem nalezy skorzysta¢ z wiasnosci
pochodnej iloczynu, pamigtajac, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowe;j
pierwszego rzedu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stata.

o _
5x

0-cosy+2x3:(—siny) = —2x3siny

e*-lny+e*-0=e*lny

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.
5

S _o- x, 1 _
5y—0 Iny+e 5=

ex

y
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d) f(x,y)=5x*-logy

Jest to iloczyn dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wlasnosci
pochodnej iloczynu, pamictajac, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowe;j
pierwszego rzedu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stata.
5f
o

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y

zmienng x nalezy traktowac jako stata.
2

x-logy+%x2-0=xlogy

1) 1 1 x
==0-1lo ~x?- =
Sy gy + 2 yin10 2yIn10

e Obliczanie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu ilorazu funkcji dwoch

zmiennych.
Przyklad 3.2.3
Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y).
2x+3
a) f(ny) - 4y—2
3x2
b) f(ny) - cosy
l
) floy)==F
3sinx
Rozwiazanie:
2x+3
a) f(x'Y) - 4y-2

Jest to iloraz dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wlasnosci
pochodnej ilorazu, pamigtajgc, ze przy obliczaniu pochodnej czgstkowej
pierwszego rzgdu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stalg.

5f 2-(4y—2)—(2x+3)-0 2(4y — 2)

5x (4y — 2)2 T G@y-2)(y-2)
2 1

T4y-2 2y-1

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

5f 0-(4y—2)—(2x+3)-4 —4(2x+3) —4(2x+3)

5y (4y — 2)? “Rey-DP a@y-1?
—-(2x+3) —-2x-3

T @y-1F @y-1)?
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b) flxy) =

d)

3x?
cosy

Jest to iloraz dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wlasnosci
pochodnej ilorazu, pamigtajgc, ze przy obliczaniu pochodnej czgstkowej
pierwszego rzedu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stala.
8f 6x-cosy—3x*:0 6xcosy  6x

bx (cos y)? "~ cos?y  cosy
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

8f 0-cosy—3x*-(—siny) 3x?siny 3x’siny 3x’tgy

Sy (cos y)? "~ cos?y  cosycosy cosy
fooy) =22

Jest to iloraz dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wiasnosci
pochodnej ilorazu, pamigtajac, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej
pierwszego rzgdu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako stalg.
6f 0-e*—lIny-e* —e*lny Iny
Sx (e¥)? T e2x T eX

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

1 e*
Sf_y-ex—lny-o_ 7 ~ eX 1
5)/ - (ex)z - e2x - yer - ye*

3sinx
f(x’y) = 2y4

Jest to iloraz dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wiasnosci
pochodnej ilorazu, pamigtajgc, ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej
pierwszego rzgdu po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako statg.
8f 3cosx - 2y*—3sinx -0 6y*cosx 3cosx
6x (2y*)? S 4y 2yt

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalq.

§f 0-2y*—3sinx -8y°® —24y’sinx  6sinx
sy (2y*)? S
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Obliczanie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu funkcji zlozonej
dwéch zmiennych.

Przyklad 3.2.4

Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y).

a)

fy) =In(2x +7y)

b) f(x,y) =x?%+4y*

c)
d)

flxy) = 342
fx,y) = sin(x +y)

Rozwigzanie:
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a)

b)

flx,y) =In(2x + 7y)

Jest to funkcja zlozona, zatem jej pochodng nalezy oblicza¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej, pamigtajac,
ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stalq.
w=2x+7yz=Inw

, , , 1 1
Wy = 2wy =72 W 2x+7y
6f 1 2
5_2'2x+7y_2x+7y

Przy obliczaniu pochodnej czagstkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalq.
of 1 7
5_7'2x+7y_2x+7y

flx,y) =x% +4y*

Jest to funkcja zlozona, zatem jej pochodng nalezy oblicza¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej, pamietajac,
ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stalq.

w=x2+4y*z=+w

1 1
wy =2xwy, = 16y3z' = =
8 Y Vw2 /x2 + 4yt
Sf 1 2x x

=2x- = =
8x 2\/x2 + 4y*4 2\/x2 + 4y*4 \/xz + 4y*4



Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.
Sf L6v3 1 16y3 8y3
_— y . = =
8y 2/x2 + 4yt 2. /x%+ 4yt [x2 + 4yt

0 floy)=e¥"?

Jest to funkcja ztozona, zatem jej pochodng nalezy obliczac¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej, pami¢tajac,
ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej x,
zmienng y nalezy traktowac jako statq.

w=3x+2yz=¢e"
wy =3wy, =22z =e% =3t
g =3- e3x+2y — 363x+2y
ox
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

g =2 e3x+2y — Ze3x+2y
8y
d) f(x,y) =sin(x+y)
Jest to funkcja zlozona, zatem jej pochodng nalezy oblicza¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej, pami¢tajac,
ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stalq.

w=x+yz=sinw
wy =1wy, =12z" =cosw = cos(x + )

é
é =1-cos(x+y) =cos(x+y)

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzgdu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stala.

é
é= 1-cos(x+y) =cos(x+y)

¢ Obliczanie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu iloczynu oraz ilorazu
funkcji dwdoch zmiennych, z ktérych przynajmniej jedna jest funkcja ztozona.
Przyklad 3.2.5
Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(x,y).
a) f(x,y)=e" 2x—y3
b) flx,y) =Ve¥+y
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¢ fxy) =
d fy) =7

ex
In(2x+3y)
sinx

Rozwigzanie:

84

a) flr,y)=e* 2x—y3

Jest to iloczyn dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcjg ztozona.
W zwigzku z tym pochodng nalezy obliczy¢, wykorzystujac wlasnosci
pochodnej iloczynu, a przy obliczaniu pochodnej funkcji ztozonej pamigtac,
aby oblicza¢ ja jako iloczyn pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodne;j
funkcji zewngtrznej. Ponadto przy obliczaniu pochodnej po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowaé jako stala, a przy obliczaniu pochodnej
po zmiennej y — odwrotnie.

w=2x—-y3z=+w
11
2w 2/2x —y3

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej x
zmienng y nalezy traktowac jako stala.

wy =2wy, =-3y*z =

Sf 1
—=e* J2x—y3+e* |2 —|=
6x 2{2x —y3
1 e*2x—y3+1
=ex-[ 2x —y3 + ]= ( 4 )
2x —y3 2x —y3

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

6
£=O- 2x—y3+ex-[—3y2-
x._ 3y

2+/2x — y3 2 2x —y3

2 2x—y3]

2 _3yZex

=€

b) fCoy) = Ve

Jest to funkcja podwdjnie ztozona. W zwigzku z tym nalezy pamigtac,
ze trzeba to uwzgledni¢ dwukrotnie i za kazdym razem obliczac jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewngtrznej. Ponadto
przy obliczaniu pochodnych po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako
stala, a przy obliczaniu pochodnych czastkowych po zmiennej y — odwrotnie.



Najpierw w funkcji f(x, y) wskazuje si¢ funkcj¢ wewnetrzng w i funkcje
zewnetrzng z.

w=e*t z =\lw

Funkcja w jest, jak wida¢, funkcja ztozona, dlatego w niej rowniez nalezy
wskaza¢ funkcje wewnetrzng wy oraz funkcje zewnetrzng z;.

wy =4x +yz =eWr = ety

W kolejnym kroku oblicza si¢ pochodne funkcji w; po zmiennej x oraz
po zmiennej y, a takze pochodng funkcji z;.

W)x =4 (W), = 127} = ™1 = e¥+Y

Teraz mozna wréci¢ do funkcji w i funkcji z, aby policzy¢ ich pochodne
po zmiennej X 1 po zmiennej y.
1 1
2\/W - 2/edxty

Majac powyzsze wyliczenia, mozna przej$¢ do obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu po zmiennej x jako iloczynu pochodnej
funkcji wewnetrznej wy, i pochodnej funkcji zewnetrznej z'.

4x+y 4x+y . \[o4x+y
6f 1 4e 2e e _ ZW

— =4ty = =
Sx 2Jetxty  \[edxty edxty

wy =4-ePtVw) =1 7 =

Pochodng czastkowa pierwszego rzedu po zmiennej y oblicza si¢ podobnie jako
iloczyn pochodnej funkcji wewnetrznej wy, i pochodnej funkcji zewnetrznej z”.

1 = =
Sy C T 2Vemm  gemty | 2emY

floy) = —=

In(2x+3y)

4x+y 4x+y . \[o4x+y
O _ 4wy, 1L e € € =1‘/e4x+y
2

Jest to iloraz dwoch funkcji, z ktorych jedna jest funkcjg ztozong
(ta w mianowniku). W zwigzku z tym pochodna nalezy obliczyc,
wykorzystujac wlasnosci pochodnej ilorazu, a przy obliczaniu pochodnej
funkcji ztozonej pamigtac, aby oblicza¢ jg jako iloczyn pochodnej funkcji
wewngetrznej i pochodnej funkcji zewngtrznej. Ponadto przy obliczaniu
pochodnej po zmiennej x zmienng y nalezy traktowaé jako stala, a przy
obliczaniu pochodnej po zmiennej y — odwrotnie.
w=2x+3yz=Inw

1 1

'=2w/ =37 =— = ——
Wa Wy 2 =W 2x + 3y

85



86

Majac powyzsze wyliczenia, mozna przej$¢ do obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego rzgdu po zmiennej x, korzystajac z wiasnosci
pochodnej ilorazu.

Sf e*-In(2x +3y) —e* e* - |In(2x + 3y) —

2 _2
of _ 2x +3y 2x + 3y
S5x [In(2x + 3y)]? - [In(2x + 3y)]?

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stata.

Sf 0-In(2x + 3y) —ex-ﬁ
5y [In(2x + 3y)]? B
3e*
2x + 3y 3e*

[In(2x + 3y)]? - (2x + 3y)[In(2x + 3y)]?

sinx

d fey) =7

Jest to iloraz dwoéch funkcji, z ktérych jedna jest funkcja podwojnie
ztozong (ta w mianowniku). W zwiazku z tym pochodng nalezy obliczyc¢,
wykorzystujgc wlasnosci pochodnej ilorazu, a przy obliczaniu pochodnej
funkcji ztozonej pamigtac, aby oblicza¢ jag jako iloczyn pochodnej funkcji
wewngtrznej i pochodnej funkcji zewngtrznej. Ponadto przy obliczaniu
pochodnej po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac¢ jako stala, a przy
obliczaniu pochodnej po zmiennej y — odwrotnie.

w=e¥z=\w

Funkcja w jest, jak wida¢, funkcja ztozona, dlatego w niej rowniez nalezy
wskaza¢ funkcj¢ wewnetrzng wy oraz funkcj¢ zewnetrzng z;.

wy; =3yz, =e%1 =e3

W kolejnym kroku oblicza si¢ pochodne funkcji wy po zmiennej x oraz
po zmiennej y, a takze pochodng funkcji z;.
(Wi)x =0 (wy)y =32z; =e"1 =3

Teraz mozna wrécic¢ do funkcji w i funkgcji z, aby policzy¢ ich pochodne
PO zmiennej X 1 po zmiennej y.

1 1

20w 2Ve3y

wy=0-3e3 =0wy, =3e3 2z =



Majac powyzsze wyliczenia, mozna przej$¢ do obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu po zmiennej x jako iloczynu pochodnej
funkcji wewnetrznej wy, i pochodnej funkcji zewnetrznej z'.
8f cosx-Ve3 —sinx-0 cosxVe3y

5x ( e3y)2 N e3y

Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej y
zmienng x nalezy traktowac jako stalg.

3y
55 e
5f 0-ve™ —sinx- 2,/e3y —sinx - 3e3
o 2
8y (Ve®) e (\/eT)
—3633’smx 3sinx

" 2Ved - edv _2 e3y

3.3. Pochodne czgstkowe drugiego rzedu
funkcji dwdch zmiennych

Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji dwoch zmiennych sa odpowiednikiem
drugiej pochodnej funkcji jednej zmiennej. W sensie rachunkowym wyznaczenie ich
polega na obliczeniu pochodnej czastkowej odpowiednio po zmiennej x z pochodne;j
czastkowej pierwszego rzedu obliczonej po zmiennej x oraz pochodnej czastkowe;j
po zmiennej y z pochodnej czastkowej pierwszego rz¢du obliczonej po zmiennej y.
Niech wigc dana bedzie funkcja dwoch zmiennych f(x, y) okreslona w pewnym
otoczeniu punktu Py(xq,yo) oraz niech y = y,. Wowczas f(x,y,) bedzie pewna
funkcja ¢ (x) jedynie zmiennej x: @ (x) = f(x, yo).
Jesli ta funkcja ma pochodng ¢''(x) w punkcie x,, to nazywa sie jg pochodng
czastkowa drugiego rzgdu funkcji dwoch zmiennych f(x, y) wzgledem x w punkcie
. 62f "
Py (xg, 1 oznacza symbolem |— lub X0,V0)-
0 (X0, Yo) Y [59‘2]P0(x0,y0) fex (X0, Y0)
Pochodng czastkowa drugiego rzedu funkcji f(x,y) wzgledem x w punkcie

(x,y) oznacza si¢ krotko Jako lub frx-

Podobnie przez pochodng czqstkowq drugiego rzedu funkcji dwoch zmiennych
f(x,y) wzgledem y w punkcie Py(xg,V,) rozumie si¢ pochodng funkcji ¢ (y) =

2
= f(xo,y) W punkcie y, i oznacza symbolem [g i lub £, (X0, ¥o)-
Po(x0,Y0)

Pochodng czastkowa drugiego rzedu funkcji f(x,y) wzgledem y w punkcie
(x,y) oznacza si¢ krotko ]ako lub fyy-
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Obliczanie pochodnych czastkowych drugiego rzedu prostych funkcji
dwéch zmiennych.

Przyklad 3.3.1

Obliczy¢ pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji f(x, y).

a) flx,y)= Jc33/4 + 4xy3 —x2 4 y
b) f(ry) = Sa2y +2x%y5 — 3x — 2y% +
) floy)=3x%+e* +nly| -2
2
) fey) =x2+2y2-L
Rozwigzanie:

Przy obliczaniu pochodnych czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej
x zmienng y nalezy traktowac jako stala, a przy obliczaniu po zmiennej y traktuje si¢
tak zmienng x.
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a)

b)

fl,y)=x3y*+4xy3 —x?+y

W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodng czgstkowa pierwszego
rzgdu po zmiennej x, a nastgpnie z uzyskanej pochodnej czastkowej
pochodna czastkowa drugiego rzgdu, rowniez po zmiennej x.

1)
é = 3x%y* + 4y3 — 2x

Podobnie postgpuje si¢ w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

1)

é =4x3y3 + 12xy% + 1
5% f

57 12x3y? + 24xy

f(x,y) = 5x%y + 2x3y5 — 3x — 2y? +%

W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodng czastkowg pierwszego
rzegdu po zmiennej X, a nastgpnie z uzyskanej pochodnej czgstkowej
pochodna czastkowa drugiego rzgdu, rowniez po zmiennej x.

o)
é = 10xy + 6x%y°> — 3

85%f
— 5
m = 10y+ 12xy



d)

Podobnie postepuje sie w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

6

é = 5x% 4+ 10x3y* — 4y
5%f

57 40x3y3 — 4

flry) =32° +e* +Inly| -2

W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodna czastkowa pierwszego
rzegdu po zmiennej X, a nastgpnie z uzyskanej pochodnej czgstkowej
pochodna czastkowa drugiego rzgdu, rowniez po zmiennej x.

6f 2 X
5% f

—_— = X
% 2x+e

Podobnie postepuje sie w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

§f 1 2
by~ y3
52f 1
57y

y2
feoy)=x3+2y72 L

W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodng czastkowg pierwszego
rzegdu po zmiennej X, a nastgpnie z uzyskanej pochodnej czgstkowej
pochodna czastkowa drugiego rzgdu, rowniez po zmiennej x.

o _

—3x %
ox x
85%f
— -5
W =12x

Podobnie postgpuje si¢ w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

of

— = —4y-3 —
5y y y
5% f

— =12y"% -1
Sy? Y
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e Obliczanie pochodnych czastkowych drugiego rzedu iloczynu, ilorazu oraz
funkcji zlozonej dwoch zmiennych.

Przyklad 3.3.2
Obliczy¢ pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji f(x, y).
a) f(x,y) =e*-siny

_In|x|
b) f(x'}’) - y

_ xz—y3
C) f(ny) - xy

d) f(x,y) = In|2x + 3y?|

Rozwigzanie:

Przy obliczaniu pochodnych czastkowych pierwszego i drugiego rzgdu
po zmiennej x zmienng y nalezy traktowaé jako stalg, a przy obliczaniu
po zmiennej y traktuje si¢ tak zmienng x.

a) f(x,y) =e*-siny

Jest to iloczyn dwoch funkcji elementarnych, zatem nalezy skorzystac
z wlasnosci pochodnej iloczynu. W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodng
czastkowa pierwszego rzedu po zmiennej x, a nastgpnie z uzyskanej pochodnej
czastkowej pochodng czastkowa drugiego rzedu, rowniez po zmiennej x.

) . .
é=ex-smy+ex-0=exsmy
&f - e*-siny+e*-0=e*siny
8x?

Podobnie postgpuje si¢ w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

g_;zo-siny+ex-cosy=excosy
&1~ 0-cos +e*: (—siny) = —e*sin
5y y y y
l
b) flxy) ="

y

Jest to iloraz dwoch funkcji elementarnych, zatem nalezy skorzystaé
z whasnosci pochodnej ilorazu. W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢
pochodng czastkowg pierwszego rzedu po zmiennej X, a nast¢pnie z
uzyskanej pochodnej czgstkowej pochodng czastkowg drugiego rzedu,
rOwniez po zmiennej X.
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1
of _xy-lldo %y 1
yZ

Sx y? xy? xy
§f 0-xy—1y -y 1
sx2 (xy)?  x%y? x%y

Podobnie postepuje sie w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.

6f_0-y—ln|x|-1_ln|x|

sy ¥ oy
§%f 0-y?>—(Inlx])-2y —2yln|x| —2In|x|
§y? %> A
2_.3
) floy) ="

Jest to iloraz dwoch funkcji elementarnych, zatem nalezy skorzystaé
z whasno$ci pochodnej ilorazu. W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢
pochodng czastkowg pierwszego rzgdu po zmiennej x, a nastgpnie
z uzyskanej pochodnej czastkowej pochodng czastkowg drugiego rzedu,
rOwniez po zmiennej X.

§f 2x-xy—(*—y>)y 2xPy-—x’y+y*

6x (xy)? x%y?

XPy+yt yGP+yd) x4y
= x2y2 == x2y2 = X2y
8%2f  2x-x%y—(x2+y3)-2xy 2x3y—2x3y—2xy*
Sx2 (x2y)2 = x4y2 =
_ —2xyt 2y?
T xty?z T3

Podobnie postepuje sie w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.
§f =3y*xy—(x?-y¥)-x 3Bxy?-x*+xy?
&y (xy)? B x%y?
_ —2xy?—x® x(=2y®—x?) —x*-2y

x2y2 - x2y2 - xy?
§%f =6y xy?—(—x*—2y%)-2xy —6xy*+2x%y +4xy*
Sy?2 - (xy?)? - x2y4 -
_ 2xyt+2x%y  2xy(=y? +x?) 2(x*—-y?)
- x2y4 - x2y4 - xy3
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d) f(x,y) = In|2x + 3y?|

Jest to funkcja ztoZzona, zatem jej pochodna nalezy obliczy¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej, pamigtajac,
ze przy obliczaniu pochodnej czastkowej po zmiennej x zmienng y nalezy
traktowac jako stala. W pierwszej kolejnosci trzeba obliczy¢ pochodng
czagstkowa pierwszego rzedu po zmiennej x, a nastgpnie z uzyskanej
pochodnej czastkowej pochodng czastkowa drugiego rzedu, rowniez
po zmiennej x.

w=2x+4y?z=Inw

1 1
W’2=2W§=8y2,=5=2x+4y2
5f 1 2 1
a=2'2x+4yz=2x+4yZ=x+2y2
8%f 0-(x+2y>)—1-1 1
Sx2 (x + 2y?)? - _(x+2y2)2

Podobnie postgpuje si¢ w przypadku obliczania pochodnych
czastkowych pierwszego i drugiego rzedu po zmiennej y.
Sf 1 8y 4y
5_8}].2x+4y2 T 2x+4y?  x +2y2
8%f 4-(x+2y?)—4y-4y 4(x+2y*—4y*) 4(x-2y?)
sy? (x + 2y?)? (22?2 (x+2y2)?

3.4. Pochodne czgstkowe mieszane
funkcji dwdch zmiennych

Aby uzyska¢ pochodne czastkowe mieszane funkcji dwoch zmiennych f(x,y),
nalezy pochodng czastkowg pierwszego rzedu obliczonga po zmiennej x
zrézniczkowaé ponownie, ale po zmiennej y, a pochodng czastkowa pierwszego
rz¢du obliczong po zmiennej y zrozniczkowac ponownie, ale po zmiennej x.

Niech wigc dana bedzie funkcja dwoch zmiennych f(x, y) okreslona w pewnym
otoczeniu punktu Py(xq,yo) oraz niech y = y,. Wowczas f(x,y,) bedzie pewna
funkcja ¢ (x) jedynie zmiennej x: @ (x) = f(x, V).

Jesli ta funkcja ma pochodng ¢’ (x) w punkcie x,, to nazywa si¢ jg pochodng
czastkowa pierwszego rzedu funkcji dwoch zmiennych f(x,y) wzgledem x

w punkcie Py(xg, Vo) 1 0znacza symbolem [ lub £ (xg, Vo). Rozniczkujac

)
8xdpy (x0,30)
te pochodna po raz kolejny (tym razem wzglgdem y), uzyskuje si¢ pochodna
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czastkowa mieszang funkcji dwoch zmiennych f(x,y) wzgledem y w punkcie
. 62f n
Py(xq, 1 oznacza symbolem |—— lub X0, .
0(X0, ¥o) y [53’5"]%(960,3/0) fyx (X0, Y0)
Pochodng czastkowg mieszang funkcji f(x,y) wzgledem y z pochodnej
czastkowej pierwszego rzgdu wzgledem zmiennej x w punkcie (x,y) oznacza si¢

krotko ]ako lub fyx-

Podobnie roznlczkuch pochodng czastkowg pierwszego rzedu funkcji dwoch
zmiennych f(x,y) wzgledem y w punkcie Py(xg,Vq), uzyskuje si¢ po raz kolejny
pochodng czgstkowg mieszang funkcji dwoch zmiennych f (x, y), tym razem wzgledem

x, w punkcie Py (xg, Vo) 1 0znacza symbolem [ ; ; ]P o) lub £,(5, (%0, Yo)-
X0.Yo

Pochodng czastkowa mieszang funkcji f(x,y) wzgledem x z pochodnej
czastkowej pierwszego rzedu wzgledem zmiennej y w punkcie (x,y) oznacza si¢

krotko ]ako lub fay-

e Obliczanie pochodnych czastkowych mieszanych prostych funkcji dwéch
zmiennych.

Przykiad 3.4.1
Obliczy¢ pochodne czastkowe mieszane funkcji f(x, y).
a) f(x,y) =2x?y3+3xy?—5x2+1

b) f(x,y) =%x4—Zex+31nx—§x\/§

2
C) f(ny) _;_%
1,2
d) foy)=z+-€"
Rozwiazanie:

Przy obliczaniu pochodnej czgstkowej pierwszego rzedu po zmiennej x zmienng y nalezy
traktowac jako stalg. Z uzyskanej pochodnej oblicza si¢ ponownie pochodna, ale tym razem
po zmiennej y, traktujac zmienng x jako statg. W kolejnym kroku najpierw jest obliczana
pochodna pierwszego rzedu po zmiennej y, a z niej pochodna po zmiennej x.

a) f(x,y) =2x?y3+3xy?—-5x2+1

Sf _ 3 2 _

p 4xy° + 3y 10x
8%f
Syéx

= 12xy? + 6y

g—f = 6x%y? + 6xy
52

oxdy

= 12xy? + 6y
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_1 4 X 2
b) f(x,y)—Zx —2Ze +3lnx—§xﬁ
5f _ .3 x 3 _2
a—x — 2e +;—§\/;
82f 1
S5ysx 3y
ﬁ_ x
sy 3y
8%fF 1
5x8y 3y

o fay)=:i-3
5 _ 2

§x  x2
8%fF
6y6x_
5f 1
sy 2
8%fF
6x6y_
d) fOoy)=—+>5-e*
M =sta-e
S _ 3 _ x

=———e
Sx x4

82f
Sydx -
Sf _ 4

8y y3
82f
oxdy -

Whiosek:

82f _ &%f
Sysx ~ 6x8y

e Obliczanie pochodnych czastkowych mieszanych iloczynu, ilorazu oraz
funkcji ztozonej dwéch zmiennych.

Przyklad 3.4.2

Obliczy¢ pochodne czastkowe mieszane funkcji f(x, y).
a) f(x,y)=eY-cosx

b) fCoy) =

c) flx,y)= ZX3Jc_y3y2
d) f(x,y) = In|2y + x?|
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Rozwigzanie:
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej pierwszego rzedu po zmiennej x zmienna y nalezy
traktowac jako stala. Z uzyskanej pochodnej oblicza si¢ ponownie pochodna, ale tym razem
po zmiennej y, traktujac zmienng x jako statg. W kolejnym kroku najpierw jest obliczana

pochodna pierwszego rzedu po zmiennej y, a z niej pochodna po zmiennej x.

a) f(x,y) =eY-cosx
Jest to iloczyn dwoch funkcji elementarnych, zatem nalezy skorzystac
z wlasnos$ci pochodnej iloczynu.
of , .
—=0-cosx+eY-(—sinx) =—eYsinx
6x
o°f = —e¥ sinx+ (—e¥) 0= —eVsinx
6yox
of
—=eY-cosx+e”-0=eYcosx
8y
o°f =0-cosx+e” - (—sinx)=—eYsinx
6xéy
X
b) flx,y)= iyl
Jest to iloraz dwoch funkcji elementarnych, zatem nalezy skorzystac
z wlasno$ci pochodnej ilorazu.
6f_1-ln|y|—x-0_ In|y| 1
6x (InlyD)? In?ly|  Inly|
1 1
52f_0-ln|y|—1-;_ 5 1
8ybx (Inly])? %yl yin?|y|
1 X
6f_0-ln|y|—x-§_ y X
8y (InlyD? %yl yln?lyl
§f  —1-ylPlyl—x-0 —yln?ly| 1
6x8y (vin?lyl)? (vin?lyD?  yln?|yl|
2x3—372
¢ floy) ==

Jest to iloraz dwoch funkcji, zatem nalezy skorzysta¢ z wlasnosci

pochodnej ilorazu.
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§f 6x*-xy—(2x*—3y*) -y 6x’y—2x’y+3y°

6x (xy)? x%y?
4x3y +3y3  y(4x3 +3y?) 4x3 + 3y?
= x2y2 = x2y2 = X2y
8%2f  6y-x?y— (4x3 +3y%)-x?  6x%y? — 4x5 — 3x%y?
Sybx (x%y)? B xty? -
_3x%y? —4x®  x2(3y? —4x®)  —4x? +3y?
- xty? - x4y? - x2y2
§f —6y-xy—(2x>—3y?)-x —6xy?—2x*+3xy®
&y (xy)? B x%y? B
_ —3xy?—2x*  x(=3y?-2x%) —2x7-3y?
- x2y2 - x2y2 - xy?
§%f  —6x?-xy?—(=3y?—2x%)-y* —6x’y?+3y*+2x3y*
6x8y (xy?)? xZy*
_ —4xy? + 3yt y?(—4x® +3y?)  —4x®+3y°
- x2y4 - x2y4 - x2y2

d) f(x,y) = In|2y + x?|

Jest to funkcja ztoZzona, zatem jej pochodna nalezy obliczy¢ jako iloczyn
pochodnej funkcji wewnetrznej 1 pochodnej funkcji zewnetrznej.

w=2y+x2z=Inw

1 1
W,Q=2ij’,=22’=;=—2y+x2
Sf 1 2x 2x
a_zx.2y+x2_2y+x2_x2+2y
8 f  0-(x*+2y)—2-2x _ 4x
5ydx (x2 + 2y)? T (x2 + 2y)2
Sf 1 2
@=2'2y+x2=x2+2y
§f  0-(x*+2y)—2-2x 4x

5x8y (x% + 2y)? T (2 +2y)?



3.5. Ekstrema lokalne funkcji dwdch zmiennych

Funkcje dwoch zmiennych, podobnie jak funkcje jednej zmiennej, moga posiadac
ckstrema lokalne w przedziatach okreslonosci. Ekstrema lokalne odnoszg si¢
do zachowania funkcji f(x,y) w pewnym malym otoczeniu punktu Py(xg, V).
Ich wyznaczenie jest proste przy wykorzystaniu pochodnych czastkowych. Pochodne
czastkowe pierwszego rzgdu pozwalajg wyznaczy¢ punkty podejrzane o ekstrema, przy
czym nalezy sprawdzi¢, czy wszystkie wskazane punkty naleza do dziedziny danej
funkcji. W nastepnym kroku pochodne czastkowe drugiego rzgdu i pochodna czastkowa
mieszana shuzg do okreslenia wtasciwego ekstremum (minimum badz maksimum).

Definicja minimum lokalnego funkcji dwoch zmiennych

Funkcja f(x, y) ma w punkcie Py(xg, o) minimum, jezeli istnieje otoczenie tego
punktu takie, ze dla dowolnego P(x, y) z tego otoczenia zachodzi nierowno$¢

f(x,y) = f(xo,¥0)

Jezeli powyzsza nierowno$¢ jest ostra, to minimum nazywa si¢ wlasciwym.

Definicja maksimum lokalnego funkcji dwoch zmiennych

Funkcja f (x, y) ma w punkcie Py (x,, yo) maksimum, jezeli istnieje otoczenie tego
punktu takie, ze dla dowolnego P(x,y) z tego otoczenia zachodzi nierownos¢

fCoy) < f(xo,¥0)

Jezeli powyzsza nierdownos$¢ jest ostra, to maksimum nazywa si¢ wlasciwym.

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f(x, y) ma pochodne czastkowe w punkcie Py(xg,yo) i ma w tym

punkcie ekstremum, to
4, -0, -0
sxlp, > Loy Py

Zatem punkty, w ktorych mozliwe, Ze jest ekstremum, wyznacza si¢, rozwigzujac
uktad réwnan:

(o _,
ig}i ) (3.3)
3y ="

ktorego rozwigzanie nosi nazwe punktow stacjonarnych lub punktow krytycznych
funkcji albo tez punktow podejrzanych o istnienie ekstremum.

Nalezy podkresli¢, ze w punktach, ktore stanowig rozwigzanie uktadu rownan
(3.3), funkcja f(x,y) niekoniecznie osigga ekstremum. Dodatkowo musi by¢
spetniony warunek dostateczny istnienia ekstremum.
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Macierz zlozona z pochodnych czastkowych drugiego rzedu funkcji f(x,y)
we wzorze (3.4) nosi nazwe macierzy Hessego lub hesjanu.

Uwaga: Gdy wyznacznik hesjanu jest ujemny, to funkcja nie ma w punkcie
(Py(xg, yo) ekstremum lokalnego. W przypadku, gdy ten wyznacznik jest rowny
zero, to funkcja moze mie¢ lub nie mie¢ ekstremum. Sprawdzenie, czy funkcja
posiada w tym punkcie ekstremum lokalne, przeprowadza si¢ innymi metodami,
na przyktad korzystajac z definicji ekstremum.

Twierdzenie (warunek dostateczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f (x, y) ma w pewnym otoczeniu punktu Py (xg, Vo) ciggte pochodne
czastkowe drugiego rzgdu, a takze

) )
4, -0 [, -0

sxlp, > Loy
oraz
=, b
det Oy, 10, >0 (3.4)
85%f 85%f '
[6y6x]Po 6_312 P,

to funkcja f(x, y) ma w punkcie Py(xg, ¥o) ekstremum, przy czym, jesli:
[52_1‘
6x?
[52_1‘

5x2

] > 0 — jest to minimum wlasciwe,
Py

] < 0 — jest to maksimum wilasciwe.
Py

Dla uftatwienia mozna skorzysta¢é z ponizszego schematu wyznaczania
ekstremum funkcji dwoch zmiennych:

1. Dana jest funkcja: f(x,y). Wyznaczy¢ dziedzing.

v & oran oL
2. Obliczyé¢: 5% 012 5
AR
3. Zuktadu réwnan: g; — o wyznaczy¢ punkt (punkty) podejrzane o ekstrema
sy -
i sprawdzi¢, czy nalezg do dziedziny funkcji. Jesli nie nalezg, to w tych
punktach funkcja nie posiada ekstremow.

. , 82f &8%f 8%f
4. Obliczy¢ —, 552 Oz 5 .
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=l
2 2
ol o

5. Obliczy¢: det

, a nastepnie kolejno podstaw wspolrzedne

poszczegbélnych punktow podejrzanych o ekstrema wyznaczonych
w punkcie trzecim. W tych punktach, dla ktérych wyznacznik jest wigkszy

od zera, funkcja osigga ekstremum.

2
6. Jesli [% .

2
[%] < 0, to funkcja osigga w tym punkcie maksimum.
Py

] > 0, to funkcja osigga w tym punkcie minimum, natomiast jesli
0

7. Wstawiajac wspotrzedne punktu Py (xg, vo) do wzoru funkeji f(x, y), oblicz

warto$¢ ekstremum.

Wyznaczanie ekstreméw lokalnych prostych funkcji dwéch zmiennych.

Przyklad 3.5.1
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y).

a) f(x,y) =x%+xy+2x+y?

b) f(x,y) = 2x% + 4xy — y?

¢) flry)=x—-2P+x-2)*+y’
d) f(x,y) =x3+3xy?—15x — 12y

Rozwigzanie:
a) f(x,y)=x%+xy+2x+y?

1. D =R?
5f

2. §—2x+y+2
5f
5—x+2y

3 2x+y+2=0

’ x+2y=0
y=—=2x—2
x+2y=0

y=-2x—2

x+2(-2x—-2)=0
—_r 2
*="3Y73
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Zatem punktem krytycznym funkcji jest Py (—%,2), ktory nalezy
do dziedziny funkc;ji.
52
4. —5=2
S _
5y2
82f
oydx -
21 2 1

5. det1 2 =1 2=4——1=3

Poniewaz wyznacznik jest wickszy od zera, to funkcja f(x,y)

. . 4 2
posiada w punkcie P, (— 3 E) ekstremum.

2
6. Jesli [5—};] > 0, to funkcja osigga w tym punkcie minimum.
5x Po(0,0)
2 2
7. f(0,0) = (—g) + (— g) -§+ 2- (— g) + (g) = —g, co daje wartos¢
minimum.
b) f(x,y) =2x% + 4xy — y?
1. D = R?
2. 6— =4x + 4y
i _
5 = =4x — 2y
{4x +4y =0
4x — Zy = 0

{2 (= y) y =0
x=0,y=0

Zatem punktem krytycznym funkcji jest Py(0,0), ktory nalezy
do dziedziny funkc;ji.
62

4. ﬁ =4

Sf _
sy2
82f
oydx -

5. det [i

—2] = |4 —2| =-8-16=-24

Poniewaz wyznacznik jest mniejszy od zera, funkcja f(x,y) nie
posiada w punkcie Py (0, 0) ekstremum.

¢ flry)=x—-234+(x—-2)2*+y?
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Na poczatku nalezy zapisac t¢ funkcj¢ w rozwinigtej postaci:
f(x,y) = x3—5x% 4+ 8x — 4 + y?

1. D=R?
2. ¥ 3x2_10x+8
ox
Sf _
Sy_
3 {3x2—10x+8=0
' 2y =0
{3x2—10x+8=0*
y=0

Z pierwszego rownania uktadu rownan * nalezy obliczy¢ x.
3x2—10x+8=0

A=100—-96 =4
10-2 4 10+2
M= Sy =g =2
Stad otrzymano dwa punkty krytyczne: P; (g, 0) i P,(2,0), ktore
naleza do dziedziny funkcji.
4. ELo6x-10
T &x2
8%f
=
8%f
oydx -
6x—10 O 6x—10 O
s dee[ 0T =0T
Do obliczonej postaci wyznacznika nalezy kolejno wstawia¢ punkty
krytyczne.

6x—10 0 oo
det[ ) Z]Pl(gm_u 2-20=—4

=12x—-0=12x-20

Poniewaz wyznacznik jest mniejszy od zera, funkcja f(x,y) nie
posiada w punkcie P; G, 0) ekstremum.

6x — 10 0]
0 21p, (2,0

Poniewaz wyznacznik jest wigkszy od zera, funkcja f(x,y) posiada
w punkcie P,(2,0) ekstremum.
8%f
6. |—=
6x2] P,(2,0)
minimum.

det[ =12:2-20=4

=6-2—10 =2 > 0, zatem funkcja osigga w tym punkcie
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7. f(2,0) =(2-2)3+ (2 -2)%+ 0% =0, co daje warto$¢ minimum.
d) f(x,y) =x3+3xy? —15x — 12y

D = R?
= 3x2 43y — 15

5x=

Sf _ _

5—6xy 12

3x2+3y2—-15=0
6xy—12=0

x2+y2-5=0
xy =2

W przypadku réwnania * wystarczy podstawié¢ t = y2.
t?—5t+4=0
A=25-16=9

Kiedy wroci si¢ do podstawienia, otrzymuje si¢:
i=-Ly=1y;=-2,y,=2

Wstawiajgc obliczone igreki do drugiego rownania uktadu rownan **,
otrzymuje si¢: X = —2,x, = 2,x3 = —1,x4 =1

Stad otrzymano za$ cztery punkty krytyczne: Py (—2,—1), P,(2,1),
P3(—1,-2) 1 P,(1,2), ktére nalezg do dziedziny funkcji.



8%f

S 6x
giy]; = 6x
2
Sli/tsfx - 6y
al3y )=l =030 =300y

Do obliczonej postaci wyznacznika nalezy kolejno podstawiac
punkty krytyczne.
6x 6y

6y 6x =36-[(-2)2 — (-1)?] = 108

det ]
Pi(-2,-1)
Poniewaz wyznacznik jest wigkszy od zera, funkcja f(x,y) posiada
w punkcie P; (—2, —1) ekstremum.
6x 6y]
6y 6x Py(2,1)
Poniewaz wyznacznik jest wigkszy od zera, funkcja f(x,y) posiada
w punkcie P, (2, 1) ekstremum.
6x 6
6y 6¥L3(_1,_2) =36-[(=1)2 — (=2)?] = —108
Poniewaz wyznacznik jest mniejszy od zera, funkcja f(x,y) nie
posiada w punkcie P5(2, —2) ekstremum.

P =36-[(~2)* - (-2)2] = 0

det =36-[22-1%] =108

det

det ]
Py(~2,-2)
Poniewaz wyznacznik jest mniejszy od zera, funkcja f(x,y) moze

mie¢ lub moze nie mie¢ w punkcie P, (1, 2) ekstremum.

=]
8x*1py(=2,-1)
punkcie maksimum.
=]
6x%1p,(2,1)
minimum.
f(=2,-1) = (=2)*+3-(=2)- (-1)* =15 (-2) = 12- (1) =

= 28, co daje warto$¢ maksimum.
f1)=@)3*+3:2-12-15-2—-12-1=-28, co daje wartos¢
minimum.

=6-(—2) =-12 <0, zatem funkcja osigga w tym

=6-2=12 >0, zatem funkcja osigga w tym punkcie
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Wyznaczanie ekstremow lokalnych iloczynu, ilorazu oraz zlozonych funkcji
dwéch zmiennych.

Przyklad 3.5.2

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y).

a) f(xy)=e* (2x+y?)
b) fxy) =3

o fx,y)=x+y

d) flry) =ex+riex

Rozwiazanie:

104

a) flx,y)=fxy) =e*-(2x+y?)
Jest to iloczyn dwoch funkcji, dlatego nalezy wykorzysta¢ wilasnosé

pochodnej iloczynu, pamigtajac, ze przy obliczaniu pochodnej po zmiennej
x zmienng y nalezy traktowac jako stalg i na odwrot.

1.
2.

D = R?
g—£=ex-(2x+y2)+ex-2=ex(y2+2x+2)
é
§=0-(2x+y2)+ex-2y=2yex
{ex(y2+2x+2)=0

2ye* =0

Obydwa réwnania mozna podzieli¢ obustronnie przez e* ze wzgledu
na to, ze liczba e jest dodatnia, w zwiazku z czym podniesiona
do dowolnej potegi nadal bedzie dodatnia.

{yz +2x+2=0
y=0
x==-1,y=0

Punktem krytycznym funkcji jest zatem Py(—1,0), ktory nalezy
do dziedziny funkcji.

2
%=ex(y2+2x+2)+ex-2=e"(y2+2x+4)
B 9. ex -0 = 2e*

6y2_2 e*+2y-0=2e

O = 0-(y? +2x+2) +eX-2y = 2ye*

6ydx Y Y Y



7.

det [e"(y2 + 2x + 4) Zyex] e*(y2 +2x+4) 2ye*|

2ye* 2e* 2ye* 2% |

=e*(y? + 2x + 4) - 2e* — (2ye*) - (2ye*) =

= e?*(2y? + 4x + 8 — 4y?)

e*(y?+2x+4) 2ye*
2ye* 2e*

det [ ]
Py(—1,0)

4
— 5—=2(9.N2 o —A.N2) —
=e?(2:07+4: (1) +8-4-01) = —

Poniewaz wyznacznik jest wigkszy od zera, funkcja f(x,y) posiada
w punkcie Py(—1,0) ekstremum.

52 f]

5x2

, =e 1(02+2-(—-1)+4) =2 >0, wiec funkcja osigga
0(~1,0)
w tym punkcie minimum.

f(=1,0)=e"1-(2-(-1)+ 0% = —S, co daje warto$¢ minimum.

xZ
b) f (x, y ) = e_y
Jest to iloraz dwoch funkcji, dlatego nalezy wykorzysta¢ wlasno$¢ pochodnej
ilorazu, pamigtajac, ze przy obliczaniu pochodnej po zmiennej x zmienng y
nalezy traktowac jako statg i na odwrét.

L.

Funkcja jest dana utamkiem, zatem nalezatoby zatozy¢, ze mianownik
jest rozny od zera: e¥ # 0. Z uwagi na to, ze liczba e jest dodatnia,
podniesiona do jakiejkolwiek potegi bedzie nadal liczba dodatnia,
a zatem 16zng od zera. Dziedzing funkcji f(x,y) jest zatem R?.

D = R?

8f _ 2x-eY-x20 _ 2xe¥Y _ 2x

S5x (e¥)2 T ey T ey
5f _ 0-eY—x%e¥Y -—xZe¥  x?
sy (eM)? ey ¥
2x
=0
%2
-5 =

Obydwa réwnania mozna obustronnie pomnozy¢ przez eV
ze wzgledu na to, ze liczba e jest dodatnia, w zwigzku z czym
podniesiona do dowolnej potggi nadal bedzie dodatnia.

{Zx =0
x?>=0
Stad: x = 0.
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Wstawiajac obliczony x do ktoregokolwiek rownania uktadu réwnan,
na przyktad do rownania pierwszego, otrzymuje si¢:

ey
Jedynym y spelniajgcym te rownos¢ jest natomiast y = 0.
Punktem krytycznym funkcji jest zatem Py(0,0), ktory nalezy

do dziedziny funkcji.
4 82f  2:e¥-2x0 _2eY 2
Cosxz . (e¥)2 eV oY
82f _ 0-eY—(-x%)e¥Y  xZe¥  x?
5_3/2 N (e¥)? T ey T ey
82f _ 0-e¥Y—2x-e¥  —2xe¥ _  2x
sydx  (e¥)Z e e
2 2x 2 2x
ey ev|_|ev ey _ 2 x? 2x 2x\
sodetl G S| w oo (05)(-5)=
ey ey ey ey
2x? 4x? 2x?
T e e e
2z %=
ey ey 2:02 0
det 2x  x? T T ez0 1 0

e’ ¢ Ipy00)
Poniewaz wyznacznik jest rowny zero, funkcja f(x,y) moze miec lub

moze nie mie¢ w punkcie Py(0,0) ekstremum. Warunek dostateczny
istnienia ekstremum nie rozstrzyga tego.

o) flxy)=x+y

Jest to funkcja zlozona, dlatego nalezy obliczy¢ ja jako iloczyn pochodnej
funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewngtrznej, pamietajac, ze przy obliczaniu
pochodnej po zmiennej x zmienng y nalezy traktowac jako statg i na odwrot.

1. Nalezy zatozy¢, ze wyrazenie podpierwiastkowe jest wicksze bagdz rowne
ZEero.
x+y=0
D ={(x,y) ER%:x +y >0}

2. w=x+yz=+w

! ! ! 1
wy=1wy, =12z N Zm
o _q._ 1 _ 1
5x 2vyx+y  2Yx+y
8 4. _1 1

U

oy 24/x+y 2\/x+y
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-9
24/x+y -
3. i

2yx+y
Vxty
2(x+y) -
Réwnanie mozna obustronnie pomnozy¢ przez 2(x + y) ze wzgledu
na to, ze (x + y) jest nieujemne (co wynika z dziedziny funkcji).

2Jx+y=0
Po podzieleniu obustronnie przez 2 otrzymuje si¢
x+y—0
Po podniesieniu obustronnie do kwadratu otrzymuje si¢ natomiast:
x+y=0
X ==y
x=0,y=0

Punktem krytycznym funkcji jest zatem Py(0,0), ktory nalezy
do dziedziny funkcji.

szp  O2VEY-1L: E

4 oL _ <y _ 1
T 8x? 4(x+y) 4(x+y)\X+y
e o-zm—m-\/;_y B L
sy? 4(x+y) T ay)EEy
52f 0-2\/Wy—1-1-%+y 1
Syéx 4(x+y) T ary)Ery
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
5 det| ACTOVERY 4GV | _ | AGnVERY 4G VERY|
: 1 1 1 1
CayEFy  aenVEryl | aGrnvEEy T aGery)vEEy

1 1 1 1
N <_ 4(x + y)\/x +y> . <_ 4(x + y)\/x +y> - (_ 4(x +y)\/x + y) - <_ 4(x +y)/x + y)

W zwigzku z tym, ze wyznacznik jest rowny zero, funkcja f(x,y)
moze mie¢ lub moze nie mie¢ ekstremum w punkcie Py (0, 0). Warunek
dostateczny istnienia ekstremum nie rozstrzyga tego.

d) fxy) = ex2+y2+2x
Jest to funkcja zlozona, dlatego nalezy obliczy¢ jako iloczyn pochodnej
funkcji wewnetrznej 1 pochodnej funkcji zewngtrznej, pamigtajac, ze przy
obliczaniu pochodnej po zmiennej x zmienng y nalezy traktowaé jako statg
i na odwrot.
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D = R?
2. w=x?2+y?+2xz=¢e"
Wy =2x +2wy) =2yz = eV =¥tV
§f _ . o X% +y?+2x
P 2x+2)-e
Sf _
oy -
; [@x+2) e =0
: 2y ex2+y2+2x =0

xX%+y2%+2x

2y-e

Obydwa réwnania mozna podzieli¢ obustronnie przez e *¥*+2x,
poniewaz liczba e jest dodatnia, w zwigzku z czym podniesiona
do dowolnej potegi nadal jest dodatnia.

{Zx +2=0

2y=0
x=-1,y=0

Punktem krytycznym funkcji jest zatem Py(—1,0), ktory nalezy
do dziedziny funkcji.

2
4. SL=2. e (20 +2) - (2 +2) @ =
= XtV 2X (452 4 8x + 6)
‘sz_f =2. ex2+y2+2x +2y-2y- ex2+y2+2x — ex2+y2+2x(4y2 + 2)
oy?
62f =0- ex2+y2+2x + (Zx + 2) . Zy . exz+y2+2x _
5ydx
= XYY X (4xy + 4y)
s det [e"zJ'sz'Z"(LLx2 +8x+6) X tVF2X(4xy + 4y) _
eX Y H2X (4xy + 4y) eX +YP+2x (492 4 2)
RIS IO 4x24+8x+6 4xy+4y|
h 4xy + 4y 4y2 +2|

= XY [(4x2 4 8Bx + 6) - (4y% + 2) — (4xy + 4y) - (4xy + 4y)] =
= X’ +Y*H20 . (16x%y? + 32xy? + 24y® + 8x% + 16x + 12 —

—16x%y? — 32xy? — 16y?) =

= ¥+ 425 . (8y? 4 8x? + 16x + 12)



det [ex2+3’2+2x(4x2 +8x46) XY (4xy 4 4y) _
ex2+y2+2x(4xy + 4y) ex2+y2+2x(4y2 +2) e
= e(DH0H2(CD (8. 02 + 8- (1) + 16 (1) + 12) =
4
=e‘1(0+8—16+12)=;

W zwigzku z tym, ze wyznacznik jest wigkszy od zera, funkcja
f(x,y) posiada ekstremum w punkcie Py(—1, 0).

s = e(DPH0H2(D (4. (—1)2 4 8- (—1) +6) =

Poniewaz 527
X Po—1,0)

= 2 > 0, funkcja osigga w tym punkcie minimum.

_ (— 1 . e
F(—=1,0) = gD +0%+2:(-1) = . co daje warto$¢ minimum.
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4. Rachunek catkowy funkcji dwoch zmiennych

Po zapoznaniu si¢ z tre$cig rozdzialu czwartego mozna bez trudu:

e podaé definicje calki podwdjnej, calki po obszarze normalnym, calki
iterowanej;

e zamieni¢ calke po obszarze na calke iterowang;
e obliczy¢ calke iterowana;

e obliczyé¢ calke podwdéjng przy stalych granicach calkowania oraz calke
po obszarze (w tym calke po prostokacie) przy zamianie na calke iterowana.

4.1. Pojecie catki podwdjnej

Rachunek catkowy funkcji dwoch zmiennych w sensie rachunkowym traktowac nalezy
podobnie jak rachunek calkowy funkcji jednej zmiennej omdéwiony w rozdziale
pierwszym niniejszej publikacji. Opiera si¢ na tych samych wzorach i wlasnosciach,
a w przypadku, gdy funkcja podcalkowa jest zlozona badz pod catka znajduje si¢
iloczyn (iloraz) funkcji elementarnych, stosowana jest metoda catkowania przez
podstawianie lub catkowania przez czesci. W przypadku catkowania funkcji dwoch
zmiennych zasadniczo postgpuje si¢ tak samo, przy czym najpierw oblicza si¢ calke
wewnetrzng, a dopiero pozniej catke zewnetrzna. Z kolei w odniesieniu do interpretacji
geometrycznej calki z funkcji jednej zmiennej jako catki sum Riemanna, ktora
identyfikowana byta z polem powierzchni trapezu krzywoliniowego ograniczonego
prostymi x = a,x = b, osig OX i wykresem funkcji f(x,y), calka z funkcji dwdch
zmiennych przybliza objg¢tosé pod wykresem funkcji f(x,y) na pewnym obszarze
D S R? w przypadku, gdy f(x,y) = 0 na tym obszarze.
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Rys. 4.1. Interpretacja geometryczna catki podwajnej

Zanim zostanie zdefiniowana catka podwdjna i ustalony obszar (czyli granice
calkowania po poszczegolnych zmiennych) calkowania, nalezy wprowadzic
definicj¢ obszaru normalnego.

Definicja obszaru normalnego wzgledem osi OX

Obszar normalny w R? wzgledem osi OX to podzbiér D plaszczyzny
z wyroznionym kartezjanskim uktadem wspohrzgdnych, ktory jest ograniczony
dwoma wykresami funkcji ciggtych oraz prostymi rownolegtymi do osi OY.

Obszar normalny wzgledem osi OX jest to zatem zbior punktéw (x, y) spetniajacy
warunek:

a<x<b
{g(x) <y < h(x) 4.1

Proste x = a oraz x = b ograniczajg obszar normalny po prawej i lewej stronie,
natomiast krzywe y = g(x) iy = h(x) odpowiednio od dotu i od gory (rys. 4.2).

Y

Rys. 4.2. Obszar normalny wzgledem osi 0X
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Definicja obszaru normalnego wzgledem osi OY

Obszar normalny w R? wzgledem osi OY to podzbiér D plaszczyzny
z wyrdznionym kartezjanskim uktadem wspotrzednych, ktory jest ograniczony
dwoma wykresami funkcji cigglych oraz prostymi réwnolegtymi do osi OX.

Obszar normalny wzgledem osi OY to zatem zbior punktow (x, y) spetniajgcy warunek:

p) <x<r()
{ c<y<d (4.2)

Proste y = ¢ oraz y = d ograniczajg obszar normalny odpowiednio od dotu oraz
od gory, natomiast krzywe x = p(y) i x= r(y) odpowiednio od lewej i od prawe;j
(rys. 4.3).

r(y)

Rys. 4.3. Obszar normalny wzgledem osi OY

Catkowanie funkcji dwoch zmiennych f (x, y) odbywa si¢ w zaleznosci od sposobu

zapisu catki:

L.

Moze by¢ zapisana w taki sposob, ze granice catkowania dla obu zmiennych
sg stafe.

Definicja catki podwdjnej po stalych granicach catkowania

Niech funkcja dwoch zmiennych f(x, y), ciagla i ograniczona w zbiorze D € R?
(zbior D znajduje si¢ na plaszczyznie XY i nazywa si¢ obszarem) nalezacym
do dziedziny funkcji, bedzie w tym zbiorze catkowalna. Catkg¢ podwojna z funkcji
dwdch zmiennych w statych granicach catkowania zapisuje si¢ jako:

fcd <fabf(x, y)dx) dy (4.3)

d..{anSb
gdzie:{ ) < g

1
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2. Moze by¢ zapisana w taki sposob, ze calkowanie odbywa si¢ po prostokacie,
ktory jest szczegdlnym przypadkiem obszaru normalnego * (poniewaz P jest
to obszar normalny wzgledem osi OX 1 wzgledem osi OY).

Definicja catki podwdjnej po prostokgcie

Niech funkcja dwoch zmiennych f(x, y), ciggla i ograniczona w zbiorze P € R?
(zbior P znajduje si¢ na ptaszczyznie XY i1 nazywa si¢ prostokatem) nalezacym
do dziedziny funkcji, bedzie w tym zbiorze catkowalna. Catke podwdjng z funkcji
dwodch zmiennych po prostokacie zapisuje si¢ jako:

] ] £z, y)dydx (4.4)
P
gdzie: P = [a, b]x[c, d].

3. Moze by¢ zapisana w taki sposob, ze catkowanie odbywa si¢ po obszarze
wyznaczonym przez krzywe, przy czym obszar ten musi by¢ opisany w sposob
umozliwiajacy iteracyjne * catkowanie, np. obszar normalny D wzgledem jednej z osi.

Definicja catki podwdjnej po obszarze normalnym

Niech funkcja dwéch zmiennych f(x,y), ciagla i ograniczona w zbiorze D € R?
(zbior D znajduje si¢ na plaszczyznie XY i nazywa si¢ obszarem normalnym)
nalezacym do dziedziny funkcji, bedzie w tym zbiorze calkowalna. Catke
podwdjna po obszarze normalnym z funkcji dwoch zmiennych zapisuje si¢ jako:

ﬂ f(x,y)dydx 4.5)
D
gdzie:
DAa<x<b,gx)<y<hx)}

lub

f f f(x,y)dxdy (4.6)

D

gdzie:

Dic<sy<dpy)<x=<r)}

3 Obszarem normalnym jest taki obszar, w ktérym co najmniej jedna zmienna zmienia si¢
w stalych granicach (a druga zwykle w zmiennych granicach, tzn. zawartych migdzy
funkcjami). W zapisie pojawia si¢ sformutowanie ,,co najmniej jedna zmienna”, co oznacza,
ze gdy granice dla obu zmiennych sa state, obszar traktuje si¢ jako obszar normalny.

4 Catkowanie iterowane to sposob obliczania catek wielokrotnych (w tym catek podwdjnych),
w przypadku ktorego catkowanie odbywa si¢ kolejno wzgledem poszczegdlnych zmiennych,
a pozostate traktowane sg jako state.
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Kolejno$¢ catkowania uzalezniona jest od zapisu calki, przy czym mozna
ja zmienia¢, jesli funkcja f(x,y) i obszar D (lub prostokat P) spetniaja odpowiednie
warunki regularnosci. Co prawda kolejnos¢ catkowania czasami ma znaczenie — wtedy,
kiedy jedna iteracja prowadzi do prostszych obliczen niz druga — jednak zazwyczaj
obie calki iterowane da si¢ obliczy¢. Najpierw nalezy calk¢ po obszarze zamienic
na calke iterowang.

Definicja catki iterowanej
Niech funkcja dwoch zmiennych f(x,y), ciagla i ograniczona w zbiorze D € R?
(w szczegdlnym przypadku w zbiorze P, gdzie P = [a, b]x[c, d]), bedzie w tym
zbiorze catkowalna. Catke podwojng z funkcji dwdch zmiennych mozna zapisac jako
calke iterowang:
b h(x)
| ( fx y)dy) dx @7
a \Vg(x)
dzic: { as<x<b
9@ <y <h(o)
lub
as/rr®)
| ( fx y)dx) dy (438)
c \Vp»)
. (p) =x<7r()
gdzw.{ c<y<d

e Zamiana calki po obszarze na calke iterowana.
Przyklad 4.1.1
Zamieni¢ catke podwojng po obszarze z funkcji f (x, y) na catke¢ iterowana.

a) Jf [ (x,y)dxdy, gdy D jest ograniczony prosta y = —x + 3 oraz osiami
0X1i0Y.

b) [f, f(x,y)dxdy, gdy D jest trojkatem o wierzchotkach (0, 0), (2, 2), (0, 4).

o) [f, f(x,y)dxdy,gdy D jest ograniczony krzywymi: y = x,x = 0,y = 0,
y=§+1

d) [ff, f(x,y)dxdy, gdy D jest ograniczony krzywymi: xy = 11i |x — y| = 1.

Rozwigzanie:

a) [f » f(x,y)dxdy, gdy D jest ograniczony prosta y = —x + 3 oraz osiami
0OXiO0Y.
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Aby zamieni¢ catke po obszarze normalnym, po ktéorym ma by¢ liczona
z funkcji dwoch zmiennych, na catke iterowana, nalezy wskaza¢ zmienng,
ktora bedzie zmieniata si¢ w statych granicach. Mozna przyjac, ze tg zmienng
bedzie x. Skoro z jednej strony (z lewej) obszar ten ogranicza o$ OY, to jedna
granica catkowania wynosi 0, natomiast, aby wyznaczy¢ druga, wystarczy
obliczy¢ miejsce zerowe funkcji y = —x + 3. W tym przypadku wynosi ono
x = 3. Mozna zatem powiedzie¢, ze zmienna Xx zmienia si¢ w stalych
granicach od 0 do 3.

Zmienng y nalezy w tej sytuacji uzalezni¢ od zmiennej x. Skoro od dotu
obszar ten ogranicza o$ OJX, to dolna granica catkowania wynosi 0, natomiast
gorna jest w punkcie przeciecia wykresu funkcji y = —x + 3 zosig OY. Wynika
z tego, ze to wykres funkcji ogranicza z gory ten obszar, zatem zmienna y
zmienia si¢ w granicach od 0 do —x + 3.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako calke iterowang:

fo 3 ( f e y)dy) dx

Gdyby przyja¢ na odwrdt i wskaza¢ zmienng y jako te, ktora bedzie
zmieniala si¢ w statych granicach, a zmienng x uzalezni¢ od zmiennej y,
wowczas dolna granica calkowania wynositaby 0 z racji tego, ze 0§ OX
ogranicza ten obszar z dotu. Z kolei gorna granica catkowania pokrywataby
si¢ z punktem przecigcia wykresu funkcji y = —x 4+ 3 z osig OY. W tym
przypadku y = 3. Mozna by zatem powiedzie¢, ze zmienna y zmienia si¢
w stalych granicach od 0 do 3.

Analizujac w takim razie, jak zmienna x, uzalezniona od zmiennej y,
zachowuje si¢ wzgledem interesujgcego nas obszaru, nalezy zauwazyc,
ze z lewej strony obszar ten ogranicza o§ OY, w zwigzku z czym dolna
granica calkowania wynosi 0, natomiast gérna znajduje si¢ w punkcie
przecigcia wykresu funkcji y = —x + 3 z osig OX. To zatem wykres funkcji
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b)

ogranicza ten obszar z prawej strony, a zmienna X zmienia si¢ w granicach
od0do3—y.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzglgdem osi OY mozna zapisac
jako catke iterowana:

3 3-y
f ( f, y)dx) dy
0 0

I , f(x,¥)dxdy, gdy D jest trojkatem o wierzchotkach (0, 0), (2, 2), (0, 4).

Tym razem zostanie wyznaczona catka iterowana wytacznie wzgledem osi OX.
Aby zatem zamieni¢ catk¢ po obszarze normalnym, po ktérym ma by¢ liczona
z funkcji dwoch zmiennych, na catke iterowang, nalezy wskaza¢ zmienng x jako
te, ktora bedzie zmieniata si¢ w stalych granicach. Skoro z jednej strony obszar ten
ogranicza o$ OY, to jedna granica catkowania wynosi 0, natomiast, aby wyznaczy¢
druga, wystarczy przyjaé pierwsza wspohrzedng wierzcholka trojkata, ktory
usytuowany jest w punkcie (2, 2). Mozna zatem powiedzie¢, ze zmienna X zmienia
sie w stalych granicach od 0 do 2.

Zmienng y w takim przypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Tym razem
od dotu obszar ten ogranicza funkcja y = x, zatem dolna granica catkowania
wynosi x, natomiast z gory obszar ogranicza funkcja y = —x + 4, zatem
zmienna y zmienia si¢ w granicach od x do —x + 4.

Wobec powyzszego calke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisaé
jako catkg iterowana:

jo 2 ( f e y)dy) dx

JI, f(x y)dxdy, gdy D jest ograniczony krzywymi: y = x,x = 0,y = 0,
y= §+ 1.



y=X

y=3+1

P,
P, ‘ X

Obszar zawarty migdzy danymi funkcjami nie jest jednoznacznie obszarem
normalnym (traktowany w calosci). Mozna jednak podzieli¢ go na mniejsze
obszary, ktore beda obszarami normalnymi (na rysunku zaznaczono jako P;
i Py). Tym razem zostanie wyznaczona calka iterowana wytgcznie wzgledem
osi OX. Aby zatem catke po obszarze normalnym, po ktérym ma by¢ liczona
z funkcji dwdch zmiennych, zamieni¢ na catke iterowana, nalezy wskazaé
zmienng X jako tg, ktora bedzie zmieniala si¢ w statych granicach. Obszar
calkowania po zmiennej X nalezy w tym przypadku podzieli¢ na dwa obszary:
od x; do x, oraz od x, do x53. Aby wyznaczy¢ granice catlkowania po zmiennej

X, wystarczy wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji y = §+ 1 (celem

wyznaczenia punktu x;) i funkcji y = x (celem wyznaczenia punktu x,) oraz
punkt przecigcia obu tych funkcji (celem wyznaczenia punktu x3).

§+1=0 x=0 {y=§+1
o122 =0 y=x
S+1=x/
X1 =-2 2
2

Uwzgledniajac podzial obszaru catkowania na dwa mniejsze obszary
(zaznaczone na rysunku jako P;, P,), w celu obliczenia pola catego obszaru, nalezy
utworzy¢ ich sumg, przy obliczonych granicach catkowania po zmiennej x.

Zmienng y w takim wypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Ustalajac
granice catkowania dla poszczegdlnych obszarow po zmiennej y, nalezy
wskazywa¢ odpowiednie funkcje ograniczajace te obszary od dotu i od gory.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako sume catek iterowanych:
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Z+1
( f(x, y)dy) dx +

X

sz
X

1

X3
+f
x

2

0 X1 2/ ~x
- f ( ’ f(x.y)dy)dx+ f (f f(x,y)dy>dx
-2 X 0 E+1

d) [Jf, f(x,y)dxdy, gdy D jest ograniczony krzywymi: xy = 11i |x — y| = 1.

( |, fex y)dy> dx =

§+1

Tym razem zostanie wyznaczona catka iterowana wylgcznie wzgledem osi
OX. Zatem, aby zamieni¢ calke po obszarze normalnym, po ktorym ma by¢
liczona z funkcji dwoch zmiennych, na catke iterowana, nalezy wskazacé
zmienng X jako t¢, ktora bedzie zmieniala si¢ w statych granicach. Obszar
catkowania po zmiennej x nalezy podzieli¢ na trzy obszary: od x; do x5, od x,
do x5 oraz od x3 do x,. W tym celu trzeba obliczy¢ wszystkie cztery punkty
przeciecia wykresow danych funkcji, rozwiazujac odpowiednie uktady rownan:
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xy = xy=1
x—y:—l x—y=1
Xy = xy=1
y=x+1 y=x-—1
x(x+1)=1 = x(x—1)=1 =
y=x+1 y=x-1
x> +x—1+0 * x2—x—1+
A=1+4=5 0 *
A=1+4=5
—1-v5  —14++5 R S I
1445
2

Uwzgledniajgc  podzial obszaru catkowania na trzy mniejsze obszary
(zaznaczone na rysunku jako P, P,, P3), w celu obliczenia pola calego obszaru
nalezy utworzy¢ ich sume przy obliczonych granicach calkowania po zmiennej x.

Zmienng y w takim przypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Ustalajgc
granice catkowania dla poszczegélnych obszar6w po zmiennej y, nalezy
wskazywa¢ odpowiednie funkcje ograniczajace te obszary od dotu i od gory.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako sume catek iterowanych:

ijz (éﬂlf(x,y)dy) dx +Lj3 (L’:lf(x,y)dy) dx + ,[: <fxif(x,y)dy> dx =
1- —1+\/— 1+V5 1
:f (f f(x, y)dy)dx+f1 s (f f(xy)dy>dx+f1 \/_<f fx, y)dy)dx

<|

I N‘

N
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4.2. Catka z funkcji dwdch zmiennych
przy statych granicach catkowania

e Obliczanie calki z funkcji dwoch zmiennych przy statych granicach catkowania.

Przyklad 4.2.1

Obliczy¢ podang catke z funkcji dwoch zmiennych f(x, y) przy statych granicach

catkowania.
a) Jy J, G +y)dxdy
b) [, [16* +xy?) dx dy
9) fle f23 x? Inly| dx dy
d) fol fo(l_ﬁ)z 2x%ydy dx
Rozwigzanie:

a) J2 [Hx+y)dxdy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewngtrznej, czyli po zmiennej x
(traktujagc zmienng y jako stala). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

1
f(x+y)dx=fxdx+yfdx=5x2.|_xy+c
4 1 4 1 1 ;
f (X+Y)dX=[—x2+xy] =(—'4-2+4-y)—(—-32+3y)=y+_
3 2 3 2 2 2

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

f( +7)d —f d+7fd —12+7 +
yts)dy=|ydy+o|dy=5y"+5y+c

JZ( +7)d —[1 2y ] ]2—<1 22 4. 2) (1 02 42 o)—9
s V) TR TR T 2 2 2 ") "
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b) [ G2+ xy?) dx dy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewngtrznej, czyli po zmiennej x
(traktujac zmienng y jako statg). Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawic granice catkowania.

1 1
f(x2+xy2)dx=fx2 dx+y2fxdx=§x3+§x2y2+c

! 1 1 ! 1 1
2 2y4 :[_3 _22] :<_,13 Z.12. 2)
J_l(x + xy*)dx 3% +2xy_1 3 +2 y
2

1 1 1 1 1 1
(=132 (=1)2- 2)=_ 2422
(3( P A CDTYT =34y 33y =3

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

sz _zfd 2,
3@ T3) T3y TC

J%d _F]4_24 2., _4
L, 3T 3Y,73 3773
JE f7 % inlyl dx dy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewngtrznej, czyli po zmiennej x
(traktujgc zmienng y jako stala). Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawic granice catkowania.

1
fxz Inly|dx = lnyfx2 dx = ln|y|-§x3 +c

3 1 3
J x%In|y|dx = [—x3 lnlyl] =
2 3 2

1 1 8 19
=3 33 - Inly| -3 23 - Inly| + c = 9 Inly| —§ln|y| +c = ?lnlyl +c

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢é calke nieoznaczona
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

19 19 .19
j?Mﬂ®=?JMWW=?@mM—DH
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d)

Calka oznaczona * zostala ponizej obliczona przez cze¢sci:
u=Inly|] v'=1
=)
y
=y4Mﬂ—f%1My+c=WMﬂ—y+c

€19 19 e
f ?lnlyl dy = [?(y Inly| —y)] =
1 1

19 19 19
= <?(e lne—e)>—<?(ln1—1)) =3

2
fol fo(l_ﬁ) 2x%y dy dx

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewnetrznej, czyli po zmiennej y
(traktujac zmienng x jako stala). Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

1
fozydy=2x2fydy=2x2-§y2+c=x2y2+c

f(l_m 22y dy = [y = <x2 (- \/5)2]2) — (x%-0%) =
0

=x?(1-vx)" =22 [(1-Vva)* - (1-VA)’| =
=x?[(1-2vx+x)-(1-2vx +x)] =

= x?[1 - 2vVx + x — 2vx + 4x — 2x\/x + x — 2xVx + x?%| =
= x?[x? — 4xvx — 4/x + 6x + 1] =

= x* + 6x% — 4x3Vx — 4x?Vx + x* =

7 5
=x* 4+ 6x3 +x%—4x2 — 4x2



Obliczong catke po zmiennej y nalezy teraz scatkowac po zmiennej x.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i1 do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

7 5
J(x‘* +6x3 4+ x% —4x2 — 4x7> dx =

7 5
=Jx4dx+6fx3dx+fx2dx—4fx7dx—4jxfdx=

_Sx 4x 3x 9x 7x Cc =
_1 5+3 4_{_1 3 8 g 8 %_{_
_Sx 2x 3x 9x 7x c
1 7 E
f (x4 + 6x3 + x? — 4x2 — 4x2)dy
0
1 3 1 8 9 8 71!
=51 2,4 40 -,3_2.5_ 2.5 =
[Sx +2x +3x 9x 7x .
1 3 1 8 9 8 7
NN R . RO
(5 +2 +3 9 7
1 3 1 8 9 8 7
=—(=-0>+=-0* —-03——-05——-05)=
(5 +2 +3 9
1 3 8 8 1
=—d=Ft=-——=—= = —

Przyklad 4.2.2

Obliczy¢ podang catke z funkcji dwoch zmiennych f(x,y) przy statych granicach
catkowania.

a) fol Jgy?cosx dxdy
b) fom4f0m3 e Y dx dy
9) f(;T f:sin(x +y)dx dy

d) fol f_ll,/l + y dxdy
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Rozwiazanie:

124

a)

b)

fol JEy? cosx dxdy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewnetrznej, czyli po zmiennej x
(traktujac  zmienng y jako stalg). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

Jyz cos x dx=y2Jcosx dx = y?sinx +c

N[]

Vs

L4 T
f y?cosxdx = [y?sinx]3 = y? Sinz—y2 sin0 =
0

=y2,1_y2,0=y2

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢é calke nieoznaczona
i1 do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

1
fyzdy=§y3+c
1 1 .74 1 1 1
Zd — |Z+/3 =_,13___03=_
foy Y [3y]0 3 3 3
fom4f0m3 e Y dx dy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewnetrznej, czyli po zmiennej x
(traktujagc zmienng y jako stala). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

Jex+ydx=fex-eydx=eyfexdx=eyex+c
In3
f e*tVdx = [eYe*]I3 = eYe!™ —eYe? = 3eY — ¥ = 2e”
0
Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.

Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

f2€ydy=2feydy=2ey+c

In4
f 2eYdy = [2eY]i* = 2e"*—2e°=8-2=6
0



c)

d)

f: f: sin(x +y)dx dy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewnetrznej, czyli po zmiennej x
(traktujac zmienng y jako stalg). Nalezy zauwazy¢, ze funkcje podcatkowg
trzeba rozwing¢ wedlug wzoru na funkcje trygonometryczng sumy. Mozna
najpierw obliczy¢ calke nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotne;j
wstawi¢ granice catkowania.

fsin(x+y)dx = f(sinx-cosy+cosx-siny) dx =

Jsinx- cosydx+fcosx-siny dx =

cosyfsinx dx + sinyj cosx dx =

=cosy-(—cosx)+siny-sinx =sinxsiny — cos xcos y
s

f sin(x + y) dx = [sinxsiny — cos xcos y|§ =

0

= (sinm-siny —cosm-cosy)— (sin0-siny—cos0-cosy) =
=(0-siny—(—1)-cosy) —(0-siny—1-cosy) =
=cosy+cosy=2cosy

Obliczong catk¢ po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calk¢ nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

chosydy=2fcosy dy =2siny+c

Vi
f2cosydy=[ZSiny]{)r:25inn—25in0=0—0=0
0

1,01
fo f_l,/l + y dxdy

Nalezy zacza¢ od obliczenia catki wewngtrznej, czyli po zmiennej x
(traktujac zmienng y jako stalg). Nalezy zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa nie
zawiera zmiennej x, dlatego caly pierwiastek jako stata mozna wytaczy¢ przed
symbol catki. Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong i do wyznaczonej
funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.
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f 1+ydx=,/1+yfdx=x- 1+y+c

1
f 1+ydx=[x-,/1+y]i1=(1-,/1+y)—((—1)-,/1+y)=
-1

=J/1+y+/1+y=2/1+y

Obliczong calk¢ po zmiennej x nalezy teraz scalkowaé po zmiennej y.
Nalezy zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa jest funkcja ztozona, zatem trzeba
wykorzysta¢ metode catkowania przez podstawianie. Podobnie jak poprzednio
mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji
pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

t=1+y
f21/1+ydy=<dt=dy>=

dy =dt

3
t2 2

4
+c=2-§\/§+c=§ Q+y)3+c

=§J(1+1)3 —g\/(1+0)3 =§(\/§— 1)

4.3. Catka z funkcji dwdch zmiennych po prostokacie

¢ Obliczanie calki podwojnej po prostokacie przy zamianie na calke iterowana.

Przyklad 4.3.1

Obliczy¢ podang catke z funkcji dwoch zmiennych f(x, y) po prostokacie P.
a) [f, dxdy P:[2,3]x[0,4]
b) [f, x*ydxdy P:[0,1]x[0,6]
¢) J[, xsinydxdy P={(x,y):0<x<1A0<y<m}

d [, J%yzﬂdxdyp={(x,y):03x51/\OSysn
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Rozwiazanie:

a)

b)

ffp dxdy P:[2,3]x[0,4]

Na poczatku catke po prostokacie nalezy zamieni¢ na catke iterowang.
Zapis P: [2,3]x[0,4] moze sugerowac, ze granice calkowania po zmiennej x
wynosza 2 i 3, natomiast granice catkowania po zmiennej y wynosza 0 i 4.

Wobec tego catka iterowana przyjmuje postac:

4 (3
J J dxdy
0 /2

Mozna tez zapisac t¢ catke przy zmienionych granicach catkowania jako
3 (4
S5 J, dydx.

Pozostajac jednak przy pierwszej wersji, najpierw obliczamy calke
wewngtrzng, czyli po zmiennej x (przy traktowaniu zmiennej y jako statej).
Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji
pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

de=jdx=x +c

3
de=uﬁ=3—2=1
2

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calk¢ nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

de=y+c

4
fdy=bﬁ=4—0=4
0

ffp x%y dxdy P:[0,1]x[0,6]

Na poczatku catke po prostokacie nalezy zamieni¢ na catke iterowana.
Zapis P:[0,1]x[0,6] moze sugerowac¢, ze granice calkowania po zmiennej x
wynoszg 0 1 1, natomiast granice calkowania po zmiennej y wynoszg 0 i 6.
Wobec tego caltka iterowana przyjmuje postac:

6 (1
f f x2y dxdy
0 Jo

Mozna tez zapisac t¢ catke przy zmienionych granicach catkowania jako
1 6
Jo Jy **y dydx.
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W zwiazku z zastosowaniem jednak pierwszej wersji obliczona zostanie
najpierw catka wewnetrzna, czyli po zmiennej x (przy traktowaniu zmiennej
y jako statej). Mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong i do wyznaczonej
funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

1
szy dxdy = ijzdx = §x3y +c

[Cetyanty=[iesy] =2y -tosy=tys
oxy x)’—gx)’z—B Yy—3 y=3yTc

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowac po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢é calke nieoznaczona
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania:

Jl d—lj dy = y2+ “Ley

61 1 .1° 1 1
Zyd =[- 2] 62— =.02=6
fo3y Y=16” 1, T 6 6

JI, xsinydxdy P={(x,y):0<x<1A0<y<m}

Na poczatku catke po prostokacie nalezy zamieni¢ na catke iterowang.
Zapis P = {(x,¥):0 < x <1 A 0 <y < 7} wyraznie wskazuje, Ze granice
catkowania po zmiennej x wynosza 0 i 1, natomiast granice calkowania
po zmiennej y wynosza 0 i m. Wobec tego calka iterowana przyjmuje postac:

fon fol x siny dxdy

Na poczatku obliczona zostanie catka wewngtrzna, czyli po zmiennej x
(przy traktowaniu zmiennej y jako statej). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania:

1 1

fxsinydxdy =sinijdx =siny-zx2 +c =§xzsiny+c

1 . 1 2 . 1 1 3 . 1 2 .
fxsmydxdy=[—x smy] =—-1°:siny——=-0°-siny =
0 2 o 2 2

= Zsmy c



d)

Obliczong catke po zmiennej x nalezy teraz scatkowaé po zmiennej y.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ catke nieoznaczong
1 do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

1 . 1[ . 1 1
fzsmy dy—zfsmy dy—E (—cosy)+c = —Ecosy+c

[} qoiny @y = [-geosy], = —geosm—(~genso) =
Ozsmy y = 2cosyo— 5 cosT 5cos0) =

= 1(1)+11—1
=—> ~ 1=

xy
P A— = 0<x< <y<
ffp Tyt dxdy P={(x,y):0<x<1A0<y<1}

Na poczatku catke po prostokacie nalezy zamieni¢ na catke iterowang.
Zapis P = {(x,y):0 <x <1 A 0 <y < 1} wyraznie wskazuje, ze granice
catkowania po zmiennej x wynosza 0 i 1, natomiast granice calkowania
po zmiennej y wynosza 01 1. Wobec tego catka iterowana przyjmuje postac:

1 1
0o Jo Yx?2+y2+1
Na poczatku obliczona zostanie catka wewngtrzna, czyli po zmiennej x
(przy traktowaniu zmiennej y jako statej). Nalezy zauwazy¢, ze pod catka
wystepuje funkcja ztozona, zatem trzeba wykorzysta¢ metode catkowania
przez podstawianie. Mozna najpierw obliczy¢ calk¢ nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

t=x>+vy2+1

xy x dt, = 2xdx
—————d=y | ———=dx = =
Jx2+y2+1 Jx2+y2+1 dx:ﬁ
2x
1
= Jdt— 1ft_%dt—1 t2+—\/E+—
=y 2\/%—}’2 =3y 1 c=Yy ¢c=
2

=yJx?+y?+1+c

1 xy 1
f ——————— dxdy = [y\/x2+y2+1] =
0 Jx2+y?+1 0

=yJ12+y2+1-yJ02+y2+ 1+ c=yy2+2—yJy2+1+c
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Obliczong catk¢ po zmiennej x nalezy teraz scatkowa¢ po zmiennej y.
Nalezy zauwazy¢, ze pod catka wystepuje funkcja zlozona, zatem trzeba
wykorzysta¢ metode catkowania przez podstawianie (dotyczy to calek
zaznaczonych * 1 **). Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ catke
nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawic granice catkowania.

J(y\/y2+2—y\/y2+1)dy=f(y\/y2+2—y\/y2+1) dy =
— [T FZdy - [ yyTH T @y -

ye+2 t,=y“+1
dt1—2ydy\ dt2—2ydy\

=3 (VO 27 - VO F 1) + ¢

(WyT+2-yfy?+1) dy = E(\/(VZ +2° -0+ 1)3)]: -

e [=N

E (Vaz+2?-Jaz+ 1)3)] - E (V0z+2)5 - (02 + 1)3)] -

%(\/ﬁ-\/ﬁ-x/ﬁ—l)=%(3\/§—4\/§—1)=\/§—%+%



4.4. Catka z funkcji dwdch zmiennych
po obszarze normalnym

e Obliczanie calki podwdjnej po obszarze normalnym przy zamianie na calke
iterowana.

Przyklad 4.4.1

Obliczy¢ podang catke podwojng po obszarze normalnym D.

a) | fD (2xy — 4y) dydx, gdy D jest ograniczony liniami y = x? — 2x oraz
y=2x

0<x<1
b) [f, xy dydx, gdy D: {xz <y<x
o) [ff, (x*+y)dxdy, gdy D jest ograniczony liniami x = 0,y = 1,x+y = 2

d) Jf, e*dxdy,gdy D:{1 <y <2,0<x<In|yl}

Rozwigzanie:

a) ffD (2xy — 4y) dydx, gdy D jest ograniczony liniami y = x? — 2x oraz
y=2x

y=2x

y=x12x
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Calke po obszarze normalnym nalezy zamieni¢ na calkg iterowang. Niech
bedzie to catka iterowana wzgledem osi OX. Zmienna x bedzie zatem
zmieniata si¢ w statych granicach. Obszar catkowania po zmiennej x
wyznaczajg punkty x; (miejsce zerowe funkcji y = x? — 2x) oraz x, (punkt
przecigcia wykresow funkcjiy = x2 — 2x iy = 2x).

x2—2x=0 {y=x2—2x
=2x
x(x—=2)=0 Y

x?% —2x = 2x
x1=0,x2=2

x> —4x =0
x(x—4)=0

x3=OX4=4’

Mozna zatem powiedzie¢, ze zmienna x zmienia si¢ w statych granicach
od 0 do 4.

Zmienng y w takim przypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Ustalajgc
granice catkowania dla poszczegélnych obszar6w po zmiennej y, nalezy
wskaza¢ odpowiednie funkcje ograniczajace te obszary od dotu i od gory.
Od dotu obszar ten ogranicza funkcja kwadratowa y = x2 — 2x, natomiast
od géry funkcja linioway = 2x.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako catke iterowang.

4 2
[ IE, (2xy — 4y)dydx

Obliczona zostanie najpierw calka wewnetrzna, czyli po zmiennej y
(przy traktowaniu zmiennej x jako stalej). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nieoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawic granice catkowania.

J(ny—4y)dy=2xjydy—4jydy=

1 1
=2x-§y2—4-5y2+c=xy2—2y2+c



b)

2x
f (2xy —4y)dy = [xy? = 2y?|%_,, =
X

2-2x
=[x-2x)?=2-2x)*] =[x (x? = 2x)? =2 (x? — 2x)?] =
= [4x3 — 8x%] — [x° — 4x* + 4x3 — 2x* + 8x3 — 8x?]
= —x° + 6x* — 8x3

Obliczong catke po zmiennej y nalezy teraz scatkowaé po zmiennej x.
Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczonag
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

J(—x5+6x4—8x3)dx=—fx5dx+6fx4dx—8jx3dx=

1 1 1 1 6
_ _ .6 2.5 _ Q.. 4 .61 2.5_ 9.4
= 6x +6 5x 8 4x +c 6x +5x 2x*+¢c
4 1 6 4
f (—x5 + 6x* — 8x3)dx = [——x6 +-x5— 2x4] =
0 6 5 0
1 6 1 6
=(—=-4° —-45—2-44)—<——-06 —-05—2-04>=
( 6 * T3 6" T3
_ 4096 1024 12_512
6 5 ~ 15

0<x<1
ffD xydydx gdyD{xZ < y <x

W podanym przyktadzie obszar normalny zostal juz okreslony i nie ma
potrzeby ustalania go jak poprzednio. Z zapisu w nawiasie klamrowym mozna
odczyta¢ funkcje, ktére ograniczajg obszar normalny i1 sg to: x =0
i x = 1 (ktére stanowiga stale granice calkowania po zmiennej x) oraz y = x2
i y =x (ktore stanowig granice calkowania dla zmiennej y uzaleznionej
od zmiennej x).

Mozna zatem naszkicowa¢ wykresy celem wizualizacji obszaru D:

NY
x=0 |x=1

y=x y=x
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Jak wida¢, jest to obszar zawarty miedzy wykresem funkcji kwadratowej
1 wykresem funkcji liniowej na przedziale od 0 do 1. Wobec powyzszego
catk¢ po wskazanym obszarze normalnym mozna zapisa¢ jako catke

iterowana: fol f;z xy dydx.
Najpierw zostanie obliczona catka wewngtrzna, czyli po zmiennej y (przy
traktowaniu zmiennej x jako stalej). Mozna najpierw obliczy¢ calke

nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

_ R _1 .2
Jxydy=x[ydy=x--y*+c=sxy*+c

X 1 X 1 1 1 1
Jyaxy dy = [Exyz]xz =cx-x? —ox(x?)? = Jx% —ox®
Obliczong catke po zmiennej y nalezy teraz scatkowac po zmiennej x.

Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice calkowania.

1 1 1 1
—x3 ——x° = — 3 — = 5 =
f(zx Zx)dx 2fxdx 2fxdx

1 11 1 1
Zx4—5-gx6+c §x4—ﬁx +c

[[r-pe)a= o - o] -

1 1 1 1 3 2 1
— _.14__.16)_<_.04__.06)____ -
(8 12 8 12 24 24 24

1
2

o) [ff, (x*+) dxdy, gdy D jest ograniczony liniami x = 0,y = 1,x +y = 2

Aby wlasciwie wskaza¢ obszar normalny, nalezy zwrdci¢ uwagg, ze jest
to obszar ograniczony wszystkimi wykresami, a zatem zaznaczony na rysunku.



Catke po obszarze normalnym nalezy zamieni¢ na catke iterowang. Niech
bedzie to catka iterowana wzgledem osi OX. Zmienna x bedzie zatem
zmieniala si¢ w stalych granicach. Obszar calkowania po zmiennej x
wyznaczaja punkty x; (wynikajacy z réwnania x = 0) oraz x, (punkt
przecigcia wykresow funkcjiy =1lix +y = 2).

3y -
x+y=2

x+1=2

x2:1

Mozna zatem powiedzie¢, ze zmienna x zmienia si¢ w statych granicach
od0do 1.

Zmienng y w takim przypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Ustalajac
granice catkowania dla poszczegodlnych obszar6w po zmiennej y, nalezy
wskaza¢ odpowiednie funkcje ograniczajace te obszary od dotu i od gory.
Od dotu obszar ten ogranicza funkcja y = 1, natomiast od gory funkcja
liniowa x +y = 2.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako catkg iterowana: fol I 12—x(x2 + vy )dydx.

Obliczona zostanie najpierw catka wewnetrzna, czyli po zmiennej y
(przy traktowaniu zmiennej x jako stalej). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

JO2+y)dy =x? [dy + [ydy = x2y +5y* + ¢

2—x 1 2-x
J (x* +y)dy = [xzy + —yz] =

1 27 L

2 1 2 2 1 .2
=[x (2—x)+§(2—x) ]—[x -1+§-1 ]=
— 2_ .3 _ 12]_[2 1]__3 Ez_ E
—[Zx x°+2 2x+2x x+2— x+2x 2x+2
Obliczong catke po zmiennej y nalezy teraz scatkowaé po zmiennej x.

Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.
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3 3
J(—x3+—x2 —2x +—>dx=

2 2
3 3
=—Jx3dx+zjx2dx—2fxdx+zjdx=
1 31 1 3 1 1 3
=—Zx4+§-§x3—2-§x2+zx+c=—Zx4+§x3—x2+Ex+c
1 3 3 1 1 3 1"
JO(—x3+zx2—2x+§)dx=[—Zx4+zx3—x2+§x]0=

d) [f, e*dxdygdy D:{1<y<2,0<x<Inyl}

Aby wlasciwie wskaza¢ obszar normalny, nalezy zwrdci¢ uwage, ze jest to
obszar ograniczony wszystkimi wykresami, a zatem zaznaczony na rysunku.

Calke po obszarze normalnym nalezy zamieni¢ na catke iterowang. Niech
bedzie to catka iterowana wzgledem osi OX. Zmienna x bedzie zatem
zmieniata si¢ w stalych granicach. Obszar calkowania po zmiennej x
wyznaczaja punkty x; (wynikajacy z réwnania x = 0) oraz x, (punkt
przecigcia wykreséw funkcji x = In|y| iy = 2).

ot =
Inly| = x

x=1In2

x, =1In2

Mozna zatem powiedzie¢, ze zmienna x zmienia si¢ w statych granicach
od 0do In2.
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Zmienng y w takim przypadku nalezy uzalezni¢ od zmiennej x. Ustalajgc
granice catkowania dla poszczegdlnych obszarow po zmiennej y, nalezy
wskaza¢ odpowiednie funkcje ograniczajace te obszary od dotu i od gory.
Od dotu obszar ten ogranicza funkcja x = In|y|, z czego y = e*, natomiast
od gory funkcja liniowa y = 2.

Wobec powyzszego catke po obszarze wzgledem osi OX mozna zapisac
jako catke iterowang: || Olnz fezx e* dydx.

Najpierw zostanie obliczona catka wewnetrzna, czyli po zmiennej y
(przy traktowaniu zmiennej x jako statej). Mozna najpierw obliczy¢ catke
nicoznaczong i do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice
catkowania.

[e*dy=e*[dy =vye*+c
fezx e*dy = [ye*]%x = 2-e* —e* - e¥ = 2% — ¥
Obliczong catke po zmiennej y nalezy teraz scatkowaé po zmiennej x.

Podobnie jak poprzednio mozna najpierw obliczy¢ calke nieoznaczong
1 do wyznaczonej funkcji pierwotnej wstawi¢ granice catkowania.

J(2e* —e?)dx =2 [e*dx — [e* dx = Zex—%e2x+c

in2

In2
J (2e* — e®)dx = [Zex __er] =
0 2 0

1 1
— (Zelnz _ _ezmz) _ <2e° _ _ez-o) —
2 2

(2-2-2-4)-(2:1-2-1) =1
2 2 T2
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5. Réwnania rozniczkowe zwyczajne

Po zapoznaniu sie¢ z tre$cig rozdzialu piatego mozna bez trudu:
e podaé pojecie rownania rézniczkowego zwyczajnego,
e wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne réwnania rézniczkowego,

e wyznaczy¢ rozwigzanie szczegélne réwnania réozniczkowego z wykorzystaniem
zagadnienia poczatkowego (zagadnienia Cauchy’ego),

e rozwigzaé rownanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych,
e rozwigzaé réwnanie rozniczkowe jednorodne i niejednorodne,
e rozwigzaé rownanie rézniczkowe liniowe jednorodne i niejednorodne,

e rozwigza¢ rownanie roézniczkowe drugiego rzedu poprzez sprowadzenie
go do rownania pierwszego rzedu.

5.1. Pojecie rdwnania r6zniczkowego zwyczajnego

Przedmiotem analizy bg¢dzie zagadnienie zwigzku mi¢dzy zmienng niezalezna x, jej
funkcja y i pochodnymi y’, y”, v, ..., y™, ktory mozna zapisa¢ pewnym
réwnaniem, zwanym rownaniem réozniczkowym. Réwnania rézniczkowe dzieli si¢ na:

e zwyczajne — jezeli niewiadoma funkcja zalezy tylko od jednego argumentu

1 problem sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji jednej zmiennej;

e czastkowe — jezeli niewiadoma funkcja zalezy od kilku argumentow
1 problem sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji.

W tej czesci opracowania omowione zostang wylgcznie rOwnania rézniczkowe
zZwyczajne.
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Definicja rownania rozniczkowego zwyczajnego

Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywa si¢ zwigzek
Fou,y,y,y" ., y™) = 0 (5.1)

gdzie:

y = y(x) jest funkcja niewiadoma,

y,y”, ...,y™ to kolejne pochodne szukanej funkcji.

W zaleznosci od rzedu najwyzszej pochodnej wystepujacej w rownaniu okresla
si¢ rzad rownania rozniczkowego zwyczajnego.

e OkreSlanie rzedu réwnania rézniczkowego zwyczajnego.

Przyklad 5.1.1

Okresli¢ rzad rownania rozniczkowego zwyczajnego.
a) y' +5xy?= 10
b) y"+2xy' —x%y3=75
¢) y®+y = 3xy
d) y©® +2y" +1= 4y

Rozwiazanie:

a) y' +5xy%?= 10
Jest to rownanie roézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego, poniewaz
najwyzsza pochodna wystepujaca w tym réwnaniu to pierwsza pochodna.
b) ¥ +2xy —x*y?=5
Jest to rownanie rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego, poniewaz
najwyzsza pochodna wystepujgca w tym réwnaniu to druga pochodna.

¢) y®+y' = 3xy

Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu czwartego, poniewaz
najwyzsza pochodna wystepujgca w tym rownaniu to czwarta pochodna.

d) 1+4+2y"+y® = 4y

Jest to rownanie rozniczkowe zwyczajne rzedu szostego, poniewaz najwyzsza
pochodna wystgpujgca w tym rownaniu to szésta pochodna.
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5.2. Rozwigzanie rownania rézniczkowego

Proces znajdowania rozwigzan réwnan rézniczkowych nazywa si¢ catkowaniem.
Catkg nazywa si¢ jedno lub kilka réwnan wigzacych funkcje niewiadome
ze zmiennymi niezaleznymi w taki sposdb, ze po podstawieniu funkcji
niewiadomych i ich pochodnych do danego réwnania rézniczkowego jest ono
tozsamosciowo spetnione.

Rozwigzaniem rownania rozniczkowego nazywa si¢ calke wyrazajagcg w sposob
jawny zalezno$¢ funkcji niewiadomych od zmiennych niezaleznych.

Definicja rozwigzania rownania rézniczkowego zwyczajnego

Rozwigzaniem lub catka réwnania rézniczkowego F (x, v,y ., y(")) =0
w przedziale (a, b) nazywa si¢ kazda funkcje zmiennej x wyrazong w postaci jawnej,
y = @(x),lub w postaci uwiktanej: h (x,y) = 0, ktéra ma pochodne do rzgdu
n wlacznie i spelnia to rownanie dla x € (a, b).

Funkcj¢ y = ¢(x) nazywa si¢ rozwigzaniem rownania rozniczkowego, jesli staje
si¢ ono tozsamoscia po zastapieniu y przez @(x), y', przez ¢’ (x), ..., y™ lub przez
@™ (x), przy czym zaklada sie (i nie ma specjalnego zastrzezenia), ze rozpatrywane
wielkosci  przyjmuja tylko wartosci rzeczywiste, a rozpatrywane funkcje
sg jednoznaczne.

Dla uproszczenia funkcja ¢ (x) begdzie oznaczana przez y(x). Wobec tego mozna
powiedzie¢, ze funkcje y(x) nazywa si¢ rozwigzaniem lub catkg rownania
rozniczkowego na przedziale (a,b), jezeli jest ona na tym przedziale n-krotnie
rézniczkowalna i zmienia to rOwnanie w tozsamosc.

e Sprawdzanie, czy podana funkcja jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego
ZWYyczajnego.
Przyklad 5.2.1

Sprawdzi¢, czy podana funkcja jest catka (rozwigzaniem) roéwnania rozniczkowego
Zwyczajnego.
a) y=2x,x%y"—2xy + 2y =0

b) y=3x22y"+y —Z-3=0
¢) y=Inlx|,—x%y" +xy +in|x| = y+2
d) y=§,x2y”—3xy'+2=x—1
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Rozwiazanie:

a)

b)

d)

y=2x,x%y" = 2xy' + 2y = 0

Aby sprawdzi¢, czy funkcja y = 2x jest catka podanego rdéwnania
rozniczkowego, nalezy obliczy¢ jej pierwsza i druga pochodna, a nastgpnie
wstawi¢ je do rOwnania, by stwierdzi¢, czy zachodzi tozsamosc.

yl=2’yH=0
x20—-2x24+22x=0
0=0

Z rownania wynika, ze zachodzi tozsamos$¢, zatem podana catka jest
rozwigzaniem tego roéwnania.

y=3x2,%y”+y’—27y—3=0

Aby sprawdzié, czy funkcja y = 3x? jest catkg podanego réwnania
roézniczkowego, nalezy obliczy¢ jej pierwszg i drugg pochodng, a nastgpnie
wstawic je do robwnania, by stwierdzi¢, czy zachodzi tozsamosc.

y'=6x,y" =6

. 2
2 6+6x -2 -3=0
3+6x—6x—3=0
0=0

Z réwnania wynika, ze zachodzi tozsamos$¢, zatem podana catka jest
rozwigzaniem tego roéwnania.

y =lInlx|, —x?y" +xy’ +In|x| = y+2

Aby sprawdzié, czy funkcja y = Inx jest calkg podanego rownania
rozniczkowego, nalezy obliczy¢ jej pierwsza i druga pochodna, a nastgpnie
wstawi¢ je do réwnania, by stwierdzi¢, czy zachodzi tozsamos¢.

li 1 124 1

Yy =2y ==

_xz.(_i)q-x-l + In|x| = In|x| + 2
x2 x

1+1 +nlx| = In|x| +2

Inlx|+2 = In|x| + 2

Z rownania wynika, ze zachodzi tozsamos$¢, zatem podana catka jest
rozwigzaniem tego rownania.

y=%,x2y’”—3xy’+2=x—1
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Aby sprawdzi¢, czy funkcja y = % jest catkg podanego rownania
rozniczkowego, nalezy obliczy¢ jej pierwszg i trzecig pochodna, a nastepnie
wstawi¢ je do rOwnania, by stwierdzi¢, czy zachodzi tozsamos¢.

! 1 144 6

—_ _i m o _ _ 5
y = xz’y _xaﬂy - x4

6 1 6 ,3
22 (-5)=3x-(-5)+2=x-1-S+34+2=x-1
X X X X
Z réwnania wynika, ze nie zachodzi tozsamo$¢, zatem podana catka nie
jest rozwigzaniem tego rownania.

5.3. Rozwigzanie og6lne i rozwigzanie szczegdlne
rownania rézniczkowego

W dalszej czes$ci uwaga zostanie skupiona nie na sprawdzaniu, czy podana catka jest
rozwigzaniem danego rownania, ale na rozwigzywaniu rownan rézniczkowych
zwyczajnych.

Istniejg metody rozwigzywania roéwnan rozniczkowych pewnych szczegoélnych
typow, jednak wiele rownan roézniczkowych nie ma rozwigzan, ktore dalyby sig¢
wyrazi¢ w postaci jawnej. W praktyce matematycznej czgsto informacjg wazniejsza
od samej postaci rozwigzania jest informacja o jego istnieniu (gdyz nie kazde rownanie
rézniczkowe musi je miec). W przypadku rownan rézniczkowych, o ktorych wiadomo,
7Ze maja rozwiazanie, czesto (szczegdlnie w zastosowaniach) wystarczajace jest
znalezienie rozwigzania przyblizonego (np. stosujgc metode aproksymacji). Obecnie
prowadzi si¢ wiele badan nad kolejnymi schematami rozwigzywania rownan
rézniczkowych, poniewaz majg one wiele zastosowan praktycznych.

Przy omawianiu zagadnienia rozwigzywania rownan rézniczkowych pojawiaja
si¢ pojecia rozwigzania ogolnego i rozwiazania szczegdlnego rownania.

Definicja rozwigzania ogdlnego réwnania réiniczkowego zwyczajnego
Rozwigzaniem ogolnym (lub catka ogolng) réwnania rdzniczkowego
F (x, VY, ey y(")) = 0 w przedziale (a, b) nazywa si¢ kazdg funkcj¢ majaca postac:

y(x, C1,Cy, ---;Cn) (52)

zalezng od zmiennej x 1 zawierajaca n dowolnych stalych c¢y,cy, ..., cp
spetniajacych rownanie F (x, VY, ey y(")) = 0 na przedziale (a, b).

Mozna zatem powiedzieé, ze rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego jest
zalezne od n dowolnych statych ¢y, ¢y, ..., cpp.

142



Definicja rozwigzania szczegolnego rownania rozniczkowego wyczajnego
Rozwigzaniem szczegdlnym (lub calka szczeg6lng) roéwnania rozniczkowego
F (x, vy, ...,y(")) = 0w przedziale (a,b) nazywa si¢ kazda funkcje majaca
postac:

y(x) (5.3)
zalezng od zmiennej X, po wstawieniu w miejsce ¢y, Cy, ..., C, W rownaniu (5.2)
konkretnych wartosci tak, aby rownanie F (x, VYV, y(")) = 0 bylo spelnione
na przedziale (a, b).

Rozwigzanie szczegdlne mozna uzyskac, dobierajac odpowiednie wartosci statych
C1,Cy,..,Cn, badz wyliczajagc je na podstawie zagadnienia poczatkowego
(zagadnienia Cauchy’ego).

Definicja zagadnienia poczgtkowego (zagadnienia Cauchy’ego)
Zagadnieniem poczatkowym dla rownania rdézniczkowego F (x, VY, e, y(n)) =
= Onazywa si¢ zagadnienie znalezienia catki szczegdlnej tego rdéwnania,
spetniajacej jednoczesnie warunki poczatkowe:

y(x0) = Yo ¥' (o) = y1 y "V (x0) = Yn-1 (54)
gdzie xg, Yo, V1, --» Yn—1 NAZywa si¢ wartosciami poczatkowymi.

e Wyznaczanie rozwigzania ogélnego réwnania rézniczkowego zwyczajnego.
Przykiad 5.3.1
Wyznaczy¢ rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego zwyczajnego.

a) ¥y =3x%2+1

b) vy =4x3+x + 5

c) ¥’ = 5x*+sinx—3

” 2, x?
d) y =;+7

Rozwiazanie:

a) v =3x%2+1
Jest to rownanie pierwszego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scatkowac je jeden raz. RoOwnanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera
tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie. Ponadto, zwazywszy na to,
Ze jest to rownanie pierwszego rzgdu, przy calkowaniu prawej strony pojawi
si¢ tylko jedna stata catkowania, dlatego nie trzeba jej numerowac.

Calkujac lewa strone, otrzymuje si¢:
L=y
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b)

Calkujac prawa strong, otrzymuje si¢:
P=[(3x*+ 1)dx=3fx2dx+fdx=3-§x3+x+c=x3+x+c

Stad: L =P < y = x3 + x + ¢, czyli rozwigzanie ogdlne.
y' = 4x3+x + 5

Jest to réwnanie drugiego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scatkowac je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera tylko
y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie. Ponadto, zwazywszy na to, ze jest
to rownanie drugiego rzgdu, przy calkowaniu prawej strony pojawia si¢ dwie state
catkowania (przy kazdym catkowaniu po jedne;j), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lews strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:

P=f(4x3+x+5)dx=4fx3dx+fxdx+5fdx=

14,1, a1
=4-Zx +Ex +5x+c¢ =x +Ex +5x+¢

Stad:
1
L=P & y’=x4+zx2+5x+cl

Catkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac drugi raz prawg strong, otrzymuje si¢:

1
P=J<x4+§x2+5x+01>dx=

1
=Jx4dx+§fx2dx+5fxdx+clfdx=

1. 11, 1, 1. 1. 5,
=X +E-§x +5-Ex +cox+c; =X +8x +§x +cox+c;

Stad: L=P & y = %x5 + £x3 + ;xz + c1x + ¢, czyli rozwigzanie
ogolne.
y” = 5x*+sinx —3

Jest to rownanie trzeciego rzedu, zatem aby znalezC rozwigzanie, nalezy
scatkowac je trzy razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera tylko
y, a prawa tylko x, co wlatwia rozwigzanie. Ponadto, zwazywszy na to, ze jest
to rownanie trzeciego rzedu, przy catkowaniu prawej strony pojawig si¢ trzy state
catkowania (przy kazdym catkowaniu po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.



Catkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje sie:
L — y!!
Calkujac pierwszy raz prawa strone, otrzymuje sie:

P=J-(5x4+sinx—3)dx=51x4dx+fsinx dx—3de=

1
=5 -§x5 + (—cosx) —3x +¢; =x°
Stad:

L=P & y'=x

—cosx—3x+¢

>—cosx—3x+c¢

Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac drugi raz prawg strong, otrzymuje sig:

P=f(x5—cosx—3x+c1)dx=

=fxsdx—fcosxdx—3fxdx+c1fdx=

= Lee i 3 sx?toxto, = 2xb—si S i b eyx+
= 6x sinx 2x c1x + ¢y —6x sinx Zx c1x + ¢y
Stad:

L=P & vy =%x6—sinx—%x2 +cix+ ¢y
Calkujac trzeci raz lewg strong, otrzymuje sig:
L=y

Calkujac trzeci raz prawg strone, otrzymuje si¢:

1 3
P =f(gx6—51nx—5x2 +c1x+cz)dx =

1 3
=gfx6dx—fsinxdx—5fx2dx+clfxdx+c2fdx=

_11, 3.1, 2 —
—6'736 +cosx—§-§x +oxttoxt+co=
_1 ., 15 2
—Ex +cosx—5x +c1x°+cyx +c3
Stad: L=P & y =4—12x7+cosx—%x3+clx2+czx+cg, czyli
rozwigzanie ogodlne.
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y o 2 x?
d) y =x_2+?

Jest to rownanie drugiego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scalkowa¢ je dwa razy. Réwnanie jest w takiej postaci, ze lewa strona
zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie. Ponadto,
Zwazywszy na to, ze jest to roOwnanie drugiego rzedu, przy catkowaniu
prawej strony pojawia si¢ dwie state catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:

P—f 2 %) —fzd +fx2d —zf ~2q +1f 2y =
= P 2 X = xzx ) X = X X > x-ax =

Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac drugi raz prawg strong, otrzymuje sig:

= — -1 1 3 = — 1 l 3 —
P 2x +6x +c; )dx 2 xdx+6 x°dx +cy | dx

11 1
==2-Inlx|+=~x*+cx+c, = —2ln|x|+ﬁx4+01x+cz

6 4
Stad: L=P & y=—-2In|x|+ ix‘* + c1x + ¢y, czyli rozwigzanie
ogoblne.
Przyklad 5.3.2

Wyznaczy¢ rozwigzanie ogdlne rownania rozniczkowego.
a) y’ = 2e*+ In|x|

b) y" =x2%e*
il

)y =—

d) yIH — e3x+2
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Rozwiazanie:

a) y’ = 2e*+In|x|
Jest to rébwnanie drugiego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scatkowaé je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona
zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie. Ponadto,
Zwazywszy na to, ze jest to rownanie drugiego rzedu, przy catkowaniu
prawej strony pojawiag si¢ dwie stale catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:
P=[(2e*+In|x])dx =2 [e*dx+ [In|x| dx =
(u =ln|lx] v' =1

, 1 >=Zex+xln|x|—fl-xdx=
u' == v=x x

= 2e* + x In|x| —de =2e* +xn|x|—x + ¢,

Stad:
L=P & y =2e*+xn|x|-x+¢

Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y

Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:

P= J(Zex +xIn|x| —x+c¢) dx =

=2fexdx+fx-lnlxldx—fxdx+c1fdx=

u=lInlx|] v =x
(T
u =- v==x

x 2
=2e* +oxtinlx| =5 | x* o de—ox* taxte =
=2ex+llen|x|—l-—x2—1x2+c x+c, =
2 2 2 2 e
x 1 2 3 2
= 2e +Ex lnIxI—Zx +cix + ¢y

Stad: L =P & y = %xz (lnlxl - g) + 2e*+cyx + c,, czylirozwigzanie
ogolne.
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b)

yn — x2 ex

Jest to rownanie drugiego rzedu, zatem aby znalezé rozwigzanie, nalezy
scatkowa¢ je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera
tylko y, a prawa tylko x, co utatwia rozwigzanie. Niemniej nalezy zauwazy¢, ze
prawa strona rownania jest iloczynem, wigc przy catkowaniu trzeba wykorzystac
metode catkowania przez czgsci. Ponadto, zwazywszy na to, Ze jest to rownanie
drugiego rzedu, przy catkowaniu prawej strony pojawig si¢ dwie state catkowania
(przy kazdym catkowaniu po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:

— 42 I 5X
P=fxzexdx=(u,_x 17_e)=xz-e"‘—fo-e"dx=
u' =2x v=e*

— I — 5, X
=27 VI8 e calee feran)-

= x2e* — 2xe* + 2e* + ¢,

Stad:
L=P & y =x%e*—2xe* +2e*+ ¢,
Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:

L=y
Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:

P= J(xzex —2xe* +2e* + ¢;) dx =

=Jxzexdx—ZJxexdx+2fexdx+cljdx=

= x2e* — 2xe* + 2e* — 2xe* + 2e* + 2e* + c;x + ¢y =
= x2%e* — 4xe* + 6e* +c1x+c2

Stad: L = P & y = x2e* — 4xe* + 6e* + c,x + c,, czyli rozwigzanie
ogolne.

1 _ In|x|

T x

Jest to réwnanie pierwszego rzedu, zatem aby znalez¢é rozwigzanie,
nalezy scatkowac je jeden raz. ROwnanie jest w takiej postaci, ze lewa strona
zawiera tylko y, a prawa tylko x, co utatwia rozwigzanie. Niemniej nalezy
zauwazyC, ze prawa strona rownania jest ilorazem, wigc przy catkowaniu
trzeba wykorzysta¢ metod¢ calkowania przez czesci. Ponadto, zwazywszy
na to, zZe jest to rOwnanie pierwszego rzedu, przy catkowaniu prawej strony
pojawi si¢ jedna stata calkowania, dlatego nie ma potrzeby jej numerowac.



Calkujac lewa strone, otrzymuje sie:
L=y
Calkujac prawg strong, otrzymuje si¢:
1
In|x| 1 u=Inlx| v'= p
P=f dx=f—-ln|x|dx= =
x X 1

!

u' =—  v=lIn|x|
X

1
= (In|x|)? —f; In|x| dx

Jak widac, calka, ktdra pojawita si¢ w wyniku po prawe;j stronie, jest doktadnie
taka sama jak catka po lewej stronie, ktora jest obliczana. W tym momencie nalezy
przejs¢ na rownanie catkowe:

f% In|x| dx = (In]x|)? — f% - In|x| dx
2[% In|x| dx = (In|x])? + ¢
f% In|x| dx = %(lnlxl)2 +c

Stad: L=P & y = %(lnlxl)2 + ¢, czyli rozwigzanie ogdlne.

d) y”’ — e3x+2

Jest to roOwnanie trzeciego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scalkowac je trzy razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera
tylko y, a prawa tylko x, co utatwia rozwigzanie. Niemniej nalezy zauwazy¢,
ze prawa strona rownania jest funkcja ztozong, wigc przy catkowaniu trzeba
wykorzysta¢ metodg catkowania przez podstawianie. Ponadto, zwazywszy
na to, ze jest to rownanie trzeciego rzgdu, przy catkowaniu prawej strony
pojawig si¢ trzy stale calkowania (przy kazdym catkowaniu po jednej), dlatego
nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:

L — y”
Catkujac pierwszy raz prawg strone, otrzymuje si¢:
t=3x+2
_ 3x+42 _ | dt=3dx \_1,t g, _ 1t _ 1 3x42
P=fe dx = X |=sfetdt=Zef +c; =3e + ¢
dx = —
3
Stad:

1
L=P & y" =§e3x+2+61
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Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y’
Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:
1 1
P=] (§e3x+2 + cl)dx =§fe3x+2 dx+ ¢, [dx =

t=3x+2

= 1 1
e 3th =§fetdt+clx+02=§et+clx+cz=

dx = —

3

= §e3x+2 +cx+cy

Stad:
L—P<=)y— e3*2 ycix + ¢y

Calkujac trzeci raz lewa strong, otrzymuje sig:
L=y
Calkujgc trzeci raz prawg strong, otrzymuje si¢:

1 1
P= J (663’”2 +cx+c, )dx =§
Stad: L=P < y=—e3*242 clx + cyx + 3, czyli rozwigzanie

ogolne.

e Wyznaczanie rozwigzania szczegélnego réwnania rézniczkowego zwyczajnego.
Przyklad 5.3.3

Wyznaczy¢ rozwigzanie szczegdlne rdéwnania rozniczkowego przy podanym
zagadnieniu poczatkowym.

a) y=2x3y(1) =4

b) y'=4y(1)=4y'(1)=3

c) y'=x*y(0)=2,y(0)=5

d y"=x -2y@=-2y@=-2y"2) =2

Rozwigzanie:
a) y =2x3y(1) =4

Zanim zostanie obliczona catka szczegodlna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogodlne.
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Podane rownanie jest rownaniem pierwszego rzedu, zatem aby znalez¢
rozwigzanie, wystarczy scatkowaé je jeden raz. Rownanie jest w takiej
postaci, ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia
rozwigzanie. Ponadto, zwazywszy na to, ze jest to roOwnanie pierwszego
rzgdu, przy catlkowaniu prawej strony pojawi si¢ jedna stala catkowania,
dlatego nie ma potrzeby jej numerowac.

Calkujac lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y

Catkujac prawg strone, otrzymuje si¢:
P=f2x3dx=2fx3dx=2-%x4+c=%x4+c

Stad:L =P & y = %x“ + ¢ *, czyli rozwigzanie ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(1) = 4.

W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c¢. Po wstawieniu
do tego rownania danych z zagadnienia poczatkowego y(1) = 4 mozna wiec
obliczyc¢ stalg c.

4 ! 1* + ’
= —- B = —
2 €T T3

Z tego wynika, ze wstawiajgc obliczone ¢ =% do rozwigzania ogolnego,
otrzymuje si¢ y = %x‘* + %, czyli rozwigzanie szczegolne.
b) y'=4y(1)=4y'(1)=3

Zanim zostanie obliczona catka szczegblna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogolne.

Podane rownanie jest réwnaniem drugiego rzedu, zatem aby znalezé
rozwigzanie, nalezy scatkowac je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze
lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co utatwia rozwigzanie. Zwazywszy
na to, ze jest to rownanie drugiego rzedu, przy catkowaniu prawej strony pojawig
sie dwie state catkowania (przy kazdym catkowaniu po jednej), dlatego nalezy je
ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje si¢:
P=[4dx=4[dx=4x+¢

Stad:
L=P & y=4x+c¢ *

Catkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y
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Calkujac drugi raz prawa strong, otrzymuje sig:

P=f(4x+cl)dx=4fxdx+clfdx=

1, 2
=4-Ex +cx+c=2x+cx+cy

Stad: L = P < y = 2x? + ¢yx + ¢, **, czyli rozwigzanie ogdlne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(1) =
= 4,y'(1) = 3. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c;.
Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego
y'(1) = 3 mozna wiec obliczy¢ stalg c;.
3=4'1+C1 = C1=_1

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego c¢; oraz danych
z zagadnienia poczgtkowego y(1) = 4 mozna obliczy¢ stalg c,.
4=2-124+(-1)"14c, =c, =3

Stad, wstawiajac obliczone ¢; = —1 oraz ¢, = 3 do rozwigzania og6lnego,
otrzymuje sie y = 2x2 — x + 3, czyli rozwigzanie szczegolne.
Yy’ =x*y(0)=2,y'(0)=5

Zanim zostanie obliczona catka szczegodlna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogolne.

Podane réwnanie jest rownaniem drugiego rzedu, zatem aby znalez¢
rozwigzanie, nalezy scatkowac¢ je dwa razy. Rdwnanie jest w takiej postaci,
ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie.
Zwazywszy na to, ze jest to rownanie drugiego rzedu, przy catkowaniu
prawej strony pojawia si¢ dwie stale catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje si¢:
P=fx2dx=§x3+c1

Stad:
L=P o y=2x+c*

Catkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y



d)

Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:

1 1 5
P=J<§x +cl) dx=§Jx dx+cljdx=

. S
=37 taxrta=gxtaxto

Stad:L =P & y = 1—12x4 + c1x + ¢, **, czyli rozwigzanie ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(0) =
= 2,y'(0) = 5. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stala c;.
Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego
y'(0) = 5 mozna wigc obliczy¢ statg c;.

L s
5=§'0 +C1 = C1=5
Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego ¢, oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y(0) = 2 mozna obliczy¢ stalg c,.
2=1—12'04+C1'0+C2 :>C2 =2
Stad, wstawiajac obliczone ¢; = 5 oraz ¢, = 2 do rozwigzania ogdlnego,
otrzymuje si¢ y = %x‘* + 5x + 2, czyli rozwigzanie szczegodlne.

) ! 5 n
Zanim zostanie obliczona catka szczegodlna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogolne.

Podane réwnanie jest roOwnaniem trzeciego rzgdu, zatem aby znalez¢
rozwigzanie, nalezy scatkowac je trzy razy. Rownanie jest w takiej postaci,
ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie.
Zwazywszy na to, ze jest to roOwnanie trzeciego rzedu, przy catkowaniu
prawej strony pojawig si¢ trzy state catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y

Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:
P=f(x—2)dx=fxdx—2fdx=%x2—2x+c1

Stad:
L=P & y”=%x2—2x+61*

Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje sig:
L=y
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Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:

1 1
p:J(§x2—2x+cl) dx=§fx2dx—2fxdx+cljdx=

11, 1, 1, 2
:E-gx —Z-Ex +clx+cz=gx —x“+cx+c
Stad:

, 1
L=P &y =gx3—x2+clx+cz**

Calkujac trzeci raz lewg strong, otrzymuje sig:
L=y

Calkujac trzeci raz prawg strone, otrzymuje si¢:

1 2
P = (gx -X +clx+cz> dx =

1
=gjx3dx—fx2dx+cljxdx+czfdx=

R
—64x 3x Cq 2x X + C3
Y R P
—24x 3x chx Cx + C3

Stad: L=P & y= ix“ - §x3 + %clxz +cx+ g FEE czyli
rozwigzanie ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(2) =
=-2,y'(2)=-2y"(2)=2.

W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c;. Po wstawieniu
do tego rOwnania danych z zagadnienia poczatkowego y''(2) = 2 mozna
wigc obliczy¢ stata c;.
2=2:22-224¢c; = ¢ =4

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego ¢, oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y'(2) = — g mozna obliczy¢ stalg c,.

—2=22%-2244-24¢, = =7

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego *** obliczonych c,, ¢, oraz
danych z zagadnienia poczatkowego y(2) = —2 mozna obliczy¢ stalg c3.

oL 94 _1 53,1 492 7. —
2= 2t = 23424224 (7)) 24 = ;=6



Stad, wstawiajac obliczone ¢; = 4, ¢, = —7 oraz ¢; = 6 do rozwigzania
ogolnego, otrzymuje si¢: y = ix‘*
szczegolne.
Przyklad 5.3.4

- §x3 + 2x2 — 7x + 6, czyli rozwigzanie

Rozwigza¢ problem Cauchy’ego.
a) ¥y’ =3nlx| y(1) =3,y'(1) =0
b) y"' =xsinx y(0)=2,y'(0)=1
¢c) y =3xvx?2+1y(0)=6
d) ¥ =e*y(0)=1,y'(0)=3,y"(0) =1

Rozwiazanie:

a) y' =3Inlx| y(1)=3,y'(1) =0
Zanim zostanie obliczona catka szczegdlna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogolne.

Podane réwnanie jest rownaniem drugiego rzedu, zatem aby znalez¢
rozwigzanie, nalezy scalkowac je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci,
ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie.
Zwazywszy na to, ze jest to roOwnanie drugiego rz¢du, przy catkowaniu
prawej strony pojawiag si¢ dwie stale catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:

u=Inlx|] v' =1
P=J31n|x|dx=3jln|x|dx=( , 1 ):
u

= — V=X
X
1
=3(x-ln|x|—J;-xdx)=3xln|x|—3x+01

Stad:
L=P & y=3xIn|x| -3x+c *
Catkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:

L=y
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b)

Calkujac drugi raz prawa strong, otrzymuje sig:

P =J(3x Inlx| —3x+c¢;)dx =

u=Inlx|] v’

=x
=3fxln|x|dx—3fxdx+c1fdx=< , 1 1 2):
u =- v=3x

x

= 3(%x2-ln|x|—f%x2 -idx) -3 -%xz +ox+c =
=—x2In|x| _3 lx2 ——x2+cx+c, = Ex2 In|x| —gx2 + x4y

2 2 2 2 2 4

Stad: L=P & y = %xz In|x| —%xz + c1x + ¢y **, czyli rozwigzanie
ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(1) =
= 3,y'(1) = 0. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stala c,.
Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego
y'(1) = 0 mozna wigc obliczy¢ statg c;.
0=3-1"In1-3-14+¢; > ¢, =3

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego c¢; oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y(1) = 3 mozna obliczy¢ stalg c,.
3=2:12-In1-2-1243-14¢, =, =~

Stad, wstawiajac obliczone ¢; = 3 oraz ¢; = z, do rozwigzania ogolnego,
otrzymuje si¢ y = %xz In|x| — zxz +3x+ %, czyli rozwigzanie szczegolne.

y'" =xsinx y(0) =2,y'(0) =1
Zanim zostanie obliczona catka szczegblna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogdlne.

Podane réwnanie jest rownaniem drugiego rzedu, zatem aby znalezé
rozwigzanie, nalezy scalkowac je dwa razy. Rownanie jest w takiej postaci,
ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia rozwigzanie.
Zwazywszy na to, ze jest to roOwnanie drugiego rz¢du, przy catkowaniu
prawej strony pojawia si¢ dwie state catkowania (przy kazdym catkowaniu
po jednej), dlatego nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y
Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje sie:
u=x v =sinx

szxsinde=(ur=1 V=—C0SX

= —xcosx +sinx +cq

)= —xcosx+ [cosxdx =



Stad:
L=P & y =sinx—xcosx+c; *
Calkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y
Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:
P = [(sinx —xcosx+cy)dx = [sinx dx— [xcosxdx + ¢, [dx =
_ (ul= x v = cgsx) _
u' =1 v=sinx

—cosx—(xsinx—fsinx dx)+clx+c2 =

=—cosx—xSinx —cosx+cix+c, =—xsinx—2cosx+cx+c,
Stad: L =P & y = —xsinx — 2cos x + ¢1x + ¢, **, czylirozwigzanie
ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(0) =
=2,y'(0) = 1. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c;.
Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego
¥'(0) = 1 mozna wigc obliczy¢ statg c;.
1=5in0—-0-cos0+c¢c; = ¢, =1

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego c¢; oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y(0) = 2 mozna obliczy¢ stalg c,.
2=—(0)-sin0—2cos0+1-04+¢c; =>c, =4

Stad, wstawiajac obliczone ¢; = 1 oraz ¢, = 4 do rozwigzania ogdlnego,
otrzymuje si¢ y = —x sinx — 2 cos x + x + 4, czyli rozwigzanie szczegodlne.

y' =3xVvx?+1y(0)=6

Zanim zostanie obliczona catka szczegodlna, nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie ogodlne.

Podane rownanie jest rOwnaniem pierwszego rzedu, zatem aby znalez¢
rozwigzanie, wystarczy scatkowaé je jeden raz. ROwnanie jest w takiej
postaci, ze lewa strona zawiera tylko y, a prawa tylko x, co ulatwia
rozwigzanie. Niemniej nalezy zauwazyC, ze z prawej strony roéwnania
wystepuje funkcja zlozona, zatem trzeba skorzysta¢ z metody catkowania
przez podstawianie. Ponadto, zwazywszy na to, ze jest to roéwnanie
pierwszego rzedu, przy calkowaniu prawej strony pojawi si¢ jedna stala
catkowania, dlatego nie ma potrzeby jej numerowac.

Calkujac lewa strong, otrzymuje si¢:
L=y
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d)

Catkujac prawg strone, otrzymuje si¢:

t=x2+1
— 1
P=f3x x%2+1dx = dt—ZJ(cicix =3'Ef\/fdt=
dx = —
2x
3 1 3 23
=Eft7dt=5-§t7+c=\/t_3+c= (x2+1)3+c

Stad:L =P & y =./(x?+ 1)3 + ¢ *, czyli rozwigzanie ogdlne.
W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(0) = 6.

W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c. Po wstawieniu do tego
rownania danych z zagadnienia poczatkowego y(0) = 6 mozna wiec obliczy¢
stalg c.

6=4(0?+1)34¢c = c=5
Stad, wstawiajgc obliczone ¢ =5 do rozwigzania ogolnego, otrzymuje
sicy = +/(x% 4+ 1)3 + 5, czyli rozwigzanie szczegdlne.
mnr 1 ! 1 n
y =92x)’(0)=z:y (0)=5:y (0)=1

Jest to réwnanie trzeciego rzedu, zatem aby znalez¢ rozwigzanie, nalezy
scalkowac je trzy razy. Rownanie jest w takiej postaci, ze lewa strona zawiera
tylko y, a prawa tylko x, co utatwia rozwigzanie. Niemniej nalezy zauwazy¢,
ze prawa strona rownania jest funkcja ztozong, wigc przy calkowaniu trzeba
wykorzysta¢ metode calkowania przez podstawianie. Ponadto, zwazywszy
na to, ze jest to rownanie trzeciego rzgdu, przy catkowaniu prawej strony
pojawig si¢ trzy stale calkowania (przy kazdym catkowaniu po jednej), dlatego
nalezy je ponumerowac.

Calkujac pierwszy raz lewa strong, otrzymuje si¢:

L - y”
Calkujac pierwszy raz prawg strong, otrzymuje si¢:
t=2x
— 1 1 1
P=[e**dx= d; —_Z%x =_Jefdt=Zef+o =2 +¢
=3
Stad:

L=P & y'=Ze¥+c*
Catkujac drugi raz lewg strong, otrzymuje si¢:
L=y’



Catkujac drugi raz prawg strone, otrzymuje si¢:

t=2x
P=f(%e2x+cl)dx=%fe2xdx+clfdx= d(§=2§ltx =
X =—

2

L . 1. 1,
=7/ e dt +c1x + ¢, ==7¢ +clx+cz=zex+clx+cz

Stad:
L=P <y =%e2x+clx+cz ok

Calkujac trzeci raz lewa strong, otrzymuje sig:
L=y

Calkujac trzeci raz prawg strong, otrzymuje sig:

1 o
P = (Ze +clx+cz>dx=

t=2x
1 =
=Zfe2xdx+c1fxdx+czfdx= dt thx =
dx=?
1 t 1,
=§Je dt+cl-§x +cx+c3 =
1., 1 5 1oow, 1 2
=§e +Eclx +c2x+c3=§e +Ec1x + cx + 3

Stad: L=P & y = %ezx + %clxz + cyx + c3 *** czyli rozwigzanie
ogolne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(0) =
=3y (@ =3y"0=1

2V >V :

W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stala c;. Po wstawieniu
do tego rownania danych z zagadnienia poczatkowego y''(0) = 1 mozna
wigc obliczy¢ stalg c;.

1 1
1=-— 20 =+ =S = —
5 € c1 €1=3

W rozwigzaniu zaznaczonym ** wystepuje stata c,. Po wstawieniu
do tego rownania danych z zagadnienia poczatkowego y'(0) =% mozna
wigc obliczy¢ stalg c,.

1 1 1 1

E=Z€2.0+§'0+C2 = =Z
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W rozwigzaniu zaznaczonym *** wystepuje stata c3. Po wstawieniu
, . . 1. .
do tego rownania danych z zagadnienia poczatkowego y(0) = L mozna wigc
obliczy¢ stalg c;.

1 12_0+1 102+1 04 1
- == — —_ = = —
1-8° 722 4 T T STy
Stad, wstawiajac obliczone ¢; = %, cy = %, Cc3 = %do rozwigzania ogolnego,

_ 1 1 1 1 . . . ,
otrzymuje si¢ y = 3 e?* + sz + e + > czyli rozwigzanie szczegolne.

5.4. Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Dotychczas rownania rozniczkowe przedstawiane byly w postaci, w ktorej po lewe;j
stronie znajdowaty si¢ funkcja uzalezniona tylko od y i jej pochodne, a po prawej
funkcja uzalezniona od x. Rozwigzanie takiego rownania sprowadzato si¢
do calkowania obu stron tyle razy, ile bylo konieczne do uzyskania po lewej stronie
wylacznie y. Zazwyczaj jednak rownania rézniczkowe wystepuja w bardziej
skomplikowanej postaci, gdzie funkcja uzalezniona od zmiennej x oraz funkcja
uzalezniona od y i jej pochodne wystepuja po obu stronach i nalezy je uporzagdkowac.
Zaktadajac, ze prawa strona jest iloczynem dwoch funkcji, f(x) i g(y), ktore
sa ciagle w pewnych przedziatach, mozna zapisa¢ rownanie y' = f(x) - g(y)
i nazwac je rownaniem o zmiennych rozdzielonych.

Definicja rownania o zmiennych rozdzielonych
Roéwnanie, ktore mozna zapisa¢ w postaci:
y' =fx)91) (5.5)

nazywa si¢ rownaniem o zmiennych rozdzielonych, ktdre w formie rézniczkowe;j
przyjmuje postac:

=f(x) (5.6)
gdy g(y) # 0.

. . . .. d Lo . . .

Z uwagi na to, ze y' mozna zapisac jako ﬁ (poniewaz y jest funkcjg zmiennej x),
dy
dx

rownanie (5.6) mozna zapisac jako )

= f(x). Przeksztalcajac je, otrzymuje sie:

dy _ _
=) 90)

160



Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy =f(x)-g(y)-dx
Dzielac obustronnie przez g(y), otrzymuje si¢:
dy

@ = f(X)dX

W ten sposob uzyskano rownanie o zmiennych rozdzielonych, gdzie funkcja po
lewej stronie uzalezniona jest tylko od zmiennej y, a funkcja po prawej stronie tylko
od zmiennej x. Jest to posta¢ rownania gotowa do catkowania obu stron
po odpowiednich zmiennych.

e Przeksztalcanie réwnania rozniczkowego zwyczajnego do postaci réwnania
o zmiennych rozdzielonych.

Przyklad 5.4.1
Zapisa¢ rownanie rozniczkowe w postaci rdwnania o zmiennych rozdzielonych.
a) 5x2%y’ =2y

b) x(y+ 1)y =y
o) yx+y+xy+1) =1

d 1+x?)y -2J1-y2=0

Rozwiazanie:
a) 5x2%y’ =2y

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
5x2dy = 2y dx
Dzielac obustronnie przez 5x? (zal.: x # 0), otrzymuje sie:

dx

=252
. . ..oady 2dx
Dzielac obustronnie przez y (zat.: y # 0), otrzymuje sig: S = e

Czyli: %dy = é dx, a wiec rownanie o zmiennych rozdzielonych.
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b) x(+ Dy =y

Niech y' = %.

dy
x(r+ D=y
Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
x(y + 1dy = ydx

Dzielgc obustronnie przez x (zal.: x # 0), otrzymuje si¢:

ydx
vy + Ddy = —

Dzielgc obustronnie przez y (zal.: y # 0), otrzymuje si¢ yTH dy = % dx,

czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

) Vix+y+xy+1) =1
dy

Niech y' = o

4 +y+xy+ =1
a(x y +xy )=

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
(x+y +xy + 1dy = dx
x(y+ 1D+ (y+1Dldy = dx
y+ 1D+ 1dy = dx

Dzielac obustronnie przez (x + 1) (zal.:x # —1), otrzymuje si¢
y+1Ddy= idx, czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

d (1+x3)y' —2/1-y2=0

(1 + x2) 3—2: =2/1-y2
Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
1+ x3)dy =21 —y2dx
Dzielac obustronnie przez (1 + x2), otrzymuje sie:

2.1 —y?

“aray @

dy
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Dzielagc obustronnie przez /1 — y? (zal: y € (—1;1)), otrzymuje si¢
1 2
dy

1-y2 T (1+x2)

dx, czyli rbwnanie o zmiennych rozdzielonych.

¢ Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych metoda sprowadzania ich
do postaci réwnan o zmiennych rozdzielonych.

Przyklad 5.4.2

Rozwigza¢ réwnanie o zmiennych rozdzielonych.
a) 2+ eY)y =e¢e*
b) y(x+1)+3=y
c) (1+ eY)yy = e*
d 1 +xyy' =x(1+y?)

Rozwiazanie:
a) 2+ eM)y =e¢€*
Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych
rozdzielonych.

. ) _dy
Niech y' = -
dy
2+ eY)— =¢*
Ct+e) - =e
Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢ (2 + e”)dy = e*dx, czyli
réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L=[Q2+ eY)dy=2[dy+ [e?dy=2y+¢eY
P=[e*dx=¢e* +c
Stad 2y + e¥ = e* + c, czyli rozwiazanie ogdlne (w postaci uwiklanej).
b) y(x+1)+3=y
Najpierw nalezy sprowadzi¢ rownanie do postaci rownania o zmiennych
rozdzielonych.

. ,_dy
Niechy’ = e
dy _
@+ D+3=y
d
d—z x+1)=y-3

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
(x+ 1dy = (y —3)dx
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Dzielac obustronnie przez (x + 1) (zal.: x # —1), otrzymuje sig:

_ -3)
= X

Dzielac obustronnie przez (y — 3) (zal: y # 3), otrzymuje si¢ 3% dy =
= ﬁ dx, czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

. t=y-—-3 1
L=f;dy=<dt=dx>=f;dt=ln|t|=ln ly = 3]
dx =dt
. t=x+1 1
dx = dt

Stad:
Inly-3|=Inlx+1|+c
Ze wzgledu na to, ze stata ¢ jest dowolng liczbg, mozna ja zastapi¢ przez
In|cq].
Inly = 3| =In|x + 1| + In|c|
Inly — 3| = In[cq|x + 1]]

Stad otrzymuje si¢ y — 3 = ¢4 (x + 1), czyli rozwigzanie og6lne (w postaci
uwiktanej).

) (1+ eM)yy =e*

Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych

rozdzielonych.
. ,_dy
Niech y' = o

X

1+ ¢Y) d—y=e
Y dx

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢ (14 e¥) ydy = e*dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

= ,= y
L=J(1+ey)ydy=fydy+Jy'eydy=(u, Yo e)=
u=1 v=eY
1

1
=Ey2+yey—feydy=§y2+yey—ey
P=[e¥dx=e*+c



d)

Stad: % y? +yeY —e¥ = e* +c, czyli rozwigzanie ogdlne (w postaci
uwiktanej).
(1+xDyy" =x(1+y%)

Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych

rozdzielonych.

Niech y' = Z—z.

1+ xz)y% =x(1+y?)
Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
1+ x¥)ydy =x(1+y?)dx

Dzielgc obustronnie przez (1 + x2), otrzymuje sie:

x(1+y?%)
e R
Dzielgc obustronnie przez (1 + y?), otrzymuje si¢ - :/yz dy = 1:;2 dx,

czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

t=1+y?
_ y _[| dt =2yd _1,r1 _1 _1 2
L=[57dy= 3;ty =-[1dt=-In|t| =-In(1+y?)
dy = —
2y
t=1+x?
B —|dt=2xdx | =11l =1 _1 2
P—f1+x2dx— ﬁtx —zftdt—zln|t|—zln(1+x)+c
dx =—
2x
Stad:

1 1
Eln(l +y2) = Eln(l +x)+c

Mnozac obustronnie przez 2, otrzymuje si¢:
m(1+y)=mn1+x*)+c

Ze wzgledu na to, ze stata ¢ jest dowolng liczba, mozna ja zastapi¢ przez
In| cq].

m(1+y?) =mn(1+x2) +n|c|
In(1+y?%) =In[c;(1 + x?)]
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Stad otrzymuje si¢ 1+ y? =c;(1+x2), czyli rozwigzanie ogdlne
(w postaci uwiktane;j).

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych zwyczajnych z zagadnieniem poczatkowym

metoda sprowadzania ich do postaci rownan o zmiennych rozdzielonych.

Przyklad 5.4.3

Rozwigza¢ rownanie o zmiennych rozdzielonych z zagadnieniem poczatkowym.

) ¥ ="5y@=3

b) 2x*—yy =0,y(3) =3V2
©) 2xy'=y,y(4) =2

d) y'+2xy =x,y(0) =%

Rozwiazanie:
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, -1
a) ¥y ="5y(@2)=3

Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych

rozdzielonych.
Niechy’ = 2
iechy’ = —.
dy x-1
dx  y?
Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
x—1
d_’y = F dx

Mnozac obustronnie przez y?2, otrzymuje si¢ y?dy = (x — 1) dx, czyli
réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna przystgpi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajgc do lewej strony
statej catkowania).

L=[y*dy =3y
P=f(x—1)dx=fxdx—fdx=%x2—x+c
Stad:
13-1y2_
3V =3X x+c
Mnozac obustronnie przez 3, otrzymuje sigy> = %xz —3x +c* czyli

rozwigzanie ogdlne (w postaci uwiktanej).
W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(2) = 3.



W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c¢. Po wstawieniu
do tego réwnania danych z zagadnienia poczgtkowego y(2) = 3 mozna wiec
obliczyc¢ stalg c.

3
33=E-22—3-2+c = c=27
Stad, wstawiajgc obliczone ¢ = 27 do rozwigzania ogolnego, otrzymuje

siey3 = %xz — 3x + 27, czyli rozwigzanie szczegblne.

b) 2x%2—yy' =0,y(3) =3v2
Najpierw nalezy sprowadzi¢ roéwnanie do postaci réwnania o zmiennych

rozdzielonych.
. ,_dy
Niech y' = o

2 a4y _
2x ydx—O
}12—;/:23(2

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢ y dy = 2x%dx, czyli
réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystgpi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajagc do lewej
strony stalej catkowania).

1
L=[ydy=3y
P=2fx2dx=2-§x3+c=§x3+c
Stad:
1 2
Eyz = §x3 +c
Mnozac obustronnie przez 2, otrzymuje sigy? = %x‘?’ +c * czyli
rozwigzanie ogdlne (w postaci uwiktanej).
W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(3) = 3+/2.
W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c. Po wstawieniu

do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego y(3) = 3v2 mozna
wigc obliczy¢ statg c.

4
(3\/5)2=§'33+c = ¢=-18

Stad, wstawiajac obliczone ¢ = —18 do rozwigzania ogdlnego, otrzymuje si¢

4 . . . .
y? = §x3 — 18, czyli rozwiazanie szczegolne.

o 2xy' =y, y(4)=2
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Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych
rozdzielonych.

dy

Niech y' = i

2x Z—z =y
Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
2xdy =y dx
Dzielac obustronnie przez 2x (zal.: x # 0), otrzymuje si¢:
dy = % dx
Dzielac obustronnie przez y (zal.: y # 0), otrzymuje si¢ % dy = %dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

1
L=[3dy=Inly|
P=flax=Imm|x|+c
27 x 2
Stad:
Inly] =In|x| +c
Ze wzgledu na to, ze stata ¢ jest dowolng liczba, mozna ja zastapi¢ przez
In|cq .
Inly| =nx|+In|c|
Inly| = In|cVx|
Stad otrzymuje si¢ y = c¢;vx *, czyli rozwiazanie ogolne.
W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(4) = 2.
W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stala c¢;. Po wstawieniu
do tego réwnania danych z zagadnienia poczatkowego y(4) = 2 mozna wiec
obliczyc¢ stalg c;.
2 = Cl\/Z = C]_ = 1
Stad, wstawiajac obliczone c¢; = 1 do rozwigzania ogblnego, otrzymuje
siey = v/x, czyli rozwigzanie szczegdlne.
, 3
d) y'+2xy =x,y(0) =3

Najpierw nalezy sprowadzi¢ réwnanie do postaci rownania o zmiennych
rozdzielonych.
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Niech y' = ay

dx
d
£+2xy=x

dy
— =x—2x
dx Y

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy = x(1 —2y)dx
Dzielagc obustronnie przez (1 —2y) (zal:. y + %), otrzymuje sie

1_12y dy = x dx, czyli rdbwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej strony
stalej calkowania).

t=1-2y
_ (1 —|dt==2dy |- _1¢1, __1 _
L= 1_zydy— dy——dt = thdt— 2ln|t|_

Stad:
~Lmn- 2y| = Ix24¢
2 2
Mnozac obustronnie przez 2, otrzymuje sie— In|1 — 2y| = x? + ¢, czyli
rozwigzanie ogolne (w postaci uwiklane;j).
W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe: y(0) = %

W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna stata c¢. Po wstawieniu

do tego rownania danych z zagadnienia poczatkowego y(0) = 2 mozna wiec

T2
obliczy¢ stalg c.

3
—In 1—2-§| =02+c=c,=—1In2

Stad, wstawiajac obliczone ¢; = — In 2 do rozwigzania ogolnego, otrzymuje
sic — In|1 — 2y| = x? — In 2, czyli rozwigzanie szczegdlne.
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5.5. Réwnania liniowe jednorodne i niejednorodne

Szczegdlnym przypadkiem rdéwnania rézniczkowego zwyczajnego, w ktorym
wystepuja zmienna x, funkcja y i jej pierwsza pochodna f(x,y,y"), jest rownanie,
w ktorym pochodna y’ wystepuje tylko w pierwszej potedze ze wspotczynnikiem 1,
tj. rtownanie w postaci y' = ¢(x,y). Zaktadajac, ze prawa strona tego rownania jest
funkcja postaci a(x)y + q(x), gdzie a(x) i q(x) sa funkcjami ciggtlymi w pewnym
przedziale, réwnanie y' = @(x,y) przyjmuje posta¢ y' = a(x)y + q(x) lub,
po podstawieniu p(x) = —a(x), posta¢ y' + p(x)y = q(x). Nosi wowczas nazwe
réwnania rézniczkowego liniowego pierwszego rzgdu.

Definicja  réwnania  liniowego  pierwszego  rzedu  (jednorodnego
i niejednorodnego)
Rownaniem rézniczkowym liniowym pierwszego rzedu nazywa si¢ roOwnanie
postaci

y' +p(x)-y=q) (5.7)
Jezeli q(x) = 0, to rOwnanie (5.7) jest rownaniem jednorodnym.

Jezeli g(x) # 0, to rbwnanie (5.7) jest rOwnaniem niejednorodnym.

Rozwigzywanie rownania rézniczkowego liniowego rozpoczyna si¢ od identyfikacji,
czy dane rownanie jest jednorodne, czy niejednorodne.

W przypadku rownania liniowego jednorodnego najpierw sprowadza si¢ je do postaci
rownania o zmiennych rozdzielonych, a nastgpniec wyznacza si¢ rozwigzanie ogolne.
Nastepnie nalezy wroci¢ do rownania wyjsciowego i dokona¢ wiasciwego podstawienia
celem wyliczenia statej c.

W przypadku, gdy rownanie wyjsSciowe jest rOwnaniem niejednorodnym, nalezy
je rozwiazywaé jako jednorodne, a nastgpnie (po Wwyznaczeniu rozwigzania
ogolnego) wroci¢ do rownania wyjsciowego i dokona¢ wiasciwego podstawienia
celem wyliczenia statych c; i c,.

e Wyznaczanie rozwigzania ogoélnego rownania rdézniczkowego liniowego
jednorodnego.

Przykilad 5.5.1
Rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe liniowe.
a) y+xy=0
b) ¥ =y
, 4x—1
) y——3y=0
d y'—ysinx=0

In|x|
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Rozwigzanie:

a)

b)

y'+xy=0

Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) - y = q(x), przy
czym q(x) = 0, zatem jest to rOwnanie jednorodne. Na poczatku trzeba
je sprowadzi¢ do postaci rownania o zmiennych rozdzielonych.

. ) _dy
Niech y =
ay _
dx+xy—0
dy__
dx xy

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy = —xy dx

Dzielac obustronnie przez y (zat.: y # 0), otrzymuje si¢ %dy = —xdx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystgpi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajagc do lewej
strony stalej catkowania).

1
L=[3dy=inlyl

P=—[xdx=—x*+c
2

Stad:
Inly| = —%xz +c
y = e—%x2+c

1.2

y=e 2. ef

Ze wzgledu na to, ze e€ jest liczba (stalg), mozna ja zastapic statg c;.
1.2

Stad otrzymuje sie y = ¢; - e 2" , czyli rozwigzanie ogdlne.
y' =y In|x|
y' —ylnl|x| =0

Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) - y = q(x), przy
czym q(x) = 0, zatem jest to rownanie jednorodne. Na poczatku trzeba je
sprowadzi¢ do postaci rownania o zmiennych rozdzielonych.

i 0
Niech y' = e
dy _

= yin|x| =0

dy
o = ¥ inlx|
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c)

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy = yIn|x| dx

Dzielac obustronnie przez y (zal.: y # 0), otrzymuje si¢ % dy = In|x| dx,
czyli rbwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajagc do lewej
strony stalej catkowania).

1
L=[3dy=inlyl

u=lInlx] v'=1
P=fln|x|dx=( , 1 )=
u'=-  v=x

x
=xIn|x|— [dx =xIn|x|—x + ¢

Stad:
Inly| =xIn|x|-x+c¢
y = exlnlxl—x+c
y=e
Ze wzgledu na to, ze e€ jest liczba (stalg), mozna ja zastapic stalg c;.

x(In|x|-1) . e€

Stad otrzymuije si¢ y = ¢, X~ ¢7yli rozwigzanie ogdlne.
;o 4x—1

y_

x3 y=0

Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) = 0, zatem jest to rownanie jednorodne. Na poczatku trzeba
je sprowadzi¢ do postaci rownania o zmiennych rozdzielonych.

. ) _dy

Niech y' = -
dy 4x-1_~
dx x3 y=0
d_y _ Ax—-1
dx ~ x3

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:

4x—-1

dy = 3 ydx

Dzielac obustronnie przez y (zat.: y # 0), otrzymuje si@% dy = 47;;1 dx,

czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.



d)

Mozna teraz przystapi¢ do scalkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony statej catkowania).

1
L=[3dy=lnlyl

4x — 1 1 1
P=J 5 dx=4f—2dx—J—3dx=4fx‘2dx—fx‘3dx=
X X X

3 x 1 x‘z_ 4+ N
T T 2T T T e e
Stad:
1 4
ln|y|=m—;+c

)= ente
1 4

y = ez2x2 x-ef€

Ze wzgledu na to, ze e€ jest liczba (stalg), mozna ja zastapic stalg c;.

1 4

Stad otrzymuje si¢ y = c;e2x? x, czyli rozwigzanie ogolne.
y' —ysinx=0

Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) = 0, zatem jest to rOwnanie jednorodne. Na poczatku trzeba
je sprowadzi¢ do postaci rownania o zmiennych rozdzielonych.

i e
Niechy’ = e
dy . _
E—ysmx—o
dy
I = Y Sinx

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy = ysinxdx

Dzielac obustronnie przez y (zal.: y # 0), otrzymuje si¢ % dy = sinx dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

1
L=[5dy=inly|

P=[sinxdx=—cosx+c
Stad:

Inly| =—=cosx+c

y = e cosx+c

y = e C0SX. g€
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Ze wzgledu na to, ze e jest liczbg (stata), mozna ja zastapic stata c, .
COoS X

Stad otrzymuje si¢ y = c,e” , czyli rozwigzanie ogodlne.

Wyznaczanie rozwigzania ogolnego réwnania rézniczkowego liniowego
niejednorodnego.

Przyklad 5.5.2

Rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe liniowe.

) y+y=e"
d) xy'—2y=x3cosx

a) xy' =y+2x

, 3
b) ¥ -Z=x

X

Rozwiazanie:
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a) xy' =y+2x

xy'—y=2x

Jak widad, jest to rownanie liniowe w postaci y’ + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) # 0, zatem jest to rOwnanie niejednorodne. Na poczatku trzeba
je rozwigza¢ jako réwnanie jednorodne ignorujac q(x) = 2x.
xy'—y=0

Uzyskane rownanie jednorodne trzeba sprowadzi¢ do postaci rGwnania
o zmiennych rozdzielonych.

. dy
Niech y' = =,
y dx
dy
x=2—y=0
dx y
dy
X— =
dx y

Dzielac obustronnie przez x (zat.: x # 0), otrzymuje si¢:
dy _y
dx x

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:

dy =%dx

Dzielgc obustronnie przez y (zal: y # 0), otrzymuje si¢ %dy = % dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).



1
L=[3dy=inlyl
1
P—f; dx =In|x|+c
Stad:
Inly| =lnix|+c

Ze wzgledu na to, ze stala ¢ jest dowolng liczba, mozna ja zastapi¢ przez
In|cq .

Inlyl| =n|x| +In|cq |
Inly| =ln|c; - x|
y=c-x*

W tym momencie nalezy pamigta¢, ze rdéwnanie wyjsciowe bylo
roOwnaniem niejednorodnym 1 teraz trzeba do niego wroci¢, wstawiajac
obliczony y oraz jego pochodng y'. Z réwnania * nalezy zatem obliczy¢
pochodng iloczynu, traktujac c; nie jako stala, ale jako funkcje cq(x).
Dla uproszczenia pomija si¢ zapis c; (x), zostawiajac samo c; .

Y =c'x+cx
Yy =c'x+cg *F

Do réwnania wyjsciowego nalezy wstawic * 1 **,
x(ci'x+¢1) =cyx+2x
c'x% 4 cx —cix = 2x
c'x? = 2x

Dzielgc obustronnie przez x? (zat.: x # 0), otrzymuje sie:

Aby obliczy¢ cq, nalezy scatkowac obie strony (nie dodajac do lewej strony
statej catkowania).

L=c¢
P=f%dx=2f%dx=21n|x|+cz
Stad:
¢ = 2lIn|x| +c;
Nastepnie obliczone c¢; nalezy wstawi¢ do rdwnania *.
y=QQIn|x|+cy)  x

Stad otrzymuje si¢ y = x + 2x In|x|, czyli rozwigzanie ogdlne.
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b) ¥y —Z=x

X
3
r_Z =
y —7V=X
Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) # 0, zatem jest to rownanie niejednorodne. Na poczatku trzeba
je rozwigza¢ jako réwnanie jednorodne, ignorujac q(x) = x.
3
—— =
y —3y=0
Uzyskane réwnanie jednorodne trzeba sprowadzi¢ do postaci rownania
o zmiennych rozdzielonych.

Niech y’ =%.
dy 3
a3 T
dy 3
dx_xy

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
dy = % ydx

Dzielac obustronnie przez y (zal: y # 0), otrzymuje si¢ %dy =% dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L=[5dy=lInly|

P=f%dx=3f%dx=31n|x|+c
Stad:

Inly|] =3In|x|+c

Ze wzgledu na to, ze stala ¢ jest dowolng liczba, mozna ja zastapi¢ przez
In|cq|.

Inly| =3In|x|+ In|c |
Inly| =In|c, - x3|
y=c x>*

W tym momencie nalezy pamigtaé, ze roéwnanie wyjsciowe byto
rownaniem niejednorodnym i teraz trzeba do niego wroci¢, wstawiajac
obliczony y oraz jego pochodng y’. Z réwnania * nalezy zatem obliczy¢
pochodng iloczynu, traktujac c; nie jako stala, ale jako funkcje cq(x).
Dla uproszczenia pomija si¢ zapis c¢; (x), zostawiajgc samo c;.

Y =o' x+e (%)
y' =c¢'x3 + 3¢ x? **



Do rownania wyjsciowego nalezy wstawic * 1 **.

3cyx3
cy'x3 4+ 3¢x? — —=x

c1'x3 4+ 3¢1x? = 3¢x2 =x

c'x3=x

Dzielgc obustronnie przez x3 (zat.: x # 0), otrzymuje sie:
' =x72

Aby obliczy¢ c;, nalezy scatkowa¢ obie strony (nie dodajac do lewej strony
statej catkowania).

L=C1
P=[x"%dx = —%+cz
Stad:
1
= _;+C2

Nastepnie obliczone ¢; nalezy wstawi¢ do rownania *.

1
y=(-3+e)x
Stad otrzymuje si¢ y = ¢,x3 — x2, czyli rozwigzanie ogolne.

X

y'+y=e”
Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) # 0, zatem jest to rownanie niejednorodne. Na poczatku trzeba
je rozwigza¢ jako réwnanie jednorodne, ignorujac q(x) = e™*.
y'+y=0
Uzyskane rownanie jednorodne trzeba sprowadzi¢ do postaci rdGwnania
o zmiennych rozdzielonych.

. ) _dy

Niech y' = -

dy _

E + y= 0

dy

dx
Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:

-y
dy = —ydx

Dzielac obustronnie przez y (zat.: y # 0), otrzymuje si¢ %dy = —dx,

czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.
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Mozna teraz przystapi¢ do scalkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony statej catkowania).

1
L=f;dy=ln|y|
P=—[dx =—x+c

Stad:
Inly| =—x+c
y = e~ X+c
y =ef X
eC
Y=
Ze wzgledu na to, ze e€ jest liczba (stalg), mozna ja zastapic statg c;.
— % %
ex

W tym momencie nalezy pamigta¢, ze rdéwnanie wyjsciowe bylo
rownaniem niejednorodnym i teraz trzeba do niego wrdcié¢, wstawiajgc
obliczony y oraz jego pochodng y’. Z réwnania * nalezy zatem obliczy¢
pochodng ilorazu, traktujac c; nie jako stala, ale jako funkcje c;(x).
Dla uproszczenia pomija si¢ zapis c¢; (x), zostawiajac samo c; .

r_alefc (@™ _e¥(e'-a) _o'-q
y = (e*)2 - e2x T ex

1
14 €1 —C1 sk

y = ex
Do réwnania wyjsciowego nalezy wstawic * 1 **.

!
c/—c1 |, a1y
—+t—=—=e

eX eX
c'—ci+ey 1

ex e*
Cll = 1

Aby obliczy¢ c;, nalezy scatkowa¢ obie strony (nie dodajac do lewej strony
statej catkowania).

L=c¢

P=[dx=x+c,
Stad:

CL=x+c

Obliczone ¢, nalezy wstawi¢ do rownania *.

Stad otrzymuje si¢ y = x:CZ, czyli rozwigzanie ogodlne.
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d) xy'—2y=x3cosx
Dzielgc rownanie obustronnie przez x (zal.: x# 0), otrzymuje si¢:
y' —)Z—cy = x?cosx

Jak wida¢, jest to rownanie liniowe w postaci y' + p(x) -y = q(x), przy
czym q(x) # 0, zatem jest to rownanie niejednorodne. Na poczatku trzeba

je rozwigza¢ jako rownanie jednorodne, ignorujac q(x) = x2 cos x.

;2
y —3y=0

Uzyskane réwnanie jednorodne trzeba sprowadzi¢ do postaci roOwnania
o zmiennych rozdzielonych.

Niech y’ =%.
dy 2
i
dy 2
dx_xy

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢
2
dy = ZYy dx
Dzielac obustronnie przez y (zat.: y# 0), otrzymuje sie;% dy = % dx, czyli
rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej

strony stalej catkowania).
1

L=[3dy=Inly|
P=f§dx =2f%dx+c=21n|x|+c

Stad:
Inly| =2In|x|+c

Ze wzgledu na to, ze stala ¢ jest dowolng liczba, mozna ja zastapi¢ przez
In|cq|.
Inly| =2In|x|+In |¢q]
Inly| = n|c;x?|
y=cp o xt*

W tym momencie nalezy pamigta¢, ze rdéwnanie wyjsciowe bylo
roOwnaniem niejednorodnym i teraz trzeba do niego wroci¢, wstawiajac
obliczony y oraz jego pochodng y’. Z réwnania * nalezy zatem obliczy¢
pochodng iloczynu, traktujac c; nie jako stala, ale jako funkcje cq(x).
Dla uproszczenia pomija si¢ zapis c; (x), zostawiajac samo c; .
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Y =o' xt+e (x?)
y' =c;'x% + 2c x **
Do rownania wyjsciowego nalezy wstawic * 1 **,
x(c'x? + 2¢1%) — 2¢1 - x? = x3 cos x
c1'x3 4 2¢x? — 2¢,x% = x3cos x
c;'x® =x3cosx
Dzielac obustronnie przez x3 (zat.: x# 0), otrzymuje sie:
¢, =cosx
Aby obliczy¢ c;, nalezy scatkowa¢ obie strony (nie dodajac do lewej strony
stalej calkowania).
L=c¢
P = [cosxdx =sinx +c,
Stad:
¢ =Ssinx + ¢,
Obliczone c¢; nalezy wstawi¢ do rOwnania *.
y = (sinx + ¢;) - x?

Stad otrzymuje si¢ y = x2sin x + x?c,, czyli rozwigzanie ogdlne.

5.6. Rownania rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu

Roéwnania rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu pojawily si¢ juz na poczatku tego
rozdziatu. W przyktadzie 5.1.1.b okreslano rzad takiego rownania, a w przyktadzie
5.2.1 sprawdzano, czy podana calka jest rozwigzaniem rownania. W przyktadach
5.3.1.bid oraz 5.3.2aib wyznaczano natomiast rozwigzania ogdlne, a w przyktadach
53.3.b1icoraz 5.3.4.a i b rozwigzania szczegdlne. Rownania podane byty jednak
w takiej postaci, ze lewa strona zawierala tylko druga pochodng funkcji y, a prawa
zapisana byla z uzyciem tylko zmiennej x, co ulatwialo rozwigzanie, gdyz
wystarczyto dwukrotnie scatkowac obie strony rownania, aby doj$¢ do rozwigzania
ogblnego. Tym razem uwaga zostanie skupiona na takich przyktadach, w ktérych
konieczne bedzie sprowadzenie rownania drugiego rzgdu do rownania pierwszego
rzgdu poprzez podstawienie. Dla usystematyzowania rozwazanego zagadnienia
warto zacza¢ od podania definicji rbwnania drugiego rzegdu.
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Definicja rownania roiniczkowego drugiego rzedu
Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu nazywa si¢ roOwnanie
W postaci

F(x,y,y,y") =0 (5.8)
gdzie y = y(x) jest funkcja niewiadoma zmiennej x i w ktorym wystepuje
2
pochodna pierwszego i drugiego rz¢du tej funkcji, tzn. y' = %, y' = %.

Definicja rozwigzania rownania roiniczkowego drugiego rzedu

Rozwigzaniem (lub catkg) réwnania rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu
F(x,y,y',v'") = 0 nazywa si¢ kazdg funkcje zmiennej x wyrazong w postaci jawnej
y = y(x) lub w postaci uwiktanej h(x,y) = 0, ktéra ma pochodne rz¢du n wiacznie
i spetnia rownanie F (x,y,y’,y"") = 0dlax € (a, b).

Definicja rozwigzania ogdlnego i szczegdlnego roéwnania roiniczkowego
drugiego rzedu

Rozwigzaniem ogdlnym (lub catka ogolng) rownania F(x,y,y’,y"") = 0 w obszarze
istnienia 1 jednoznacznos$ci rozwigzan nazywa si¢ rozwigzanie zalezne od dwoch
dowolnych statych, ¢, ic,, wyrazone w postaci jawnej, vy = y(x,cq,c), lub
w postaci uwiktanej, h(x, y, ¢y, c;) = 0.

Rozwigzanie szczegdlne (lub calke szczego6lng) rownania F(x,y,y',y") =0
uzyskuje si¢, podstawiajac do rozwigzania ogdlnego konkretne wartosci ¢ i ¢, lub
obliczajac je przy danym zagadnieniu poczatkowym.

Jednym z rodzajéw réwnan rdézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu
sg rownania sprowadzalne do rownan pierwszego rzedu. W takim przypadku, aby
rozwigza¢ rownanie rozniczkowe rzedu drugiego F(x,y,y’,v'") = 0, sprowadza si¢
je do réwnania rozniczkowego rzedu pierwszego, stosujac podstawienie Yy = u.
Wowczas y” = u'. Otrzymuje si¢ w ten sposob rownanie rézniczkowe rzedu
pierwszego w postaci F (x,u,u’) = 0, ktore z tatwosciag mozna rozwigzaé, uzyskujac
catk¢ ogolng y = y(x, cq,c;). Przy podanym dodatkowo zagadnieniu poczatkowym
mozna wyznaczy¢ catke szczegblng rownania F (x,y,y’,y"") = 0, spetniajaca warunki
poczatkowe y(xo) = Yo, ¥'(X0) = y1.
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Wyznaczanie rozwigzania rownania rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu.

Przyklad 5.6.1

Rozwigza¢ réwnanie rozniczkowe rzedu drugiego.

a) y'—x=cosx

b) x%y" =xy’

c) y'—=2x—e*=0,y(0) =4y (0)=7
d y'(?+1) =2xy",y(1) =6,y (1) =2

Rozwigzanie:
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a) y'—x=cosx

Jest to rbwnanie rozniczkowe drugiego rzgdu. Nalezy zauwazyc¢, ze lewa
strona zawiera nie tylko drugg pochodng funkcji y, zatem nie wystarczy
dwukrotnie scatkowa¢ obu stron rownania. Najpierw trzeba je uporzadkowac
tak, aby po lewej stronie zostata tylko pochodna y'’. W kolejnym kroku
nalezy dokona¢ podstawienia u za y’, aby sprowadzi¢ je do roéwnania
pierwszego rzgdu, a nastepnie do rdwnania o zmiennych rozdzielonych.

y" =cosx +x
Niechy' = u.

u' =cosx+x
Niechu' = %
dx
Stad:

du
— =coSsx+x
dx

Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢ du = (x + cos x)dx, czyli
roOwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L=[du=u

P = [(cosx+x)dx = [cosxdx+ [xdx = sinx +%x2 +c
Stad:

u=sinx +%x2 + ¢
Wracajac do podstawienia y' = u, otrzymuje sig:

. 1
y' = smx+5x2 + ¢



b)

Aby obliczy¢ y, nalezy scatkowaé obie strony (nie dodajgc do lewej strony
statej catkowania).

L=y
. 1 . 1
P=J<smx+zx2+cl) dx=fsmxdx+zjx2dx+clfdx=
11, 1,
=—cosx+5-§x +clx+cz=gx —cosx+cix+cy
Stad: y = %x‘?’ — c0s x + ¢, x + ¢;, czyli rozwigzanie ogolne.
xzy”=xy'

Jest to rownanie rozniczkowe drugiego rzedu. Nalezy zauwazy¢, ze lewa
strona zawiera nie tylko druga pochodng funkcji y, zatem nie wystarczy
dwukrotnie scatkowac obu stron rownania. Najpierw trzeba je uporzadkowaé
tak, aby po lewej stronie zostata tylko pochodna y". W kolejnym kroku
nalezy dokona¢ podstawienia u za y’, aby sprowadzi¢ je do rdéwnania
pierwszego rzgdu, a nastepnie do rdwnania o zmiennych rozdzielonych.

2,11

xy'" =xy'
Dzielgc obustronnie przez x? (zat.: x+ 0), otrzymuje sie:
n — l !
y Y
Niech y' = u.
;1
u' =-u
X
. d
Niechu' = =
dx
au_1
dx ~ x
Mnozgc obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:
du = ~u dx

T x
Dzielac obustronnie przez u (zal.: u # 0), otrzymuje si¢ %du = %dx,
czyli rownanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L=f%du=ln|u|
P =f§dx = In|x| + ¢;

Stad:
Inlu| = In|x| + ¢4
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c)

Ze wzgledu na to, Ze stala ¢, jest dowolng liczba, mozna jg zastapic¢ przez
In|cy|.
Inlu| = In|x| + In| c, |
Inlu| = In|c, - x|
U= Cyx

Wracajgc do podstawienia y' = u, otrzymuje sig:
y' = cyx

Aby obliczy¢ y, nalezy scalkowac obie strony (nie dodajgc do lewej strony
statej catkowania).

L=y

1
P =C2dex=EC2x2+C3

Stad: y = %czxz + c3, czyli rozwigzanie ogolne.
y'—2x—e*=0,y(0) =4y (0)=7

Jest to rownanie rézniczkowe drugiego rzedu. Nalezy zauwazy¢, ze lewa
strona zawiera nie tylko druga pochodng funkcji y, zatem nie wystarczy
dwukrotnie scatkowac obu stron rownania. Najpierw trzeba je uporzadkowaé
tak, aby po lewej stronie zostata tylko pochodna y'. W kolejnym kroku
nalezy dokona¢ podstawienia u za y’, aby sprowadzi¢ je do rdéwnania
pierwszego rzgdu, a nastgpnie do rownania o zmiennych rozdzielonych.
Ponadto jest to rownanie z podanym zagadnieniem poczatkowym
Cauchy’ego, co oznacza, ze mozna wyznaczy¢ nie tylko rozwigzanie ogdlne,
ale tez rozwigzanie szczeg6lne.

y'" =2x+e*
Niech y' = u.

u' =2x+e*
Niech:

, du

™
Stad:

& 2x + e*

dx

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢ du = (2x + e*)dx, czyli
roOwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L=[du=u



d)

P = [(2x + e*)dx =2fxdx+fexdx=2-%x2+ex+c1
Stad:
u=x2+e*+¢
Wracajgc do podstawienia y' = u, otrzymuje sig:
y' =x2+e¥+c¢ *
Aby obliczy¢ y, nalezy scalkowac obie strony (nie dodajgc do lewej strony
stalej calkowania).
L=y

P=J(x2+ex+cl)dx=fx2dx+Jex dx+cljdx=

=§x3+ex+clx+cz

Stad otrzymuje si¢ y = %x‘?’ + e* + c;x + ¢, **, czyli rozwigzanie ogdlne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe y(0) =
=4y'(0)=7. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna
niewiadoma c;. Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia
poczatkowego y'(0) = 4 mozna wiec obliczy¢ stalg c;.
4=02+e’+¢; > ;=6

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego ¢, oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y(0) = 4 mozna obliczy¢ stalg c,.
4=2-0°+ e +6-0+c, =, =3

Stad, wstawiajac obliczone ¢; = 6 oraz ¢, = 3 do rozwigzania ogdlnego,
otrzymuje si¢ y = §x3 + e* + 6x + 3, czyli rozwigzanie szczegblne.

y'(x?+1) =2xy',y(1) = 6,y'(1) =2

Jest to rownanie rozniczkowe drugiego rzgdu. Nalezy zauwazyc¢, ze lewa
strona zawiera nie tylko druga pochodng funkcji y, zatem nie wystarczy
dwukrotnie scatkowaé obu stron rownania. Najpierw trzeba je uporzagdkowac
tak, aby po lewej stronie zostata tylko pochodna y'’. W kolejnym kroku
nalezy dokonaé¢ podstawienia u za y’, aby sprowadzi¢ je do rdéwnania
pierwszego rzedu, a nast¢pnie do rownania o zmiennych rozdzielonych.
Ponadto jest to rownanie z podanym zagadnieniem poczatkowym
Cauchy’ego, co oznacza, ze mozna wyznaczy¢ nie tylko rozwigzanie ogolne,
ale tez rozwigzanie szczegolne.

y"'(x?+1) = 2xy’
Dzielgc obustronnie przez (x? + 1), otrzymuje sie:

7 ny’
x2+1
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Niech y' = u.
;. 2xu
T X241
Niechu' =2
dx
Stad:

du _ 2xu

dx  x2+1

Mnozac obustronnie przez dx, otrzymuje si¢:

2
du = qu dx
x2+1
. . L1 2
Dzielgc obustronnie przez u (zat.: u # 0), otrzymuje si¢ - du = xzf-l dx,

czyli rbwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Mozna teraz przystapi¢ do scatkowania obu stron (nie dodajac do lewej
strony stalej catkowania).

L= f%du = In|u|

t=x*+1
2 — 1
P=[—4—dx = diix_—zjfgx = [zdt = Inltl +¢; = In(x* + D) + ¢
T

Stad:
Inlul =n(x?2+1) +¢
Ze wzgledu na to, Ze stala c; jest dowolng liczba, mozna ja zastgpi¢ przez
In|cy|.
Inful = In(x? + 1) + In| ¢, |
Inlul = In[c, - (x? + 1)]
u=c, (x> +1)
Wracajgc do podstawienia y' = u, otrzymuje sig:
Y =c(x*+1)*
Aby obliczy¢ y, nalezy scatkowa¢ obie strony (nie dodajac do lewej strony
statej catkowania).
L=y
P=czf(x2+1)dx=czfx2dx+czfdx=§czx3+czx+c3

Stad otrzymuje si¢ y = %czx3 + cyx + c3 **, czyli rozwigzanie ogdlne.

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ zagadnienie poczatkowe y(1) =
=6,y'(1) =2. W rozwigzaniu zaznaczonym * wystepuje jedna
niewiadoma c,. Po wstawieniu do tego réwnania danych z zagadnienia
poczatkowego y' (1) = 2 mozna wigc obliczy¢ stalg c,.



2=c,-(1°+1) = ¢, =1

Po wstawieniu do rozwigzania zaznaczonego ** obliczonego c, oraz danych
z zagadnienia poczatkowego y(1) = 6 mozna obliczy¢ stalg c3.
6=:11+1-1+c; =c3==

Stad, wstawiajac obliczone ¢, = 1 oraz ¢z = % do rozwigzania ogolnego,

.o 1 14 . . . .
otrzymuje si¢ y = §x3 +x + > czyli rozwigzanie szczegdlne.
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