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1. Wstep

Materiaty zawarte w tej ksigzce powstaty podczas prowadzenia zaje¢ w ramach pra-
cowni specjalistycznej z analizy i algebry na Politechnice Biatostockiej. Wszystko
zaczelo sig, gdy na uczelni poszukiwano osoby do poprowadzenia zajg¢ z matema-
tyki ze znajomoscig jezyka Python. Gdy podjatem si¢ tego zadania, okazalo sie,
ze wczesniejsze zajecia realizowano w systemie SageMath, o ktorego istnieniu na-
wet nie miatem pojecia. W czasie moich studiow matematyka ograniczata si¢ do tra-
dycyjnych wyktadow przy tablicy, bez wizualizacji omawianych poje¢. Mialem jed-
nak do$¢ dobrg znajomo$¢ Pythona — kilka miesigcy wezesniej poswiecitem wiele
godzin na jego nauke ze zrodet dostgpnych w internecie.

Poczatkowo na zajeciach uzywalem bibliotek NumPy i Matplotlib z jezyka
Python do wizualizacji poj¢¢ z analizy matematycznej. Po uptywie miesigca zapo-
znatem si¢ z mozliwo$ciami systemu SageMath, aby pokaza¢ bardziej skompliko-
wane zagadnienia. Okazato si¢, ze za pomoca jezyka Sage mozna wykonywac
te same rysunki tatwiej i przy uzyciu mniejszej ilosci kodu. Ponadto oferuje on do-
datkowe mozliwosci, takie jak interaktywne wizualizacje 3D czy obliczenia symbo-
liczne. SageMath jest rowniez naturalnym rozszerzeniem Pythona, ktory jest intu-
icyjnym jezykiem programowania, pozwalajgcym na stosowanie wielu kreatywnych
rozwigzan.

W ten sposdb, w miare prowadzenia zajec, zaczgto powstawac wiele materialow
pomocniczych do nauki matematyki wyzszej. Na poczatku bylo to trudne — przed-
miot zostatl niedawno wprowadzony na uczelni, a w internecie brakowato gotowych
rozwigzan. To spowodowato, ze kod oraz uktad materiatu zaczatem tworzy¢ samo-
dzielnie, rozwiazujgc problemy dotyczace zagadnien, ktére chciatbym zrealizowac.
Ten tryb pracy bardzo mi odpowiadal, poniewaz pozwalal na nieustanne wprowa-
dzanie nowych pomystow. Po pewnym czasie okazato sie, ze zajecia cieszg si¢ sym-
patia studentéw i pomagajg im w nauce — to sprawiato mi najwigcksza rados¢ i mo-
tywowato do dalszego udoskonalania materiatow.

Te do$§wiadczenia sprawity, ze zaczalem lepiej rozumie¢ przekazywang wiedzg
i dostrzega¢ nowe mozliwosci, ktorych nie zauwazatem wczesniej. Dlatego mam
zamiar zacheci¢ do podobnego podejécia — realizacji wlasnych zainteresowan po-
przez samodzielne rozwigzywanie konkretnych problemow. Moze si¢ tutaj pojawic
wiele watpliwosci: Od czego zacza¢? Co robié, jezeli nawet proste zadania sprawiaja
trudno$¢? Na co si¢ zdecydowac, gdy jest tak wiele mozliwosci? Po co si¢ czegos
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uczy¢, skoro i tak by¢ moze nigdy si¢ to nie przyda? To sg pytania, ktére mnie takze
nurtowaly. Brak odpowiedzi moze natomiast prowadzi¢ do zniechg¢cenia oraz utraty
cennego czasu.

Umiejetnosci matematyczne i programistyczne sg potrzebne przede wszystkim
po to, by nauczy¢ si¢ rozwigzywania niestandardowych problemow. Liczy sig¢
nie tyle wiedza sama w sobie, co proces jej zdobywania. Dlatego nie ma wigkszego
znaczenia to, od czego si¢ zacznie 1 jakg drogg si¢ wybierze — wystarczy regularnie
poznawac kolejne zagadnienia w swoim tempie. Z czasem i tak decydujemy si¢
na to, co nas interesuje, a przy okazji nabywamy umiejetnosci szybkiej nauki i ra-
dzenia sobie z nietypowymi sytuacjami w zyciu. Mozna ten proces porownac
do wspinania si¢ na wysoka gor¢ — zaczynamy dostrzegac krajobraz po drugiej stro-
nie dopiero wtedy, gdy wykonamy pewien wysitek. Trudno to zrozumie¢ na po-
czatku, gdy nie mamy jeszcze tego do§wiadczenia, jednak w pewnym momencie
przychodzi chwila, gdy wszystko si¢ niezwykle rozjasnia — warto tego oczekiwac.

W tej ksigzce staram si¢ przedstawi¢ material w takiej formie, w jakiej sam
chcialbym go otrzymaé¢ — na podstawie wielu praktycznych przyktadow. Kazdy
z nich zawiera:

* kod w SageMath z wynikiem lub wizualizacja;
* rgczne rozwigzanie (tam, gdzie jest to mozliwe).

Wedhug mnie jest to niezwykle wazne — przed napisaniem programu nalezy zro-
zumie¢ dane zagadnienie i umieé rozwigza¢ je samodzielnie na kartce. Zach¢cam tez
do modyfikowania zaproponowanych przeze mnie rozwigzan — jest to najlepszy spo-
sob na zapoznanie si¢ z dziataniem poszczego6lnych instrukcji.

Skrypt ten powstat z mysla o studentach kierunkow $cistych i stanowi uzupet-
nienie wyktadu z algebry. Zaktada on znajomos$¢ podstaw matematyki oraz progra-
mowania na poziomie szkotly §redniej. Wiele inspiracji do jego opracowania pocho-
dzi z wyktadow profesora Ryszarda Mazurka na Politechnice Biatostockie;.

Rozpoczniemy od wprowadzenia do SageMath w celu zapoznania si¢ z dostep-
nymi narzedziami. Nastgpnie przejdziemy do rozdzialu dotyczacego liczb zespolo-
nych, gdzie zostanie przedstawiona niezbe¢dna teoria potrzebna do zrozumienia tego
tematu. Nowe narzedzia wprowadzane begda stopniowo, aby mozna bylo dostrzec
ich zwiazek z materialem ze szkoty $redniej, dotyczacym na przyklad geometrii czy
trygonometrii. Chciatbym skupi¢ si¢ na przedstawieniu réznorodnych pomystow,
ktore utatwialy mi zrozumienie tych tresci. Mam nadzieje¢, ze kazdy znajdzie tu cos
dla siebie, nawet jezeli sg to tylko liczby zespolone.

Powodzenia!



2. Wprowadzenie do SageMath

2.1. Srodowisko CoCalc

SageMath to system algebry komputerowej, ktory umozliwia tatwiejsze wykony-
wanie zaawansowanych obliczen matematycznych w wielu dziedzinach, takich
jak analiza, algebra, analiza numeryczna, teoria grafoéw, kombinatoryka czy staty-
styka. Jest to wolne i otwarte oprogramowanie, bedace alternatywa dla ptatnych od-
powiednikoéw, m.in.: Mathematica, MATLAB, Maple czy Magma.

Jezyk Sage opiera si¢ na sktadni jezyka Python, jednak zawiera dodatkowo
wiele wbudowanych funkcji, stalych i obiektow matematycznych. Dzigki temu nie
ma potrzeby importowania ich z osobnych bibliotek. To sprawia, ze nadal mozemy
stosowa¢ sktadni¢ Pythona, majac jednoczesnie dostep do wielu nowych obiektow,
takich jak funkcje, wyrazenia symboliczne, rdwnosci czy wykresy.

W tej ksigzce skupimy si¢ na korzystaniu z SageMath w $rodowisku CoCalc'.
Jest to platforma internetowa, ktéra umozliwia pisanie kodu w jezyku Sage w notat-
nikach Jupyter. SageMath mozna rowniez zainstalowa¢ lokalnie na wtasnym kom-
puterze, jednak CoCale oferuje wygodniejsze rozwigzanie, poniewaz nie wymaga
konfiguracji srodowiska.

2.1.1. Tworzenie pliku

W celu rozpoczecia pracy w CoCalce nalezy najpierw zatozy¢ darmowe konto, kli-
kajac przycisk Sign Up (zob. rysunek 2.1). Po rejestracji zostanie utworzony pusty
projekt, w ktorym mozna dodawac nowe pliki lub przesyta¢ istniejagce z wlasnego
komputera.

! CoCalc, https://cocalc.com [dostep: 18.10.2025].



~r
COCALC

Collaborative Calculation and Data Science

O Book a Demo?

Rysunek 2.1. Strona gtéwna platformy CoCalc

Nowy notatnik tworzymy poprzez sekwencje polecen: New — Jupyter Note-
book — SageMath?. Na rysunku 2.2 pokazano ostatni krok — wybor kernela (jadra)
SageMath 10.7. Kernel w notatniku Jupyter to silnik obliczeniowy odpowiedzialny
za wykonywanie kodu w komorkach.

Select a Kernel

This notebook has no kernel. A working kernel is required in order to evaluate the code in the notebook. Please select one for the

programming language you want to work with. Otherwise = continue without a kernel .

Suggested kernels

P Python 3 (CoCald) Python 3 system-wide environment. Use ‘CoCalc’ for the most complete Python

environment.

‘:L‘: Octave 10.1 A programming language for scientific computing.
R R (system-wide) R statistical programming language
SageMath 10.7 Open-source mathematical software system
@ .
@@ Julia11 The Julia Programming Language

Rysunek 2.2. Wybér kernela SageMath 10.7

W ten sposdb zostal utworzony nowy plik — notatnik Jupyter z rozszerze-
niem .ipynb. Wprowadzone zmiany w srodowisku CoCalc zapisywane sg automa-
tycznie. Ponadto dostepna jest funkcja TimeTravel, ktora umozliwia przywrocenie
wcezesniejszych wersji pliku. Notatnik mozna pobra¢ za pomocg Sciezki w menu:
File — Download File. Warto rowniez przechowywac¢ pliki w formacie .html, ktory
uzyskujemy poprzez: File — Save and Export As HTML — HTML via Classic
nbconvert (.html), poniewaz mozna je wtedy tatwo otworzy¢ w przegladarce.

2 Przycisk New wybieramy w widoku projektu. Po zatozeniu nowego konta nalezy ten krok pomingé.

8



2.1.2. Obstuga notatnika Jupyter

Nazwa Jupyter jest odniesieniem do trzech wspieranych jezykow programowania:
Julia, Python oraz R. Gtéwng zaletg notatnikéw Jupyter jest mozliwos¢ wykony-
wania pojedynczych fragmentéw kodu bez koniecznos$ci pisania calego programu.
Poszczegolne komorki (Cells) uruchamiamy za pomocg skrotu klawiszowego
Ctrl + Enter lub przycisku Run umieszczonego w prawym gornym rogu.

Nowy plik zawiera pustg komérke kodowg (Code Cell). MoZzemy w niej umie-
$ci¢ dowolny kod w jezyku Python lub Sage (zob. przyktad na rysunku 2.3). Po uru-
chomieniu komoérki kodowej po jej lewej stronie pojawia si¢ numer wskazujacy ko-
lejno$¢ wykonania poszczegdlnych blokéw kodu w notatniku.

plikipynb X © ® A @ Chat

€ +
= Jupyter -m () Assistant @ Server File Edit View Run Kemel Help O a + & s & v o BC3SI X

SageMath 10.7 O | Trusted Kemel is idle (halt...) Code cPU | RAM | Minimal

WRun v @ Assistant v & Format @Chat v i 1
= In [1]: # lista przypisana do zmiennej a
a=[5 1, -7, 6, 2]

# wyswietlenie wartosci zmiennej
print(a)

Out[1]:[5, 1, -7, 6, 2]

Rysunek 2.3. Komoérka kodowa zawierajgca przyktadowy kod w jezyku Python

Pod kazdg komorka znajduja si¢ przyciski pozwalajgce doda¢ nowa komorke
kodowa lub komorke tekstowa (Text Cell). Komorki tekstowe nie sg numerowane.
Stuza one do przechowywania zwyktego tekstu, tekstu sformatowanego za pomoca
sktadni Markdown oraz wzoréw matematycznych zapisanych w jezyku LaTeX.

W kolejnych blokach mozemy korzysta¢ z kodu zawartego w uruchomionych
komorkach. Na przyktad ponizej definiujemy nowg zmienng b, piszac:

b=12

W nastepnych komorkach mozna odwotywaé si¢ do warto$ci przypisanej
do zmiennej b. Przyktadowo wypisujemy te warto$¢ na ekran za pomocag funkcji

print():

print(b)
Out: 12



Ponadto w notatnikach Jupyter ostatnia instrukcja w komorce jest wyswietlana
na ckranie automatycznie, dlatego w poprzednim poleceniu nie ma potrzeby
korzystania z funkcji print(), gdyz ten sam efekt mozna osiggna¢ za pomoca
prostszego zapisu:

b
Out: 12

2.1.3. Skroty klawiszowe

W tabeli 2.1 przedstawiono najczesciej uzywane skroty klawiszowe, ktore mozemy
stosowa¢ w notatniku Jupyter:

Tabela 2.1. Wybrane skroty klawiszowe w notatniku Jupyter

Skrot Opis
Ctrl + Enter Uruchamia komorke i pozostaje w niej
Uruchamianie | Shift + Enter Uruchamia komorke i przechodzi do nastepne;j
Alt + Enter Uruchamia komoérke i tworzy nowa ponizej
Esc Wyjscie z komorki (powoduje jej podswietlenie na niebiesko)
Nawigacja Enter Wejscie do komorki (operacja odwrotna do Esc)
Shift + Tab Wyswietla dokumentacj¢ funkcji
Tab Autouzupetienie kodu (po wpisaniu poczatku nazwy
wys$wietlane sa propozycje)
Edycja Ctrl +/ Zakomentowanie/odkomentowanie zaznaczonego bloku kodu
Ctrl + LPM Umieszczenie d(l)datkowego kurgora w miejscu wskazanym
ewym przyciskiem myszy
a Tworzy nowa, pustg komorke nad biezaca (Above)
Tworzenie .
T ta komorke pod b Bel
i usuwanie b worzy nowa, pusta komorke pod biezaca (Below)
d d (lub x) Usuwa biezaca komorke (Delete)
m Zmienia typ komorki na tekstowa (Markdown)
.Modyﬁkaqfl y Zmienia typ komorki na kodowa (Code)
i przerywanie
ii Przerywa wykonywanie komorki (Interrupt)

Uwaga. Skroty wystepujace w ostatnich sze$ciu wierszach tabeli wymagaja
przej$cia w tzw. tryb polecen (uzyskujemy go poprzez niebieskie podswietlenie ko-
morki po nacisnieciu klawisza Esc lub kliknieciu w jej lewa czg$¢). Sa one szcze-
golnie przydatne podczas szybkiego formatowania notatnika bez uzycia myszy.
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2.2. Jezyk Sage

Przejdziemy teraz do prezentacji obiektow i funkcji wbudowanych dostepnych w je-
zyku Sage. Przy poznawaniu nowego narze¢dzia warto najpierw ogdlnie zorientowac
si¢ w jego podstawowych mozliwo$ciach. Taka znajomo$¢ dostepnych opcji spra-
wia, ze podczas rozwigzywania praktycznych problemoéw mozna pracowaé swobod-
niej 1 efektywniej.

Jezyk Sage bazuje na Pythonie, ktory cechuje si¢ duza elastycznoscig i pozwala
na rozne, czgsto kreatywne podejscia do tego samego zagadnienia. Wynika to z do-
stepnosci wielu intuicyjnych elementow sktadniowych oraz przydatnych funkcji
wbudowanych, ktére mozna taczy¢ na rézne sposoby. Dzigki temu mozemy w spo-
sob zwigzly pisa¢ kod, ktory jednoczes$nie pozostaje czytelny i przejrzysty.

W tej ksigzce skupimy si¢ na zapoznaniu ze skladnig jezyka Sage, bez zaglebia-
nia si¢ w szczegolty Pythona. Gdy zajdzie potrzeba uzycia jakiego$ elementu
jego sktadni, zostanie to zilustrowane odpowiednim przykladem. Zaprezentuje
on sposob dziatania w odniesieniu do konkretnego zagadnienia matematycznego.

2.2.1. Wywotywanie funkcji
W jezyku Python wyrozniamy dwie podstawowe konwencje stosowania funkcji.
Mozemy te czynnos¢ wykona¢ poprzez:
1. Wywolanie bezposrednie.
Zaczynamy od nazwy funkcji, wykorzystujac sktadnie:
funkcja(zmienna, argl, arg2, arg3, ...).

W tym przypadku zmienna jest pierwszym argumentem funkcji funkcja(),
po ktorym umieszczamy kolejne argumenty (jednak moga one w ogoéle nie wystepo-
wac). Na przyktad funkcja round() zwraca liczbe zaokraglong do okreslonej liczby
miejsc po przecinku:

z = 3.14159
round(z, 2)
Out: 3.14

2. Operator kropki.
Rozpoczynamy od zmiennej, na ktorej stosujemy funkcje, zgodnie ze sktadnig:

zmienna.funkcja(argl, arg2, arg3, ...).
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Tym razem wykorzystujemy operator kropki, aby zasygnalizowa¢ uzycie funkcji
funkcja(). Pozostale argumenty (ktdre takze mogg nie wystepowac) podajemy w na-
wiasie. Na przyktad funkcja nth_root() zwraca pierwiastek stopnia przekazanego
jako pierwszy argument:

z.nth_root(3)
Out: 1.46459147519879

Ponadto w drugiej konwencji funkcje mozemy taczy¢ ze soba w jednym ciagu,
stosujac kolejne operatory kropki. W ten sposob kod

z.nth_root(3).round()
Out: 1

najpierw oblicza pierwiastek trzeciego stopnia z liczby z, a nast¢pnie zwraca wynik
zaokraglony do liczby calkowitej.

2.2.2. Funkcje i state matematyczne

W jezyku Sage domyslnie stosowane sg obliczenia na symbolach. W przeciwien-
stwie do obliczen numerycznych, ktére zwracaja wyniki przyblizone, obliczenia
symboliczne:
» zwracajg wyniki doktadne;
* pozwalajg na manipulacje wzorami i wyrazeniami jak w klasycznej mate-
matyce,
* dzialaja na zmiennych i wyrazeniach bez koniecznosci przypisywania im kon-
kretnych wartosci liczbowych.

Zobaczymy to na przyktadzie funkcji sqrt(), ktéora zwraca pierwiastek kwadra-
towy z danej liczby:

sqrt(12)
Out: 2*sqgrt(3)

Widzimy, ze wynik zostal przedstawiony w postaci symbolicznej, a nie przybli-
zonej. Aby uzyska¢ przyblizenie numeryczne, stosujemy funkcje n().
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Przyktad 2.1

Znajdziemy przyblizenie numeryczne liczby In 7.

Aby uzyska¢ logarytm naturalny, korzystamy z funkcji In() lub log(). W przy-
padku funkcji n(), zwracajacej przyblizenie numeryczne, dopuszczalne sg obie kon-
wencje stosowania funkcji. Zaczniemy od wywotania bezposredniego:

n(In(7))
Out: 1.94591014905531

Na ogot wygodniejsze bedzie jednak wykorzystanie operatora kropki — w ten
sposob mozemy lgczy¢ ze sobg rézne funkcje, co poprawia czytelnos$¢ przy wyko-
nywaniu bardziej ztozonych operacji:

In(7).n()
Out: 1.94591014905531

Automatycznie wbudowane sg rOwniez najczesciej uzywane stale matema-
tyczne, czyli m.in.: stata 7, liczba Eulera e oraz jednostka urojona i:

print( cos(pi) )
print( log(e) )

print( inN2)
Out: -1

1

-1

Uwaga. W Sage potegowanie mozemy zapisywac za pomocg symbolu », ktory
w Pythonie oznacza inng operacj¢ — alternatywe wykluczajaca®.

3 Zapis i**2 stosowany w jezyku Python rowniez jest poprawny.
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W tabeli 2.2 przedstawiono zestawienie najczesciej uzywanych funkceji matema-

tycznych:

Tabela 2.2. Przyktadowe funkcje matematyczne dostepne w jezyku Sage

Nazwa funkcji Przyklad Zapis matematyczny
3
sin() sin(pi/3) sin” = V3
3 2
T 1
cos() cos(pi/3) coOS— ==
Funkcje 3 2
trygonometryczne T
tan() tan(pi/3) gz = V3
3
cot() cot(pi/3) gt =
3 3
) T
asin() asin(1) arcsinl = 3
acos acos(1 arccos1 =0
Funkcje 0 1)
4
cyklometryczne atan() atan(1) arctgl = "
4
acot() acot(1) arcctgl = 7
Logarytm log() log(32, 2) log,32 =5
i eksponenta exp() exp(i*pi) o™ — _1
Podloga floor() floor(3.14) [3,14] =3
HeTTs ceil() ceil(3.14) [3,14] = 4
NWD ged() ged(6, 15) NWD(6,15) = 3
NN lem() lem(6, 15) | NWW(6,15) = 30
factorial() factorial(5) 51=120
Silnia
i 4
LD | N D ) binomial() | binomial(4, 2) (2) =6
Dzielniki divisors() divisors(12) | D12 =1{1,2,3,4,6,12}
i rozklad na czynniki pierwsze factor() factor(2024) 2024 = 23.11-23

14



2.2.3. Wyrazenia algebraiczne

System SageMath pozwala tworzy¢ wyrazenia symboliczne, operowaé na zmien-
nych bez przypisywania im konkretnych warto$ci liczbowych oraz przeprowadzac
doktadne obliczenia. Zmienna x traktowana jest jako symbol domyslnie, co pozwala
od razu wykonywac dziatania na wyrazeniach algebraicznych:

(2*x)"2 + x + 3*x + 1
Out: 4*x"M2 + 4*x + 1

Gdy jednak chcemy uzy¢ innej nazwy zmiennej, nalezy ja najpierw zadeklaro-
wac. W przeciwnym przypadku pojawi si¢ nastepujacy biad:

zZ + 3*z

NameError: name 'z' is not defined

In [3]: z + 3%z
Out[3]: @ Helpmefixthis.
NameError Traceback (most recent call last)
Cell In[3], line 1
----> 1 Z + Integer(3)*z
NameError: name 'z' is not defined

Rysunek 2.4. Komunikat o btedzie w notatniku Jupyter

Podczas pisania kodu komunikaty o bledach pojawiajg si¢ bardzo czg¢sto, dlatego
warto nauczy¢ si¢ wlasciwie je interpretowac. Powyzszy btad przedstawiono na ry-
sunku 2.4. Najwazniejsza informacja znajduje si¢ na samym dole — wskazuje ona,
co nalezy poprawi¢. W naszym przypadku prébowalismy wykona¢ dziatanie na wy-
razeniach algebraicznych, ale nie zdefiniowaliSmy zmiennej z jako symbolu. Trzeba
to wykona¢ za pomocg funkcji var():

var('z")

zZ + 3%z
Out: 4*z
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Mozemy réwniez deklarowac jako symbole wiele zmiennych jednocze$nie oraz
przypisywac wyrazenia algebraiczne do zmiennych i wykonywa¢ na nich dziatania:

var('stu')

wyrazenie = -s + 3*t + 2*u
wyrazenie + 2*s

Out: s + 3*t + 2*u

W Sage wystepuje rozréznienie migdzy wyrazeniem a funkcjg. Przeanalizujemy
gléwne réznice w ich zachowaniu, poniewaz moze to by¢ pdzniej mylace podczas
rozwigzywania trudniejszych problemow:

1. Wyrazenia definiujemy poprzez przypisanie do zmiennej wyrazenia algebraicz-
nego. Na poczatku wszystkie zmienne wystepujace w tym wyrazeniu deklarujemy
jako symbole, korzystajgc z funkcji var():

var('n')
W = n~"3 + 2*¥n"2 -7
Aby obliczy¢ warto$¢ wyrazenia W dla konkretnej warto$ci zmiennej, na przy-
ktad n = 2, nalezy koniecznie zastosowaé zapis:
wyrazenie(zmienna=wartosc).
Jest to najistotniejsza roznica migdzy wyrazeniem a funkcjg. W naszym przykla-

dzie napiszemy:

W(n=2)
Out: 9

Dla wyrazen ztozonych z wielu zmiennych wykorzystujemy analogiczng sktad-
nig, czyli:

var('y")

G = 2*x - 3*y
G(x=2, y=1)
Out: 1
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2. Funkcje definiujemy poprzez umieszczenie po nazwie funkcji nawiaséw, w kto-
rych okreslamy zmienne zalezne. Wszystkie te zmienne zostang od razu potrak-
towane jako symbole, wigc tym razem nie ma koniecznosci stosowania funkcji
var():

f(x) = x"2 + 2*x - 3

W przeciwienstwie do wyrazenia przy obliczaniu wartosci funkcji dla danego
argumentu, na przyktad x = 3, nie musimy stosowac zapisu ze znakiem rowno-
sci (=). Wystarczy przekazaé poszczegdlne argumenty w kolejnosci odpowiadajace;j
zmiennym w definicji funkcji:

f(3)
Out: 12

W podobny sposdb mozna tworzy¢ ztozenia funkcji, na przyktad f(2x):

f(2*x)
Out: 4*x"2 + 4*x - 3

Dodatkowo funkcja, w odroznieniu od wyrazenia, jest wy$wietlana razem
ze strzatka:

f
Out: x |--> xN2 + 2*x - 3

Przeanalizujemy teraz najcze¢sciej wystepujace btedy, ktore popetiane sg pod-
czas nauki jezyka Sage:

1. Brak operatora gwiazdki przy mnozZeniu — nalezy stosowaé zapis 3*x,
5*x~2 itd. Instrukcja 2x powoduje btad invalid decimal literal. Wobec tego, jesli
pojawia si¢ taki komunikat, nalezy szuka¢ w kodzie brakujacych gwiazdek:

2X

SyntaxError: invalid decimal literal

2. Brak deklaracji zmiennych jako symboli — powoduje blad name is not defined,
z ktorym juz wcezesniej si¢ spotkaliSmy. Jezeli przypiszemy do zmiennej jakas
warto$¢ liczbowa, na przyklad x = 7, to od tej pory bedzie ona traktowana
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jako liczba, a nie symbol. Aby ponownie wykonywac¢ dzialania na wyrazeniach
algebraicznych, nalezy zastosowac polecenie var('x'):

X=7
X + 2*Xx
Out: 21

3. Stosowanie nazw dostepnych w Sage — nadpisanie wbudowanych nazw, na przy-
ktad poprzez cos = 1.25 lub e = 2, sprawia, ze dana funkcja wbudowana lub stata
(tutaj cosinus i liczba Eulera) bedzie odtad traktowana jak zwykta liczba. W re-
zultacie pozniejsze uzycie tych nazw spowoduje blad object is not callable
lub bledny wynik:

cos = 1.25
cos(0)

TypeError: 'sage.rings.real_mpfr.ReallLiteral' object is not callable

Ten efekt uboczny mozna naprawi¢ poprzez restart kernela, ktory uzyskujemy
za pomocg $ciezki w menu: Kernel — Restart Kernel (jest to dobre rozwigzanie
w wielu sytuacjach, kiedy co$ nie dziata tak, jak powinno) lub korzystajac z polece-
nia reset().

4. Brak nawiasow, gdy istotna jest kolejno$¢ dzialan — wyrazenia w liczniku i mia-
nowniku utamka sg traktowane, jakby byly w nawiasach. Dlatego podczas defi-
niowania utamka

x+2

x—1

nalezy koniecznie doda¢ w kodzie nawiasy:
wyrazenie = (x + 2) / (x - 1)

Jezeli napiszemy: x + 2 / x - 1, to obowigzywac bedzie kolejnos¢ dziatan, wiec
w wyniku otrzymamy btedny rezultat:

2
x+—-——1.
x
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Wyrazenia algebraiczne réwniez domyS$lnie zapisywane sa w najprostszej po-
staci. Mozemy jednak wymusi¢ okreslone zachowanie wyrazen za pomocg odpo-
wiednich funkcji:

* expand() — zapisuje wyrazenie w postaci ogolnej:

W = (x+2)"3
W.expand()
Out: x~3 + 6*x"N2 + 12*x + 8

+ factor() — zapisuje wyrazenie w postaci iloczynowe;j:

W=x"2-x-6
W.factor()
Out: (x + 2)*(x - 3)

 simplify() — upraszcza wyrazenie (w zaleznosci od jego rodzaju mozemy sto-
sowa¢ funkcje, takie jak simplify rational() dla wyrazen wymiernych, sim-
plify_trig() dla funkcji trygonometrycznych lub simplify full() w celu ogdl-
nego uproszczenia):

W= (Xx"3-3*x-2)/ (x"2-x-2)
W.simplify_rational()
Out: x + 1

Obiekty w Sage mozemy wyswietla¢ w bardziej przejrzystej formie za pomoca
funkcji show():

show( sqrt(x) + 1/x)
out: vx +%

Funkcja LatexExpr() pozwala natomiast przedstawia¢ wyniki w eleganckiej
formie, z wykorzystaniem sktadni jezyka LaTeX:

var('a b c')
delta = b2 - 4*a*c
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print("Wyrdznik tréjmianu kwadratowego:')
show( LatexExpr(r'\Delta="), delta )
out: A = b? — 4ac

Uwaga. Litera r przed tekstem zapisanym w jezyku LaTeX powoduje, Zze sym-
bol backslash (\) jest traktowany dostownie, a nie jako znak specjalny*.

Przykiad 2.2
Dany jest wielomian:
W) =x*+x3—-7x>—-x+6.

a) Zapiszemy wielomian W w postaci iloczynowe;.
b) Podamy doktadng warto$¢ wielomianu dla argumentu x = %

¢) Wyznaczymy przyblizona wartos¢ wielomianu dla x = /2.

d) Przedstawimy iloczyn W (x) - (x + 1) w postaci ogdlne;.

Wielomian W definiujemy jako funkcje — ten zapis jest na 0ogot wygodniejszy ze
wzgledu na prostsza sktadni¢. Ponizej stosujemy typowa konwencj¢ wykorzysty-
wang w notatnikach Jupyter — najpierw definiujemy obiekt, a nastgpnie go wyswie-
tlamy, aby zobaczy¢, jak wyglada:

W(x) = x4 + X3 - 7*x"2-Xx + 6
W
Out: X |--> XN + x"3 -7*x"2-x+ 6

a) Zapisujemy wielomian W w postaci iloczynowej, korzystajac z funkcji factor().
Stosujemy tutaj operator kropki:

W.factor()
Out: (x + 3)*(x + 1)*(x - 1)*(x - 2)

4 W jezyku Python zapis \n oznacza symbol nowej linii, natomiast \t — tabulator. Zamiast tzw. surowego
tekstu uzyskanego poprzez wykorzystanie litery r mozna tez stosowaé podwojny backslash (\).
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b) Poniewaz zdefiniowaliSmy wielomian jako funkcj¢, nie musimy precyzowac
zmiennej przy obliczaniu warto$ci:

W(1/2)
Out: 63/16

¢) Aby znalezé przyblizona wartoéé wielomianu W dla argumentu x = /2, korzy-
stamy z funkcji n():

W( sqrt(2) ).n()
Out: -2.58578643762691

d) Hloczyn W(x) - (x + 1) przedstawiamy w postaci ogélnej za pomoca funkcji
expand(). Tutaj wykorzystujemy wywotanie bezposrednie:

expand( W * (x+1) )
Out: X |--> X5 + 2*X"N4 - 6*%x"3 - 8*xN2 + 5*x + 6

Uwaga. Uzyskany wynik jest funkcjg, natomiast zapis expand( W(x) * (x+1) )
spowoduje, ze w wyniku otrzymamy wyrazenie.

Warto zajrze¢ do dokumentacji wyrazen symbolicznych® w Sage [4], aby poznad
wigcej dostgpnych mozliwosci dotyczacych obliczen na symbolach.

2.3. Rysunki

System SageMath oferuje intuicyjna sktadni¢ do tworzenia rysunkow matematycz-
nych. Poszczeg6lne elementy graficzne mozna w prosty sposob ze sobg taczy¢ oraz
modyfikowac¢. Umozliwia to tworzenie ztozonych ilustracji bez koniecznosci pisania
duzej iloéci kodu — w przeciwienstwie do wielu innych narzedzi, takich jak biblioteki
jezyka Python.

W Sage mozna wykonywa¢ wykresy dwuwymiarowe (2D) oraz interaktywne
wykresy trojwymiarowe (3D). W tej czgsci skupimy si¢ na omowieniu najczgsciej
uzywanych typéw wykresow 2D oraz argumentow, ktore mozemy w nich stosowac.
Beda one szczegolnie przydatne przy wizualizacji pojeé¢ zwigzanych z liczbami ze-
spolonymi.

5 Sage, Symbolic expressions, https://doc.sagemath.org/html/en/reference/calculus/sage/symbolic/
expression.html [dostep: 18.10.2025].
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2.3.1. Rodzaje funkg;ji graficznych

Przeanalizujemy podstawowe funkcje dostgpne w Sage stuzgce do generowania wy-
kreséw funkcji oraz rysowania figur geometrycznych:

1. Wykres funkcji — plot().
Aby narysowac wykres, jako pierwszy argument funkcji plot() przekazujemy funk-
cje, wyrazenie lub wzor funkcji, ktorej wykres chcemy otrzymaé. Domyslnie dzie-

dzing jest przedziat (—1, 1):

plot(x”3)

1.0

0.5 1

T T
0.5 1.0

—0.5

-=1.0 1

Rysunek 2.5. Prosty wykres funkcji f(x) = x3

Uzyskany wykres przedstawiono na rysunku 2.5. Alternatywnie mozemy naj-
pierw zdefiniowa¢ funkcje f(x) = x~3, a nastepnie otrzymac ten sam efekt za po-
mocg polecenia plot(f). Aby zmieni¢ dziedzing, piszemy:

plot( x~3, (x, -2, 2) )
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Zbidr wyswietlanych warto$ci mozna kontrolowac za pomocg argumentéw ymin
i ymax. Przykladowo narysujemy wykres funkcji f(x) = sinx dla argumentow
z przedzialu (—m, ) z warto$ciami ograniczonymi do przedziatu (—2,2):

plot( sin(x), (x, -pi, pi), ymin=-2, ymax=2 )

2.01
1.5 4
104

0.5 4

-0.5 4

-1.0

-1.5 1

=2.0 1

Rysunek 2.6. Wykres funkcji f (x) = sin x z okreslong dziedzing oraz zakresem wy$wietlanych
wartosci

Wynik dziatania kodu pokazano na rysunku 2.6. Warto zwroci¢ uwage, ze pierw-
sze dwa argumenty (wzor funkcji i dziedzing) podajemy bez znaku réwnosci — sg to
tzw. argumenty pozycyjne. Funkcja plot() wymaga, aby pierwszy argument okre§lat
wzor funkcji, a drugi — dziedzing, co eliminuje potrzebe podawania ich nazw. Dwa
ostatnie argumenty maja natomiast konkretne nazwy: ymin i ymax — sg to tzw. argu-
menty nazwane — mozna je podawac¢ w dowolnej kolejnosci.

2. Obszar — region_plot().

Funkcja region_plot() stuzy do zaznaczania obszaru na plaszczyznie, okreslonego
za pomocg ograniczen podanych w nawiasach kwadratowych. Warunki oddzielone
przecinkami oznaczajg ich cz¢$¢ wspolna:

var('x y')
region_plot([x > 1,y > 2,y <5-x], (x,0,4), (y,1,5))
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Rysunek 2.7. Trojkat ograniczony prostymi x =1, y = 2 i y = 5 — x, uzyskany za pomoca
funkcji region_plot()

Otrzymanga figure przedstawiono na rysunku 2.7. Pierwszym argumentem funk-
cji region_plot() jest lista zawierajgca warunki oddzielone przecinkami — w tym
przypadku jest to cz¢$¢ wspdlna obszarow, ktore znajduja sig:

* po prawej stronie prostej pionowej: x = 1;
* nad prostg poziomg: y = 2;
* pod prostg uko$ng: y =5 — x.

Nastepnie okreslamy zakresy: przedziat (0,4) dla zmiennej x (0§ pozioma)
oraz przedziat (1, 5) dla zmiennej y (0§ pionowa). Poniewaz wykresy generowane sg
na podstawie zmiennych symbolicznych, konieczne jest zadeklarowanie zmiennych
x 1y jako symboli za pomoca funkcji var().

Poczatkowo uzyskany obszar nie prezentuje si¢ jeszcze zbyt estetycznie, dlatego
warto poprawic jego wyglad, modyfikujac kolory brzegu i wypehienia oraz grubos¢
linii poprzez zmian¢ odpowiednich argumentow:

region_plot( [x > 1,y > 2,y < 5-x], (x, 0, 4), (y, 1, 5),
incol='cyan', bordercol='black', borderwidth=3 )
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Rysunek 2.8. Efekt dziatania funkcji region_plot() po zmianie koloréw wnetrza i brzegu
oraz grubosci linii

Wynikowy obszar przedstawiono na rysunku 2.8. Argumenty incol oraz border-
col odpowiadaja za kolor wypekienia i obramowania, natomiast borderwidth ustala
grubos¢ linii brzegowej. Aby okresli¢ grubos¢ brzegu, nalezy najpierw zdefiniowac
jego kolor — dlatego usuniecie argumentu bordercol='black' w powyzszym kodzie
spowoduje btad. W przypadku uzycia wielu argumentéw warto podzieli¢ kod
na kilka linijek w celu zwigkszenia jego czytelnosSci.

3. Punkt — point().

Aby narysowac punkt na ptaszczyznie, nalezy przekazac jego wspotrzedne do funk-
cji point(). Podobnie jak inne funkcje graficzne point() posiada wlasny zestaw ar-
gumentow. Ponizej znajduje si¢ kod, ktory sprawdza si¢ dla wigkszosci rysunkow:

point( (2, 3), color="'red', size=30, zorder=5 )

Efekt dziatania pokazano na rysunku 2.9. Wykorzystujemy tutaj standardowy
zestaw argumentow, ktory warto stosowac dla kazdego punktu. Argumenty color
1 size zmieniajg odpowiednio kolor i rozmiar punktu, natomiast zorder okresla poto-
zenie punktu wzgledem innych figur (wigksza warto$¢ oznacza, ze punkt znajduje
si¢ bardziej z przodu) — jest to potrzebne przy umieszczaniu na rysunku wigkszej
liczby obiektow.
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Rysunek 2.9. Punkt na ptaszczyznie o wspétrzednych (2, 3) wygenerowany za pomocg funkcji
point()

T T T
0.5 1j0 15 2.0

-1 4

Rysunek 2.10. Odcinek taczacy punkty o wspétrzednych (1, —1) oraz (1,4) uzyskany za po-
moc3 funkcji line()
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4. Linia — line().
Aby narysowa¢ odcinek, umieszczamy w li§cie wspoirzedne jego koncow:

line( [(1, -1), (1, 4)], color="purple', thickness=3 )

Uzyskang lini¢ przedstawiono na rysunku 2.10. Funkcja line() przyjmuje jako
pierwszy argument list¢ zawierajacg wspolrzedne punktow, ktore chcemy potaczy¢.
Ta funkcja takze ma wlasny zestaw argumentow — tym razem do okreslenia grubosci
linii stuzy argument thickness. Warto zwrdci¢ uwagg, ze linie, ktore nie sg pionowe,
mozna rowniez rysowaé za pomocg funkcji plot(), podajac wzor odpowiedniej
funkgc;ji.

5. Wielokat — polygon().

Pierwszym argumentem funkcji polygon() jest lista zawierajaca wspdtrzedne kolej-
nych wierzchotkéw wielokata. Wazne jest przekazanie ich w odpowiedniej kolejno-
$ci — wzdtuz bokow wielokata:

po'Ygon( [(ll 1)/ (_11 2)1 (21 3)1 (41 1)]1
color="'cyan', edgecolor="'black’, thickness=2 )

3.0 4

-1 0 1 2 3 4

Rysunek 2.11. Wielokat utworzony za pomocg funkcji polygon()

Na rysunku 2.11 przedstawiono wynik dziatania funkcji. Pierwszy argument
jest listg zawierajgca wierzchotki podane w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek
zegara. Kolejne argumenty — color, edgecolor i thickness — formatujg odpowiednio
kolor wnetrza, kolor krawedzi i grubo$¢ linii obramowania. Aby otrzymac
wielokat bez wypetnienia, nalezy doda¢ parametr fill=False. W przypadku podania
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nieprawidlowej nazwy argumentu SageMath wyswietli list¢ podpowiedzi z dostgp-
nymi nazwami.

2.3.2. Argumenty funkcji kreslenia

Wyglad wykresu modyfikujemy poprzez uzycie odpowiednich argumentéw. Przyj-
rzymy si¢ teraz argumentom, ktore dostepne sg w najczesciej uzywanej funkcji gra-
ficznej — plot():

1. Kolor wykresu — color.

Liste nazwanych kolorow mozna znalez¢é w dokumentacji biblioteki Matplotlib®,
z ktorej system SageMath korzysta do generowania wykresow 2D. Mozemy tez wy-
bra¢ dowolny kolor za pomocg modelu RGB. W tym celu przekazujemy jako argu-
ment odpowiedni kod szesnastkowy. Ponizej zmieniamy kolor paraboli y = x?
na malinowy:

plot(x~2, color="#d43b64")

2. Styl linii — linestyle.
Mamy do wyboru nastepujace style linii:

» '-'—linia ciggta (argument domys$lny);
e '--'—linia przerywana;

» ':'—linia kropkowana;

 '-.'—linia kreskowo-kropkowana;

» " —brak linii.

Ponizszy kod pozwala naszkicowaé wykres funkcji y = x? linig przerywana:

plot(x~2, linestyle='--")

3. Styl punktu — marker.
Proces tworzenia wykresow w SageMath sktada si¢ z dwoch etapow:
* mnajpierw generowane sg punkty (argumenty x wybierane sg losowo z dziedziny,
natomiast warto$ci y sa obliczane na podstawie przekazanego wzoru);
* nastepnie uzyskane punkty tgczone sg linig ciggta.

Styl punktow mozna wybiera¢ sposrod wielu dostepnych mozliwo$ci, m.in.:
punkt ('."), okrag ('o"), kwadrat ('s'), trojkat ('v'), plus ('+') itd. Za pomoca

¢ Matplotlib, List of named colors, https://matplotlib.org/stable/gallery/color/named_colors.html
[dostep: 18.10.2025].
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argumentow markersize, markeredgecolor i markerfacecolor zmieniamy odpowied-
nio rozmiar punktu oraz kolor jego obramowania i wypetnienia.

Pozostate istotne argumenty dost¢pne dla funkcji plot() zostaly zebrane w ta-
beli 2.3.

Tabela 2.3. Argumenty funkcji plot()

Argument Przyklad zastosowania
Grubos¢ linii thickness plot(x~2, thickness=3)
Tytul wykresu title plot(x~2, title="Parabola')
Przezroczystosé alpha plot(x~2, alpha=0.6)
Linie siatki gridlines plot(x, gridlines=True)
Etykieta legendy legend_label plot(x, legend_label="Prosta')
Rozmiar wykresu figsize plot(x, figsize=7)

Przyktad 2.3

Narysujemy wykres wielomianu danego wzorem:
W(x)=x3—2x?>-3x+4,

dla argumentow z przedziatu (—3, 4), a nastepnie:

a) ustalimy zbior wys$wietlanych wartosci jako (—8, 8);
b) zmienimy kolor wykresu i grubos¢ linii;

¢) dodamy tytul, legende oraz linie siatki.

Najpierw definiujemy wielomian W i generujemy jego wykres za pomocg funk-
cji plot(). Wykresy domyslnie rysowane sg w zakresie (—1,1), dlatego zgodnie
z poleceniem zmieniamy dziedzine na przedziat (—3,4):

W(X) = x"3 - 2*¥x"2 - 3*x + 4
plOt( WI (Xl _31 4) )

a) Aby lepiej zilustrowa¢ zachowanie funkcji, ograniczamy zakres wyswietlanych
warto$ci, dodajac do funkcji plot() argumenty ymin i ymax:

plot( W, (x, -3, 4), ymin=-8, ymax=8 )

b) Nastepnie poprawiamy czytelno$¢ wykresu poprzez zmiang jego koloru na zie-
lony i zwigkszenie grubo$ci linii. Bardziej zlozone rysunki warto tworzy¢
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stopniowo — dodajemy kolejne elementy krok po kroku i obserwujemy, jak
zmiany wptywaja na wyglad rysunku. Nie nalezy pisa¢ od razu calego kodu —
warto podzieli¢ ten proces na mniejsze etapy.

plot( W, (x, -3, 4), ymin=-8, ymax=8,
color='green’, thickness=3)

¢) Na koniec dodajemy pozostate argumenty, ktore zostaly opisane w tabeli 2.3.
Umieszczenie fragmentu tekstu pomiedzy ,,dolarami” ($$) pozwala korzystac
ze sktadni jezyka LaTeX. Efekt koncowy, uzyskany za pomocg ponizszego kodu,
przedstawiono na rysunku 2.12.

Wykres funkcji Wi{z) =z - 22* — 3z +4

=Wielomian

=21

i

Rysunek 2.12. Koricowy wykres wielomianu W (x) = x3 — 2x%2 — 3x + 4

plot( W, (x, -3, 4), ymin=-8, ymax=8, color="'green’,
thickness=3, legend_label='Wielomian', gridlines=True,
title="Wykres funkcji $W(x)=x"3-2x"2-3x+4$" )

W podobny sposdb mozemy zaznaczaé na rysunku inne figury. Przyktadowo po-
nizszy kod generuje okrag jednostkowy o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych:

circle( (0, 0), 1)
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Pozostate funkcje graficzne i wiele innych dostepnych mozliwo$ci mozna zna-
lez¢ w dokumentacji wykresow 2D’ w Sage.

2.3.3. Laczenie rysunkdw
Aby umiesci¢ wiele wykresow funkcji na jednym rysunku, mozemy taczy¢ poszcze-
g0lne obiekty graficzne za pomocg operatora +:

plot(x~2, color='green') + plot(-x~2 + 1, color="'orange')

W przypadku bardziej skomplikowanych rysunkow taki zapis staje si¢ jednak
nieczytelny. W zwigzku z tym warto przypisywac kolejne obiekty graficzne
do zmiennych:

rysl = plot(x”~2, color="'green')
rys2 = plot(-x~2 + 1, color="orange')
rysl + rys2

Mozemy réwniez uzy¢ operatora +=, aby do istniejacego rysunku dodawaé ko-
lejne wykresy:

rys = plot(x~2, color='green')
rys += plot(-x~2 + 1, color="orange')
rys

Alternatywnie dla funkcji plot() ten sam efekt mozna osiggnac poprzez przeka-
zanie wzorow funkcji w liscie oraz odpowiadajacych im kolorow:

plot( [x~2, -x~2+1], color=['green’, 'orange'] )

Pusty rysunek tworzymy za pomocg komendy Graphics(). Nastgpnie mozemy
go rozbudowywac, dodajac do niego kolejne elementy za pomocg operatora +=:

rys = Graphics()
rys += plot( x~2 - 1, (x, -2, 2), thickness=2 )

7 Sage, 2D plotting, https://doc.sagemath.org/html/en/reference/plotting/sage/plot/plot.html [dostep:
18.10.2025].
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rys += point( (0, -1), color="red’', size=30, zorder=5)
rys

Aby umiesci¢ tekst na rysunku, korzystamy z funkc;ji text():

rys += text( '$W=(0, -1)$', (0.4, -1.2), color="black', fontsize=14)
rys

3.0 1
2.5
2.0 A
151
1.0 1

0.5 1

T T T
—2.0 -1.5 0.5 .0 15 2.0

W=(0, —1)

Rysunek 2.13. Wykres funkcji kwadratowej z zaznaczonym wierzchotkiem oraz tekstem na ry-
sunku

Efekt koncowy dzialania powyzszego kodu przedstawiony zostal na ry-
sunku 2.13. Pierwszy argument funkcji text() jest tekstem wySwietlanym
na rysunku. Drugi argument okresla wspotrzedne, na ktorych tekst zostanie umiesz-
czony. Opcjonalne argumenty color i fontsize modyfikuja natomiast odpowiednio
kolor tekstu oraz rozmiar czcionki. Aby zapisa¢ koncowy rysunek do pliku w for-
macie .pdf, korzystamy z polecenia:

rys.save('nazwa_pliku.pdf")
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Uwaga. W notatniku Jupyter obiekt graficzny jest automatycznie wyswietlany,
jesli znajduje sie¢ w ostatniej linii komoérki. Aby pokaza¢ rysunek w dowolnym miej-
scu lub wyswietli¢ wiele wykresow jednoczesnie, nalezy uzy¢ funkcji show().

2.4. Rdwnania i uktady réwnan

SageMath oferuje narzedzia do pracy zardwno z pojedynczymi réwnaniami,
jak i uktadami rownan. Mozemy rozwiazywaé nie tylko rownania liniowe i nieli-
niowe, ale takze roOwnania zawierajace parametry lub wiele niewiadomych.
Rownania w SageMath mozna zapisywa¢ w formie symbolicznej — wowczas
system podejmie probe znalezienia rozwigzania doktadnego za pomocg odpowied-
nich algorytmoéw. W sytuacji, gdy uzyskanie analitycznego rozwigzania jest niemoz-
liwe, mozemy wykorzysta¢ metody numeryczne, aby znalez¢ wynik przyblizony.

2.4.1. Rozwigzywanie rdwnan i nierdwnosci

Podstawowym narzedziem do rozwigzywania réwnan i nierownosci w Sage jest
funkcja solve(). Pierwszym argumentem tej funkcji jest rownos¢, ktorg zapisujemy
za pomocg operatora ==. Drugi argument okresla zmienna, wzgledem ktorej szu-
kamy rozwigzania.

Przykiad 2.4
Rozwigzemy réwnanie:
2x% — 5x = 3.

Stosujemy sktadni¢ solve(rownos¢, zmienna). W wyniku otrzymujemy liste row-
nosci zawierajacych rozwigzania roGwnania:

solve(2*xN2 - 5*%x == 3, x)
Out: [x == 3, x == (-1/2)]

Jezeli po prawej stronie rownania znajduje si¢ liczba 0, mozemy poming¢ znak
rownosci. Funkcja solve() zaktada domyslnie, Ze prawa strona jest rowna 0, dlatego

ten sam przyktad mozna zapisa¢ kroce;j:

solve(2*x/~2 - 5*x - 3, X)

Out: [x == 3, x == (-1/2)]
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Przyktad 2.5
Rozwiazemy nier6wnos¢:
x2—2x—3>0.

Nieréwnosci rozwigzujemy podobnie jak rbwnania — za pomoca funkcji solve():

solve(x™2 - 2*x -3 > 0, x)

Out: [[x < -1], [x > 3]]

Funkcja zwraca list¢ zawierajacg rozwigzania nieréwnosci. W Sage nawiasy
kwadratowe oddzielone przecinkiem, na przyklad [[x < -1], [x > 3]], oznaczaja
sume przedziatow, czyli zbior (—oo, —1) U (3, +0). Zapis [[x > -1, x < 3]] rozu-
miemy za$ jako cze$¢ wspolng przedziatow, czyli zbior (—1, 3).

Przykiad 2.6

Rozwigzemy ponizsze rdwnanie oraz podamy przyblizong warto$¢ pierwszego roz-
wigzania:
x3+2x?=3x+6.

Najpierw wypisujemy wszystkie rozwigzania réwnania:

rozw = solve(x"3 + 2*x"2 == 3*x + 6, x)
rozw
Out: [x == -sqrt(3), x == sqrt(3), x == -2]

Wynik zwracany przez funkcj¢ solve() przypisujemy do zmiennej rozw. Ponie-
waz jest to lista, mozemy odwotywac si¢ do poszczegdlnych rozwigzan za pomoca
indeksow. W jezyku Python obowigzuje indeksowanie od 0, wigc pierwszy element
listy rozw uzyskujemy za pomocg komendy rozw[0], drugi jako rozw[1] itd. Ostatni
element listy mozemy wyodrebni¢, korzystajgc z polecenia rozw[-1] — ujemne in-
deksy w Pythonie oznaczajg odliczanie od konca. Wypisujemy pierwsze rozwigza-
nie roOwnania:

rozw[0]
Out: x == -sqrt(3)
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Jest to réwnos¢, zatem nie mozemy bezposrednio obliczy¢ jej wartosci przybli-
zonej, poniewaz otrzymaliby$my btad. Najpierw nalezy wyodrebni¢ prawa strong
tej rownosci (Right-Hand Side) za pomoca funkcji rhs():

rozw[0].rhs()
Out: -sqgrt(3)

Aby poda¢ wartos¢ przyblizong tego rozwigzania, korzystamy z funkcji n():

rozw[0].rhs().n()
Out: -1.73205080756888

Przykiad 2.7
Rozwigzemy réwnanie
x*—1=0
1 wypiszemy w petli wszystkie jego rzeczywiste rozwigzania.

Petla to konstrukcja umozliwiajaca wielokrotne wykonywanie powtarzalnych
operacji. W jezyku Python najczesciej stosujemy petle for, ktora pozwala iterowac
(przechodzi¢) po elementach listy. Ponizej iterujemy w petli for po elementach listy
przedmioty 1 wypisujemy jej zawarto$¢ na ekran:

przedmioty = ['algebra’, 'analiza', 'programowanie']
for przedmiot in przedmioty:
print(przedmiot)
Out: algebra
analiza

programowanie

W pierwszej iteracji zmienna przedmiot przyjmuje warto$¢ 'algebra’, w drugiej
'analiza' itd. W jezyku Python po symbolu dwukropka (:) nalezy stosowa¢ wcigcie
za pomocg tabulatora.

Wykorzystujemy te sktadni¢, aby wypisa¢ rozwigzania rownania w przykladzie:

for r in solve(x”™4 - 1, x):
print( r.rhs() )
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Funkcja solve() zwraca listg [x == I, x == -1, x == -I, x == 1]. W petli iteru-
jemy po elementach tej listy, wigc do zmiennej r w kolejnych iteracjach przypisy-
wane sg poszczegolne rownosci zawarte w liScie. Wewnatrz petli for wypisujemy
natomiast na ekran prawe strony tych rownosci, korzystajac z funkcji rhs(). Niektore
rozwigzania tego rownania sg liczbami zespolonymi, poniewaz zawierajg jednostke
urojong I. Wigcej na temat takich liczb powiemy w nastepnym rozdziale — na razie
wystarczy nam wiedza, ze nie sg to liczby rzeczywiste.

Aby okresli¢ zatozenia dotyczace dziedziny rownania, korzystamy z funkcji as-
sume(). W ponizszym kodzie zaktadamy, ze dziedzing jest zbior liczb rzeczywi-
stych:

assume(x, 'real")

for rin solve(x™4 - 1, x):
print( r.rhs() )

Out: -1

1

Aktualne zatozenia mozemy wyswietli¢ za pomocg funkcji assumptions(), na-
tomiast aby zapomnie¢ o wszystkich zatozeniach, stosujemy polecenie:

forget()

Zadanie mozna réwniez rozwigza¢ za pomocg instrukcji warunkowej if. Jest
to konstrukcja, ktéra pozwala na wykonanie okreslonego bloku kodu w zaleznosci
od tego, czy spelniony jest warunek logiczny. Ponizszy przyktad ilustruje jej dziata-
nie:

wiek = 19
if wiek < 18:
print(‘Nie masz 18 lat!")
else:
print('Masz ukonczone 18 lat!")

Out: Masz ukorniczone 18 lat!
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Jezeli warunek wiek < 18 jest spelniony, wykonuje si¢ pierwszy blok kodu
po dwukropku. W przeciwnym razie przechodzimy do drugiego bloku, znajdujacego
si¢ po instrukc;ji else.

W jezyku Sage funkcjonuje nastepujace nazewnictwo zbiorow liczbowych:

* NN — zbior liczb naturalnych (z zerem);
* ZZ — zbidr liczb catkowitych;

* QQ — zbidr liczb wymiernych;

* RR — zbior liczb rzeczywistych;

* CC — zbior liczb zespolonych.

Ponizej przedstawiono rozwigzanie przyktadu 2.7, ktore wykorzystuje instrukcje
warunkowg if:

for r in solve(x™4 - 1, x):
if r.,rhs() in RR:
print(r)
Out: -1
1

Uwaga. Wyrazenie r.rhs() in RR w powyzszej petli sprawdza, czy prawa strona
rownosci jest liczbg rzeczywista, natomiast zapis r in RR nigdy nie bedzie praw-
dziwy, poniewaz r jest rOwnoscia, a nie liczba.

2.4.2. Numeryczne rozwigzywanie rownan

Gdy rownanie jest zbyt skomplikowane, mozemy znalez¢ jego rozwigzanie nume-
rycznie w okreslonym przedziale, korzystajac z funkcji find_root().

Przykiad 2.8

Rozwigzemy numerycznie rownanie:

e*+1lnx = x.

Funkcja solve() nie zwraca zadnego wyniku, poniewaz to rownanie jest zbyt
trudne. Otrzymujemy jedynie nieco przeksztatcong wersje pierwotnej rownosci:

rownanie = exp(x) + log(x) == x
solve(rownanie, x)

Out: [x == e™x + log(x)]
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W takiej sytuacji nalezy rozwigza¢ rdwnanie numerycznie, uzywajac sktadni:

find_root(rownosé, lewy, prawy).

Woweczas funkcja automatycznie zastosuje odpowiednig metodg obliczeniowg
i zwroci jedno rozwigzanie (lub informacje o jego braku) w przedziale [lewy, prawy].
Jezeli w zadanym przedziale jest wigcej pierwiastkow, trzeba odpowiednio zawezi¢
przeszukiwany przedzial, tak aby znalez¢ wszystkie rozwigzania:

find_root(rownanie, 0, 1)
Out: 0.34416128672195007

W wyniku pojawia si¢ rowniez komunikat o przedawnieniu (Deprecation) funk-
cji find_root(). Oznacza to, ze w przysztych wersjach SageMath funkcja ta moze
zosta¢ usunigta lub zastapiona innym narzedziem. Aby ukry¢ to ostrzezenie, wystar-
czy ponownie uruchomi¢ kod w tej samej komorce.

0.5 1.0 15 2.0

Rysunek 2.14. Rysunek pomocniczy - pierwsza wspoétrzedna punktu przeciecia wykresow funk-
cji jest szukanym rozwigzaniem réwnania

Skad wiadomo, Ze rozwigzania nalezy szuka¢ akurat w przedziale [0, 1]? Naj-
pierw warto narysowa¢ wykresy funkcji wystepujacych po obu stronach réwnania,
aby zorientowac si¢, gdzie znajduje si¢ potencjalne rozwigzanie:
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plot( [rownanie.lhs(), rownanie.rhs()], (x, 0, 2) )

Wynik dziatania tego kodu przedstawiono na rysunku 2.14. Umieszczamy w li-
$cie lewa 1 prawa stron¢ rOwnania, co sprawia, ze obie funkcje rysowane sg réznymi
kolorami na jednym rysunku. Widzimy, ze wykresy przecinajg si¢ w punkcie o pierw-
szej wspotrzednej x = 0,35, wiec spodziewamy si¢ rozwigzania w przedziale [0, 1].
Na tej podstawie wybieramy wartosci przekazywane do funkcji find_root().

Przyktad 2.9

Rozwigzemy numerycznie rownanie:

x% — 2x = sinx.

Zaczynamy od rysunku pomocniczego, aby zlokalizowac potencjalne rozwigzania:

rownanie = xN2 - 2*¥x == sin(x)

plot( [rownanie.lhs(), rownanie.rhs()], (x, -1, 3) )
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Rysunek 2.15. Rysunek pomocniczy do znalezienia rozwigzar réwnania x — 2x = sinx
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Efekt dzialania tego kodu przedstawiono na rysunku 2.15. Tym razem dostrze-
gamy dwa punkty przecigcia. Znajduja si¢ one na przyktad w przedziatach [—1, 1]
oraz [2,3]. W zwiazku z tym rozwigzania tego rownania znajdujemy nastgpujaco:

print( 'Pierwsze rozwigzanie:', find_root(rownanie, -1, 1) )
print( 'Drugie rozwigzanie:', find_root(rownanie, 2, 3) )
Out: Pierwsze rozwigzanie: 2.0158492568029108e-16
Drugie rozwigzanie: 2.3169342886238704

Pierwsza warto$¢ jest liczba réwna okoto 2 - 1071, wiec jest to w przyblize-
niu 0.

Ponownie — wigcej informacji dotyczacych rozwigzywania rownan mozna zna-
lez¢ w dokumentacji rownan i nierownosci® w Sage.

2.4.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan

Uktady rownan rowniez mozna rozwigzywac za pomocg funkcji solve(). Pierwszym
argumentem jest lista rOwnosci wystgpujacych w ukladzie, natomiast drugim — lista
zmiennych, wzgledem ktoérych chcemy go rozwigzaé.

Przykiad 2.10

Rozwiazemy uktad réwnan:
—x+2y— z= 6
2x+ y+2z= 3
3x— y+ z=-2.

W uktadzie wystepujg trzy zmienne: x,y i z. Najpierw nalezy zadeklarowac je
jako symbole za pomoca funkcji var(). Nastepnie umieszczamy poszczegolne row-
nosci w liscie bedacej pierwszym argumentem funkcji solve():

var('x y z')
solve( [-x+2*y-z==6, 2*¥x+y+2*z==3, 3*x-y+z==-2], [X, Y, 2] )
Out: [[x == (1/2),y == 3,z == (-1/2)]]

8 Sage, Symbolic equations and inequalities, https://doc.sagemath.org/html/en/reference/calcu-
lus/sage/symbolic/relation.html [dostep: 18.10.2025].
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Przyktad 2.11
Rozwigzemy uktad réwnan liniowych, ktory ma nieskonczenie wiele rozwigzan:
x+2y+ z+ t=1
x+2y+5z+3t=3
2x+4y— z— t=2

Parametry w Sage reprezentowane sg przez symbole r1, r2, r3 itd., ktore sa ge-
nerowane automatycznie przy kolejnych uruchomieniach komoérek w notatniku.
W ponizszym kodzie rozwigzania zalezne sg od jednego parametru ri:

var('x y z t')

solve( [x+2*y+z+t==1,

X+2*y+5*z+3*t==3,

2*¥x+4*y-z-t==2], [X, ¥, z, t] )

Out: [[x==-2*r1+1, y==r11,z==1,t == -1]]

Przyktad 2.12

Rozwigzemy uktad rownan nieliniowych:

{3y2—x2+x=2
5x2+y +4=0.

Ponownie, aby uzyska¢ rozwiagzania uktadu, korzystamy z funkcji solve(). Warto
zwrdci¢ uwage, ze poszczegolne rownosci mozna przypisywaé do zmiennych:

rl = 3*yN"2 - x"2 + x ==

r2=5"2+y+4 ==

rozw = solve( [r1, r2], [x, Y] )

rozw

Out: [[x == (-0.02484220293816692 + 0.8122623991014778*I),
y == (-0.7042346502636634 + 0.20178387357521244*I)],

[x == (-0.02484220293816692 - 0.8122623991014778*I),

y == (-0.7042346502636634 - 0.20178387357521244*1)],

[x == (0.02484220293816692 + 0.9633954181779256*I),
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y == (0.6375679835969956 - 0.23932864488076214*1)],
[x == (0.02484220293816692 - 0.9633954181779256%*I),
y == (0.6375679835969956 + 0.23932864488076214*I)]]

Otrzymujemy list¢ zawierajacg cztery rozwigzania zespolone — w kazdym z nich
wystepuje symbol I oznaczajacy jednostke urojong. Na podstawie tych wynikow
wnioskujemy, ze uktad ma tylko rozwigzania zespolone — nie ma rozwigzan w zbio-
rze liczb rzeczywistych.

Podobnie jak w przypadku pojedynczych rownan, do rozwigzan mozna odwoty-
wacé si¢ za pomocg indeksow. Aby wyodrebni¢ ostatnie rozwiagzanie uktadu,
piszemy:

rozw[-1]
Out: [x == (0.02484220293816692 - 0.9633954181779256%*I),
y == (0.6375679835969956 + 0.23932864488076214*1)]

Uzyskany wynik jest listg3. Mozemy teraz stosowaé¢ podwojne indeksowanie,
aby uzyskac¢ dostep do elementow znajdujacych si¢ na kolejnym poziomie zagniez-
dzenia. Wypisujemy pierwszg zmienng w ostatnim rozwigzaniu uktadu:

rozw[-1][0]
Out: x == (0.02484220293816692 - 0.9633954181779256*1)

Ponizszy kod zwraca warto$¢ pierwszej zmiennej w ostatnim rozwigzaniu:

rozw[-1][0].rhs()
Out: 0.02484220293816692 - 0.9633954181779256*1

Wigcej informacji na temat mozliwosci jezyka Sage oraz praktycznych
przyktadow jego zastosowania w obliczeniach matematycznych mozna znalez¢

w pozycji [1].

Milego dnia!
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3. Liczby zespolone

3.1. Ciato liczb zespolonych

Zbior liczb zespolonych C stanowi uogolnienie zbioru liczb rzeczywistych R, w kto-
rym wprowadzamy jednostke urojong i, czyli liczb¢ o wlasnosci:
i =-1.

Oznacza to, ze kwadrat liczby zespolonej nie musi by¢ nieujemny. Ponadto,
w przeciwienstwie do liczb rzeczywistych, liczb zespolonych nie da si¢ ze sobg po-
rownywac.

Liczby zespolone mozna utozsamia¢ z punktami na ptaszczyznie. Przyktadowo
liczbe zespolong 3 + 2i identyfikujemy z punktem (3, 2) w uktadzie wspotrzednych.
Uzyskang w ten sposob konstrukcje nazywamy ptaszczyzna zespolong. Wyrdzniamy
na niej:

* poziomg o$ rzeczywista, na ktorej znajdujg si¢ liczby rzeczywiste;
* pionowsa o$ urojong sktadajacg si¢ z tzw. liczb czysto urojonych, na przy-
ktad —4i.

Zbior liczb zespolonych wraz ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia
stanowi tzw. ciato. Jest to struktura zamknigta ze wzgledu na te dziatania (tzn. wynik
zawsze nalezy do poczatkowego zbioru), w ktorej obowigzujg standardowe reguly
dziatan.

W ciele liczb zespolonych kazde rownanie wielomianowe n-tego stopnia zawsze
ma doktadnie n rozwigzan (liczac z krotno$ciami). Na przyktad rownanie kwadra-
towe

x24+1=0
ma doktadnie dwa rozwigzania zespolone, mimo ze wyréznik A przyjmuje warto$¢
ujemna. Sa to liczby nalezace do zbioru {—i,i}.

3.1.1. Postac¢ algebraiczna liczby zespolonej
Definicja. Postacig algebraiczng liczby zespolonej z € C nazywamy zapis:

z=x+yi, gdzie x,y €R. 3.D
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Wyro6zniamy tutaj:
» cze$¢ rzeczywistg (Real Part) Rez .= x € R;
» cze$¢ urojong (Imaginary Part) Imz :==y € R.

Uwaga. Czeg$¢ rzeczywista i ¢cze$¢ urojona sg liczbami rzeczywistymi.

Przykiad 3.1

Znajdziemy cze$¢ rzeczywista i cze$¢ urojong liczby zespolonej:

z=5-—2i.

Na podstawie definicji odczytujemy czesci rzeczywista i urojong liczby zespo-
lonej z jako:

Rez=5 oraz Imz=-2.

W Sage czesci rzeczywista i urojong uzyskujemy odpowiednio za pomoca funk-
cji real() oraz imag():

z=05-2%

print( 'Czes¢ rzeczywista:', real(z) )
print( 'Czes¢ urojona:', imag(z) )
Out: Czes¢ rzeczywista: 5

Czes¢ urojona: -2

Potegi jednostki urojonej i powtarzaja si¢ cyklicznie co 4, co zostato przedsta-
wione w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Cykliczno$¢ poteg jednostki urojonej

it =i i°=i 0=
i?=-1 i*=-1 i0=-1
i3=—i i7=—i i =
it=1 it=1 i2=1
Przykiad 3.2
Obliczymy potege:

44




Obserwacje zebrane w tabeli 3.1 pozwalaja szybko liczy¢ wysokie potegi jed-
nostki urojonej. Najpierw znajdujemy liczbg podzielng przez 4 w poblizu wyktad-
nika —dla 111 jest to 108. Nastepnie mozemy obnizy¢ wyktadnik potegi:

111 — j108+3 _ ;3 _

i i —1.

W jezyku Sage jednostka urojona reprezentowana jest za pomoca wielkiej
lub matej litery i. System domyslnie zapisuje wynik w najprostszej postaci:

ir111
Out: -I

Poniewaz liczbe zespolong
z=x+yi
utozsamiamy z punktem na ptaszczyznie o wspotrzednych:
(x, %),

zbidr liczb zespolonych € mozna traktowac jako zbidr par uporzgdkowanych ztozo-
nych z liczb rzeczywistych, czyli jest to ptaszczyzna:

C=RxR=R?

Przyktad 3.3

Na ptaszczyznie zespolonej zaznaczymy punkty odpowiadajgce liczbom:

z=1 oraz w=-1-—1.

Aby zaznaczy¢ liczby zespolone na rysunku, korzystamy z funkcji point() lub po-
ints() — tej drugiej uzywamy, gdy chcemy umiesci¢ wiele punktow jednoczesnie:

z=

w=-1-i

rys = point( z, size=40, zorder=5, gridlines=True,
title="Liczby zespolone', legend_label="$z=i$")
rys += point( w, color="red', size=40, zorder=5,
legend_label=r'$\omega=-1-i$"')
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rys.axes_range(-2, 2, -2, 2)
rys

Wynik przedstawiono na rysunku 3.1. Zadane liczby zespolone przypisujemy
do zmiennych z i w. Za pomocg pierwszej funkcji point() umieszczamy na rysunku
niebieski punkt, tytul, legende oraz linie siatki. Druga natomiast dodaje czerwony
punkt przy uzyciu operatora +=. Funkcja axes_range() okresla zakres wyswietla-
nych wartosci. Pierwsze dwie liczby definiujg zakres na osi poziomej, a dwie kolejne
—na osi pionowej. Wobec tego:

* na osi OX znajdujg si¢ zwykle liczby rzeczywiste x € R — odpowiadaja
im punkty postaci (x, 0);

* na osi OY potozone s3 liczby czysto urojone yi € C, ktorym odpowiadajg
punkty postaci (0, y).

Liczby zespolone
2.0

1.51
1.0 4

0.5

—1.5

—2-.0]

Rysunek 3.1. Liczby zespolone i oraz —1 — i na ptaszczyznie zespolonej

Definicja. Sprzezeniem (Conjugate) liczby zespolonej z = x + yi nazywamy
liczbe zespolong postaci:
Z =x—yi. (3.2)
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Przykiad 3.4
Znajdziemy sprzezenie liczby:
z=2-3i.

Sprzezenie z zmienia znak cze$ci urojonej liczby zespolonej z, wigc na plasz-
czyznie zespolonej punkty odpowiadajgce liczbie i jej sprzezeniu sg symetryczne
wzgledem osi rzeczywistej. Otrzymujemy:

z =2+ 3i.

W Sage sprzezenie liczby zespolonej obliczamy za pomoca funkcji conjugate().
W ponizszym kodzie wykorzystano tzw. f-string z jezyka Python, ktory charakte-
ryzuje sig literg f przed tekstem zawartym mi¢dzy apostrofami. Sktadnia ta pozwala
wstawi¢ w tek$cie warto$¢ zmiennej umieszczonej w nawiasach klamrowych.
Co wigcej, zapis {z = } powoduje wyswietlenie nazwy zmiennej wraz z jej
zawartoscia:

z=2-3%

print(f'Sprzezenie liczby zespolonej {z = } to:")
conjugate(z)

Out: Sprzezenie liczby zespolonej z = -3*I + 2 to:
3*I + 2

Definicja. Modut (Absolute Value) liczby zespolonej z = x + yi jest liczbg rze-
czywista, ktérg obliczamy ze wzoru:

|z] = /x?% + y2. (3.3)

Na ptlaszczyznie zespolonej jest to dlugo$é tzw. promienia wodzgcego, czyli
wektora tgczacego poczatek uktadu wspotrzednych z punktem o wspotrzednych
().

Przyktad 3.5

Obliczymy modut ponizszej liczby oraz przedstawimy jego interpretacj¢ na rysunku:

z = -3+ 4i.
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Liczymy modut liczby zespolonej z, korzystajac ze wzoru (3.3):

|z] = /(=3)2 + 42 =25 = 5.

W Sage wykonujemy to dziatanie za pomocg funkcji abs():

zZ = -3+ 4%
print( 'Modut liczby zespolonej:', abs(z) )
Out: Modut liczby zespolonej: 5

Nastepnie zaznaczamy promien wodzacy na rysunku. Modut jest dtugosciag od-
cinka taczacego poczatek uktadu wspotrzednych z punktem (—3, 4):

rys = plot( vector(z), gridlines=True,
title="Modut liczby zespolonej',
legend_label='Promien wodzacy' )

rys += point( z, color="red', size=40, zorder=5,
legend_label="'$z=-3+4i$" )

rys += text( '$|z|=5%', (-1.4, 2.5),
color="'black', fontsize=16 )

rys += line( [(-3, 0), (-3, 4)], color='gray’,
thickness=2, linestyle="--"')

rys += line( [(-3, 4), (0, 4)], color='gray’,
thickness=2, linestyle="--")

rys.axes_range(-4, 2, -1, 5)
rys
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Modut liczby zespolonej

I Promien wodzacy
® == 3+4

9]
|

—4 -3 -2 =1 1 2

=14

Rysunek 3.2. Interpretacja geometryczna modutu liczby zespolonej z = —3 + 4i

Efekt dziatania kodu przedstawiono na rysunku 3.2. Funkcja plot() generuje nie-
bieska strzatke reprezentujgcg promien wodzacy przy uzyciu funkcji vector().
Liczbe zespolong z dodajemy do rysunku za pomocg funkcji peint(). Nastepnie
umieszczamy na nim tekst oraz linie pomocnicze zaznaczone stylem przerywanym.

Definicja. Argumentem (Argument) liczby zespolonej z nazywamy miare kata
skierowanego ¢ (wyrazonego w radianach) pomi¢dzy dodatnig potosia osi rzeczy-
wistej a promieniem wodzacym liczby z. Oznaczamy go symbolem:

argz = @.
Argument liczby zespolonej nie jest okreslony jednoznacznie, poniewaz jego

warto$ci moga roézni¢ si¢ o dowolna wielokrotno$¢ kata 2m. Dlatego wprowadzamy
pojecie argumentu gtownego, ktory oznaczamy jako:

Argz.
W praktyce stosowane sa dwie konwencje okreslania argumentu gléwnego:
* liczba z przedziatu [0, 21);

¢ liczba z przedziatu (—m, 7].

W Sage obowiazuje druga umowa — argument gtowny nalezy do przedzialu
(—m, m].
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Przyktad 3.6

Znajdziemy argument gléwny liczby zespolone;j
z=V3+i

oraz przedstawimy jego interpretacje graficzna.

Argument obliczamy za pomocg funkcji arg(). W tym przyktadzie wartos¢ ta nie
jest domyslnie zapisywana w najprostszej postaci, dlatego stosujemy funkcje sim-
plify():

z=sqrt(3) +i

phi = arg(z).simplify()

print('Argument gtéwny liczby zespolonej:', phi)
Out: Argument gtéwny liczby zespolonej: 1/6*pi

Interpretacjg graficzng argumentu jest kat miedzy dodatnig potosia poziomej osi
rzeczywistej a promieniem wodzgcym liczby zespolonej z:

rys = plot( vector(z.n()), gridlines=True,
title="Argument liczby zespolonej’,
legend_label='Promien wodzacy' )

rys += point( z, color="red’, size=40, zorder=5,
legend_label=r'$z=\sqrt{3}+i$" )

rys += arc( (0, 0), 1, sector=(0, phi),
thickness=2, color="purple')

rys += text( r'$\varphis$', (0.7, 0.2),
color="'black', fontsize=16 )

rys.axes_range(-1, 2, -0.5, 1.5)
rys
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Argument liczby zespolone]

1.5 .
1 Promien wodzacy
=Y T} i

1.0

0.5

)
-1.0 -0.5 0.5 1.0 15 2.0
_05 4

Rysunek 3.3. Interpretacja graficzna argumentu gtéwnego liczby zespolonej z = /3 + i

Uzyskany wynik przedstawiony zostat na rysunku 3.3. Tym razem do funkcji
vector() przekazujemy przyblizenie numeryczne liczby z = v/3 + i — nalezy tak ro-
bi¢, gdy zmienna zawiera pierwiastki (w przeciwnym razie otrzymaliby$my btad).
Funkcja arc() rysuje tuk o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 1 dla rozpietosci
zadanej przez argument sector. Nastepnie dodajemy do rysunku tekst oraz wyswie-
tlamy go w wybranym miejscu.

3.1.2. Dziatania na liczbach zespolonych

Przeanalizujemy podstawowe dzialania w zbiorze liczb zespolonych C oraz ich in-
terpretacj¢ geometryczna:

1. Dodawanie i odejmowanie.
Dla dwoch liczb zespolonych, z; = x; + y4i oraz z, = x5 + y,i, definiujemy dzia-
fania:

7y 125 = (x; £ x3) + 7y £ Y2l

Przyktad 3.7

Znajdziemy sumg¢ liczb zespolonych:

zy=-2+3i oraz 2z, =3-—1.
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Dodajemy oddzielnie cze$ci rzeczywiste i urojone:

z1+2,=(2+3D)+B-)=(-2+3)+@Bi—i) =1+2i.
W Sage korzystamy z operatora dodawania +:

z1 = -2 + 3%
z2 =3 -i
print('Suma liczb zespolonych:', z1+z2)

Out: Suma liczb zespolonych: 2*I + 1

Na ptaszczyznie zespolonej dziatanie to wykonujemy tak samo jak dodawanie
wektorow — stosujemy regute rownolegloboku:

rys = plot( vector(z1), gridlines=True,
title="Dodawanie liczb zespolonych' )

rys += plot( vector(z2), color='green')

rys += plot( vector(z1+z2), color="red")

rys += point( z1, size=40, zorder=5,
legend_label="$z_1=-2+3i$")

rys += point( z2, color="'green’, size=40, zorder=5,
legend_label="$z_2=3-i$")

rys += point( z1+z2, color="red', size=40, zorder=5,
legend_label="'$z_1+z_2=1+2i$")

rys += line( [(-2, 3), (1, 2)], color='gray/’,
thickness=2, linestyle="--"')

rys += line( [(3, -1), (1, 2)], color='gray’,
thickness=2, linestyle="--"')

rys.axes_range(-3, 4, -2, 4)
rys
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Dodawanie liczb zespolonych
oz =24 %

o5 +3=14+2i

Rysunek 3.4. Interpretacja geometryczna dodawania liczb zespolonych

Wynik przedstawiono na rysunku 3.4. Wektory wodzace poszczegodlnych liczb
zespolonych zostaty narysowane za pomocg funkcji plot() — sume¢ zaznaczono kolo-
rem czerwonym. Funkcje point() dodaja do rysunku punkty reprezentujace liczby
zespolone, natomiast line() — linie pomocnicze tworzace rownoleglobok. Odejmo-
wanie liczb zespolonych wykonujemy analogicznie — dla danej liczby z = x + yi,
gdzie x,y € R, liczba przeciwna, —z = —x — yi, jest reprezentowana przez wektor
o tej samej dtugosci, ale przeciwnym zwrocie w porownaniu do wektora odpowia-
dajacego liczbie z.

2. Mnozenie.
Dla dwoch liczb zespolonych, z; = x; + y4i oraz z, = x, + y,i, mnozenie okre-
slamy w naturalny sposéb jako:

zy - Zy = (X1X3 — y1Y2) + (X172 + x2¥1)1

Przyktad 3.8
Obliczymy iloczyn liczb zespolonych:

z1=1+4+3i oraz z, =1I.

Wykonujemy rachunki, pamietajac o zaleznosci i2 = —1. Uzyskujemy:

72, =(1+430)-i=1-i4+3i-i=i+3-(-1) =-3+i.
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Aby zapisa¢ to dziatanie w Sage, korzystamy z operatora mnozenia *:

z1 =1+ 3%
z2 =
print('Iloczyn liczb zespolonych:', z1*z2)

Out: Iloczyn liczb zespolonych: I - 3

Na plaszczyznie zespolonej mnozenie przez jednostke urojong i odpowiada ob-
rotowi danej liczby o kat 90° przeciwnie do ruchu wskazowek zegara wokot po-
czatku uktadu wspotrzednych:

rys = plot( vector(zl), color="'green’, gridlines=True,
title='Mnozenie przez jednostke urojong' )

rys += plot( vector(z1*z2), color="'red" )

rys += point( z1, color="'green’, size=40, zorder=5,
legend_label="$z=1+3i$"')

rys += point( z1*z2, color="'red', size=40, zorder=5,
legend_label=r'$z\cdot i=-3+i$")

rys += arc( (0, 0), 1, sector=(arg(zl), arg(z1*z2)),
thickness=2, color="purple')

rys += arc( (0, 0), abs(z1), sector=(arg(zl), arg(z1*z2)),
thickness=2, color="'gray', linestyle="--")

rys += text( r'$90~\circ$', (-0.25, 0.5),
color="black’, fontsize=16 )

rys.axes_range(-4, 3, -1, 4)
rys

Efekt dziatania kodu zostal przedstawiony na rysunku 3.5. Funkcje arc() dodaja
tuki: wewngetrzny (fioletowy) o promieniu 1 i zewnetrzny (zaznaczony linig przery-
wang) o promieniu rownym modutowi liczby z; (jest to dtugos¢ strzatki na rysunku).
Funkcja text() umieszcza napis 90° w miegjscu okreSlonym przez wprowadzone
wspotrzedne. Interpretacja ta wynika z wlasno$ci mnozenia liczb zespolonych zapi-
sanych w postaci wyktadniczej, o ktérej bedzie mowa w dalszej czesci ksigzki.
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Mnozenie przez jednostke urojong

e :=1+3i
® - i= 3+

90°

-1

Rysunek 3.5. Interpretacja graficzna mnozenia liczby zespolonej przez jednostke urojong

3. Dzielenie.

W celu wyznaczenia ilorazu dwoch liczb zespolonych rozszerzamy utamek przez
sprzezenie dzielnika na podstawie wzoru (3.2). Przyktad 3.9 pokazuje ten sposdb
obliczen.

Przyktad 3.9

Wyznaczymy iloraz liczb zespolonych:

zy=14+2i oraz 2z, =3—4i.

Najpierw rozszerzamy utamek przez sprz¢zenie mianownika:
zy 1+2i 1420 3+4i
Z, 3—4i 3—4i 3+4i

Nastepnie wykonujemy mnozenie w liczniku, a w mianowniku stosujemy wzor
skroconego mnozenia:
(A +20B+4) 1-3+1-4i+2i-3+2i-4i
T (3-40)(B+4i) 32 — (40)2
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Wykonujemy rachunki i zapisujemy wynik w postaci algebraicznej (3.1):

_344i46i-8_—5+10i 1 2.
=T 9+16 25  5'&"

W Sage stosujemy operator dzielenia /:

z1l =1 + 2%i
z2 = 3 - 4%j
print('Iloraz liczb zespolonych:', z1/z2)

Out: Iloraz liczb zespolonych: 2/5*I - 1/5

3.1.3. Postac wyktadnicza i posta¢ trygonometryczna
Definicja. Postacig wyktadnicza liczby zespolonej z € C nazywamy zapis:

z=|z| e, (3.4)

gdzie |z| jest modutem, a ¢ — argumentem liczby z.

Przykiad 3.10

Zapiszemy w postaci wyktadniczej liczbg zespolonag:

z=1+I.

Aby przedstawic liczbe zespolona w postaci wyktadniczej, potrzebujemy dwdch
wielko$ci — modutu i argumentu. Modul wyznaczamy na podstawie wzoru (3.3):

lz| =12 + 12 = V2.

Argument mozemy natomiast odczyta¢ z rysunku. Promien wodzacy liczby ze-
spolonej z pokrywa sie z przekatng kwadratu o wierzchotkach w punktach (0,0),
(1,0),(1,1) i (0,1). Jest on zatem nachylony do osi rzeczywistej pod katem 45°,
czyli:

_TL'
(p_4'
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W Sage czynnosci te wykonujemy za pomocg funkcji abs() oraz arg(). Wypisa-
nie dwoch zmiennych po przecinku w ostatniej linii powoduje wy$wietlenie na ekra-
nie obu wartosci jednoczesnie:

z=1+i

modul = abs(z)

phi = arg(z)

modul, phi

Out: (sqrt(2), 1/4*pi)

Teraz mozemy zapisac liczbe z w postaci wykladniczej (3.4):

.TT
z=12 ez,

.TT
Stosujemy argument hold=True wewnatrz funkcji exp(), aby wartos¢ e's
nie byta wyliczana, a jedynie zostata wypisana na ekran:

postac_wykladnicza = modul * exp(i*phi, hold=True)
print('Postac¢ wyktadnicza:")

show( LatexExpr('z="), postac_wykladnicza )

out: z =+/2e %i”

Definicja. Postacig trygonometryczng liczby zespolonej z € C nazywamy zapis:
z =|z| - (cos¢ + ising), (3.5

gdzie |z| jest modutem, a ¢ — argumentem liczby z.

Przyktad 3.11
Zapiszemy w postaci trygonometrycznej liczbg zespolong:
__ 1, V3
z=—g+i—
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Aby zapisa¢ liczbe zespolong w postaci trygonometrycznej, potrzebujemy do-
ktadnie tych samych wielkosci co w przypadku postaci wyktadniczej, czyli modutu
i argumentu. Modut ponownie wyznaczamy ze wzoru (3.3) jako:

1= (- - (2) -

Argument mozemy natomiast odczyta¢ z rysunku 3.6. Zauwazmy, ze miary ka-

tow trojkata o wierzchotkach w punktach A = (0,0),B = (—%,?) iC= (O, ?)

wynoszg odpowiednio 30°, 60° 1 90°. Kat ¢ znajduje si¢ w drugiej ¢wiartce, wigc
argument gtéwny jest o 30° wiekszy niz kat prosty 90°, stad:
nom_2m

=373

3

Rysunek 3.6. llustracja liczby z = — % +--ina ptaszczyznie zespolonej

W tym przyktadzie funkcje abs() i arg() nie zapisujg wyniku w najprostszej po-
staci, dlatego nalezy zastosowaé funkcje¢ simplify():

z=-1/2 + i*sqrt(3)/2
modul = abs(z).simplify()
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phi = arg(z).simplify()
modul, phi
Out: (1, 2/3*pi)

Teraz mozemy juz przedstawi¢ liczbe z w postaci trygonometrycznej (3.5):

_ 2Tl,'+,_ 21
z = cos—-+isin—-

Tutaj ponownie stosujemy argument hold=True:

postac_trygonometryczna = modul * (cos(phi, hold=True) +
i * sin(phi, hold=True))
print('Postac trygonometryczna:')

show( LatexExpr('z="), postac_trygonometryczna )

Out: z = cos Gﬂ) + i sin Gﬂ)

Warto zauwazy¢, ze obie postaci — wyktadnicza (3.4) i trygonometryczna (3.5)
— reprezentujg te samg liczbe zespolong z. Mozemy je zatem ze sobg porownac:

|z| - e? = |z| - (cos ¢ + i sin ).

W ten sposob otrzymujemy tzw. wzor Eulera:
e = cos¢ + ising. (3.6)
Sprobujmy teraz pomnozy¢ dwie liczby zespolone zapisane w postaci wyktad-
niczej, czyli:

z, = |z;| - €1 oraz z, = |zy| - e'®2,

Otrzymujemy zalezno$¢:

Z, 2y = |z4| - el®1. |z, ] - el®2 — EAIPAE el(@1+92) (3.7)

Whiosek. Przy mnozeniu liczb zespolonych mnozymy moduly i dodajemy ar-
gumenty.
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Przyktad 3.12

Przedstawimy interpretacje graficzng mnozenia liczb zespolonych:

zy=1+i oraz z,=-1+i/3.

Zaznaczamy na rysunku promienie wodzace, liczby zespolone i tuki
oraz umieszczamy przy liczbach zespolonych tekst, podobnie jak w poprzednich
przyktadach. Efekt dziatania ponizszego kodu przedstawiony zostat na rysunku 3.7.

z1=1+i
z2 = -1 + i*sqrt(3)

rys = plot( vector(z1), gridlines=True,
title="Mnozenie liczb zespolonych')

rys += plot( vector(z2.n()), color="'green')

rys += plot( vector(z1*z2.n()), color="red"' )

rys += point( z1, size=40, zorder=5,
legend_label="$z_1=1+i$")

rys += point( z2, color="'green’, size=40, zorder=5,
legend_label=r'$z_2=-1+i\sqrt{3}$')

rys += point( z1*z2, color="'red', size=40, zorder=5,
legend_label=r'Iloczyn $z_1\cdot z_2$")

rys += arc( (0, 0), abs(z1),

sector=(0, arg(zl)) )

rys += arc( (0, 0), abs(z2),

sector=(0, arg(z2)), color="'green")

rys += arc( (0, 0), abs(z1*z2),

sector=(0, arg(z1*z2)), color="'red" )

rys += text( r'$\varphi_1¢', (0.8, 0.4),

fontsize=16 )

rys += text( r'$\varphi_2$', (0.5, 1.25),
color="'green’, fontsize=16 )

rys += text( r'$\varphi_1+\varphi_2$', (-1.5, 1.25),
color="red', fontsize=16 )
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rys.axes_range(-3, 3, -1, 3)

rys

Whiosek. Mnozenie liczby zespolonej z € € przez liczbe zespolona e® powo-
duje jej obrot o kat 8 przeciwnie do ruchu wskazowek zegara wokot poczatku uktadu

wspotrzednych.

Mnozenie liczb zespolonych
3.0 :

e =1+i

e n=—1+i3

. II;)czyn SR |

Rysunek 3.7. Interpretacja graficzna mnozenia dwéch liczb zespolonych

Przykiad 3.13
Wykonamy obrot liczby zespolonej

z=1+iV3

okatd = g przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara.

Zgodnie z powyzszym wnioskiem wykonujemy dziatanie:

s
zZ-e3.

61



W Sage stosujemy kod:

z =1+ i*sqrt(3)

theta = pi/3

obrot = z * exp(i*theta)

print( 'Liczba zespolona po obrocie:', expand(obrot) )

Out: Liczba zespolona po obrocie: I*sqrt(3) - 1

Interpretacj¢ graficzng obrotu przedstawiamy na rysunku 3.8, wykorzystujac
instrukcje:

rys = plot( vector(z.n()), color="'green’, gridlines=True,
title=r'Obrot o kat $60/\circ$ przeciwnie ' +

'do ruchu wskazdéwek zegara')

rys += plot( vector(obrot.n()), color="red" )

rys += point( z, color="'green’, size=40, zorder=5,
legend_label=r'$z=1+i\sqrt{3}$"' )

rys += point( obrot, color="red', size=40, zorder=5,
legend_label=r"$z'=-1+i\sqrt{3}$" )

rys += arc( (0, 0), 1, sector=(arg(z), arg(obrot)),
thickness=2, color="purple')

rys += arc( (0, 0), abs(z), sector=(arg(z), arg(obrot)),
thickness=2, color="'gray’, linestyle="--")

rys += text( r'$s60"\circ$', (0.15, 0.65),

color="'black', fontsize=16)

rys.axes_range(-2, 2, -0.5, 2.5)

rys
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Obroét o kat 60° przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
2.5 T

e z=14 i3

o =—1+iv3

157

60°
0.5

T T T T T
-2.0 -1.5 =5.0 -0.5 0.5 1.0 15 2.0

-85

Rysunek 3.8. Wizualizacja obrotu liczby zespolonej 1 + iv/3 o kat 60° przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara

Poczatkowa liczba zespolona z = 1 + i/3 zostata zaznaczona kolorem zielonym,
natomiast liczb¢ zespolong z', uzyskang po wykonaniu obrotu, narysowano kolorem
czerwonym. Funkcja are() dodaje tuki okregu, natomiast funkcja text() — napis 60°
we wskazanym potozeniu. Warto zauwazy¢, ze w drugim wywotaniu funkcji point(),
przy okreslaniu legendy, nalezy zastosowa¢ cudzystow (""), poniewaz tekst zawiera
juz apostrof ().

Teraz mozemy lepiej zrozumie¢ zaleznos¢ z przyktadu 3.8. Poniewaz modut
jednostki urojonej jest rowny 1, iloczyn z - i nie zmienia wartosci modutu liczby z.
Jednakze argument gléwny liczby i wynosi g, CO Oznacza, Z€ mnozenie przez
jednostke urojong i powoduje obrot liczby z o kat 90° przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Rzeczywiscie, na podstawie wzoru Eulera (3.6) otrzymujemy

potwierdzenie:
i T T . ,
e?2 =COSE+lSIHE=0+l-1=l.

Podobnie mozemy wykonywac¢ potegowanie liczby zespolonej z € C zapisanej
w postaci wyktadniczej (3.4):

z" = (|Z| . ei‘/’)n =|z|™ - en®, (3.8)
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Po przeksztalceniu wyniku do postaci trygonometrycznej (3.5) uzyskujemy
tzw. wzor de Moivre’a:

z™ = |z|™ - (cos(ng) + isin(ngp)).

Sprobujmy teraz wykona¢ dzielenie dwoch liczb zespolonych zapisanych
w postaci wyktadniczej, czyli:

Z, = |zq| - €1 oraz z, = |z,| - e¥2.

Z ponizszego rachunku wynika, ze przy dzieleniu dwoch liczb zespolonych

dzielimy ich modutly i odejmujemy argumenty:
.el®

ﬁ = |Zl|—el = @ . ei(<P1—(Pz)_

z; |zp|-e'2 |z

Whniosek. Dziclenie liczby zespolonej z € C przez liczbg zespolong el?

(lub rownowaznie — mnozenie przez liczbe e ~¢) powoduje obrét liczby z o kat 6

zgodnie z ruchem wskazéwek zegara wokot poczatku uktadu wspotrzednych.

Przyktad 3.14
Wykonamy obrot liczby zespolonej

z=1+41i

okatf = % zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

Na podstawie wczesniejszego wniosku wykonujemy dziatanie:

—ir
z-e 6,
W Sage piszemy:
z=1+i
theta = pi/6

obrot = z * exp(-i*theta)

print( 'Liczba zespolona po obrocie:', expand(obrot) )
Out: Liczba zespolona po obrocie:

(1/2*1 + 1/2)*sqrt(3) - 1/2*I + 1/2
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Przedstawiamy wizualizacje tego obrotu na ptaszczyznie zespolonej:

rys = plot( vector(z.n()), color="'green’, gridlines=True,
title=r'Obrot o kat $30/\circ$ zgodnie ' +

'z ruchem wskazéwek zegara' )

rys += plot( vector(obrot.n()), color="red" )

rys += point( z, color='green’, size=40, zorder=5,
legend_label="'Poczatkowa liczba zespolona' )

rys += point( obrot, color="'red', size=40, zorder=5,
legend_label='Liczba po wykonaniu obrotu' )

rys += arc( (0, 0), 1, sector=(arg(z), arg(obrot)),
thickness=2, color="purple')

rys += arc( (0, 0), abs(z), sector=(arg(z), arg(obrot)),
thickness=2, color="'gray’, linestyle="--")

rys += text( r'$30~\circ$’, (0.7, 0.4),

color="'black’, fontsize=16 )

rys.axes_range(-1, 2, -0.5, 1.5)

rys

Obrét o kat 30° zgodnie z ruchem wskazowek zegara

g e
* Poczatkowa liczba zespolona
= Liczba po wykonaniu obrotu

2.0

Rysunek 3.9. Obrét liczby zespolonej 1 + i o kat 30° zgodnie z ruchem wskazéwek zegara
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Wrynik przedstawiono na rysunku 3.9. Podsumujemy jeszcze raz dotychczasowe
wnioski. Mnozenie liczby zespolonej z € C przez liczbe:
. el powoduje obrét liczby z o kat @ przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara;

. o0 powoduje obrot liczby z o kat 8 zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

3.2. Zaznaczanie obszardw na ptaszczyznie zespolone;

Teraz dowiemy sig, jak mozna zaznacza¢ obszary na ptaszczyznie zespolonej. Proces
ten polega na wyr6znianiu miejsc na ptaszczyznie, ktore odpowiadaja liczbom ze-
spolonym spetniajgcym okre$lone warunki.
W tym rozdziale przedstawimy kilka technik rozwigzywania tego typu

zagadnien, m.in.:

* interpretacje geometryczng nierdwnosci z modutem i liczba;

* interpretacje geometryczng nierdwnosci z dwoma modutami;

* algebraiczne wyznaczanie nierownosci opisujacych obszar;

* interpretacj¢ geometryczng nierownosci z argumentem.

Warto podkresli¢, ze rozwiazywanie tego rodzaju zadan rozwija umiejetnosci
kreatywnego i niestandardowego myslenia. Dzigki temu przygotowujemy si¢
do radzenia sobie z nietypowymi problemami, ktére mogg si¢ pojawi¢ w przysztosci.
Zatem, nawet jesli praktyczne zastosowania tych zagadnien nie sg teraz widoczne,
warto potraktowac je jako cickawe wyzwanie intelektualne — w odpowiednim
momencie moze to przynies¢ nieoczekiwane korzysci.

3.2.1. Interpretacja geometryczna modutu

Rozpoczniemy od analizy warunkow z modutem na plaszczyznie zespolonej.
Wyrazenie
|z

reprezentuje odlegtosc¢ liczby zespolonej z € C od poczatku uktadu wspotrzednych.

Przyktad 3.15

Zaznaczymy na plaszczyznie zespolonej zbiory:
a)A={z€C:|z| =2}
b)B={z€eC:|z| <1};
c)C ={ze€C:|z| >3}
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a) Warunek postaci
lz| =7

spetniajg wszystkie liczby zespolone, ktorych odleglos¢ od poczatku uktadu wspdt-
rzednych jest rowna r. Zatem zbior

{zeC:|z| =71}

jest okregiem o $srodku w punkcie (0,0) i promieniu r. Ten sam wniosek mozna
wyciagna¢ na podstawie obliczen. Po wstawieniu w miejsce zmiennej z jej postaci
algebraicznej, czyli z = x + yi, gdzie x,y € R, oraz zastosowaniu wzoru na mo-
dut (3.3) uzyskujemy:

lx +yil=7 > Jx2+y2=r > x> +y? =712

Otrzymujemy rownanie okregu 0((0, 0),7).
Wobec tego zbidr
A={z€eC:|z| =2}
reprezentuje okrag o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu réwnym 2. Aby go nary-
sowac, stosujemy nastgpujacy kod:

var('x y")

Z =X+ y*i

A = region_plot( abs(z) == 2, (x, -3, 3), (y, -3, 3),
bordercol="black’,

title='Zbiér $A$', gridlines=True )

Definiujemy tutaj zmienne x i y jako symbole oraz stosujemy postac
algebraiczng dla zmiennej z. Wystarczy zastosowac ten zapis tylko raz — system
SageMath zachowuje w pamigci wczesniej zdefiniowane zmienne, dzigki czemu
mozna z nich korzystac przy tworzeniu kolejnych rysunkow. Zauwazmy, ze funkcja
region_plot() pozwala takze zaznacza¢ na plaszczyznie warunki w postaci
réwnosci.

b) Warunek postaci
lz| <7

spetniaja wszystkie liczby zespolone, ktorych odlegtos¢ od poczatku uktadu wspot-
rzednych jest mniejsza niz r.
Zatem zbior

{zeC:|z| <7}
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opisuje koto otwarte (bez brzegu) K ((0, 0), r) o $rodku w punkcie (0, 0) i promie-
niu 7. W sytuacji, gdy w warunku wystepuje staba nieroéwno$é¢ (czyli |z| < r), ob-
szar stanowi koto domkniete K ((0, 0), r).
Stad wynika, ze zbior
B={z€eC:|z] <1}

przedstawia koto jednostkowe. Jego wizualizacj¢ tworzymy w nastgpujacy sposob:

B = region_plot( abs(z) < 1, (x, -2, 2), (y, -2, 2),
incol='cyan', bordercol="'black’,
title='Zbior $B$', gridlines=True )

¢) Warunek postaci
|z| > r

spetniajg wszystkie liczby zespolone, ktorych odleglos¢ od poczatku uktadu wspot-
rzednych jest wigksza niz r. Tym samym zbior

{zeC:|z| >}

przedstawia ptaszczyzng bez kota o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu . Zastoso-
wanie stabej nierownos$ci w warunku (|z| > r) sprawia, ze obszar ten bierzemy ra-
zem z brzegiem.
Wobec tego zbior
C={z€eC:|z| >3}

jest ptaszczyzng bez kota o promieniu 3. Do jego narysowania ponownie uzywamy
funkcji region_plot(). Przekazujemy silng nierd6wno$¢ abs(z) > 3 oraz ustawiamy
przerywang lini¢ brzegu za pomocg argumentu borderstyle="--":

C = region_plot( abs(z) > 3, (x, -4, 4), (y, -4, 4),
incol='cyan', bordercol="'black', borderstyle="--',
title='Zbior $C$', gridlines=True )

Na rysunku 3.10 przedstawiamy wszystkie trzy ilustracje, korzystajac z polecen:

A.show(figsize=5)
B.show(figsize=5)
C.show(figsize=5)
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Rysunek 3.10. Obszary na ptaszczyznie zespolonej spetniajace warunki: |z| =2, |z| <1
ilz| >3

Wyrazenie postaci
|z — 2|

okresla odlegtos¢ liczby zespolonej z € C od ustalonej liczby zespolonej zy € C.

Przyktad 3.16
Narysujemy zbiory:

a)D={z€C:|z+1-2i| =3};
b)E={z€eC:|z+i| <2}
)F={z€eC:|z—-3+i| =4}

a) Przeksztalcamy modut wystepujacy w zbiorze D do postaci:
|z+1-2i| =|z—-(—1+2i)|.

Warunek ten opisuje odlegtos¢ liczby z € C od liczby zespolonej zy = —1 + 2i.

Wobec tego zbior
D={z€C:|z—(—1+2i)| =3}

jest okregiem O ((— 1,2), 3) o srodku w punkcie (—1, 2) i promieniu 3. Zaznaczamy

go na rysunku za pomoca nastepujacej instruke;ji:

D = region_plot( abs(z+1-2*i) == 3, (x, -5, 3), (y, -2, 6),
bordercol="'black’,
title='Zbiér $D$', gridlines=True )
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b) Zapisujemy zadany zbidr w postaci:

E={z€eC:|z—-(-i)| <2}

Oznacza to, ze obszar ten sktada si¢ z punktow, ktorych odlegtos¢ od liczby —i
jest mniejsza niz 2. Jest to wigc koto otwarte K ((0, -1), 2) o srodku w punkcie
(0, —1) i promieniu 2. Przy okazji warto zauwazy¢, ze:

* S$rodek kota to liczba z € C, dla ktorej wyrazenie w module przyjmuje war-
tos¢ 0;
» promien kota jest rowny liczbie wystgpujacej po symbolu poréwnania.

Zaznaczamy obszar E na plaszczyznie, uzywajac polecenia:

E = region_plot( abs(z+i) < 2, (x, -3, 3), (y, -4, 2),
incol='cyan’', bordercol="black’, borderstyle="--',
title='Zbior $E$', gridlines=True )

¢) Zastosujemy obserwacj¢ zawarta w poprzednim podpunkcie, aby przeprowadzi¢
interpretacj¢ geometryczng kolejnego zbioru:

F={zeC:|z—3+1i| =4}

Wyrazenie w module zerowane jest dla liczby zespolonej zq = 3 — i. Zbior F
opisuje zatem wszystkie punkty, ktorych odlegtos¢ od liczby z, jest wigksza
lub réwna 4. Stad wynika, Zze przedstawia on plaszczyzne¢ bez kota otwartego
o srodku w punkcie (3,—1) i promieniu réwnym 4. Graficzng reprezentacje
tworzymy ponownie za pomocg funkcji region_plot():

F = region_plot( abs(z-3+i) > 4, (x, -2, 8), (y, -6, 4),
incol='cyan’', bordercol="black’,
title='Zbior $F$', gridlines=True )

Wszystkie trzy zbiory prezentujemy na rysunku 3.11, stosujac polecenia:

D.show(figsize=5)
E.show(figsize=5)
F.show(figsize=5)
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Rysunek 3.11. Interpretacja geometryczna warunkéw z modutem i liczbg na ptaszczyznie ze-
spolonej

Wyrazenie postaci
|z — 21| = |z — 2|
spetniaja liczby zespolone z € C, ktorych odleglos¢ od danych liczb zespolonych
74,2, € C jest taka sama. Oznacza to, ze lezg one na symetralnej odcinka taczacego
punkty z; i z,, czyli prostej bedacej zbiorem punktow réwnoodleglych od jego
koncow.

Przyktad 3.17

Na ptaszczyznie zespolonej zaznaczymy zbiory:
a)G={z€eC|lz—-1-2il=|z+3+i|}
b)H={zeC|z+1—-i|<|z-2+3il}.

a) Przeksztalcamy wyrazenia w modutach wystepujace w definicji zbioru G:

lz—1-2i|=|z—(1+2i)| oraz |z+3+i|=|z—(-3-1)|

Zgodnie z powyzszym opisem zbior
G={zeC|lz-—A+2)|=|z—-(-3-D|}

sktada si¢ ze wszystkich punktéw réwnoodleglych od liczb z; =14 2i
oraz z, =—3—1. Jest to symetralna odcinka o koncach w punktach
(1,2) i (—3,—1). Aby ja narysowac, stosujemy nastepujacy kod:

rys = region_plot( abs(z-1-2*i) == abs(z+3+i), (x, -4, 2), (y, -2, 3),
bordercol='black’, title='Zbior $G$', gridlines=True )
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rys += points( [(1, 2), (-3, -1)], color="red', size=40, zorder=5 )
rys += line( [(1, 2), (-3, -1)])

rys += text( '$z_1=1+2i$', (1, 2.2), color="black’, fontsize=12 )
rys += text( '$z_2=-3-i$', (-3, -1.2), color="black’, fontsize=12)

rys

Uzyskang symetralng zaznaczono kolorem czarnym na rysunku 3.12. W celu
lepszej wizualizacji dodany zostal niebieski odcinek taczacy punkty z; 1 z,. Warto$ci
okreslajace zakresy i wspolrzedne w kodzie dobieramy metoda prob i bledow.

Zbior ¢

31=l+2i

-4

Rysunek 3.12. Zbiér G - symetralna niebieskiego odcinka o koricach w punktach z; = 1 + 2i
orazz, = -3 —1i

b) Zbior

H={zeClz—-(-1+D)|<|z—-2-3D)|}
sktada si¢ ze wszystkich punktow, ktorych odlegtos¢ od liczby z; = —1 + i jest
mniejsza niz odlegltos¢ od liczby z, = 2 — 3i. Jest to zatem polptaszczyzna lezaca
po tej samej stronie symetralnej co punkt z; . Zaznaczamy ten obszar na ptaszczyznie
zespolonej za pomocg ponizszego kodu:
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rys = region_plot( abs(z+1-i) < abs(z-2+4+3%*i), (x, -4, 4), (y, -3.5, 1.5),
incol="'cyan’, bordercol="black’, borderstyle="--',

title='Zbidr $H$', gridlines=True )

rys += points( [(-1, 1), (2, -3)], color="red', size=40, zorder=5)

rys += line( [(-1, 1), (2, -3)])

rys += text( '$z_1=-1+i$', (-1, 1.3), color="black’, fontsize=12 )

rys += text( '$z_2=2-3i$', (2, -3.3), color="black’, fontsize=12 )

rys

Zbior H

Rysunek 3.13. Interpretacja geometryczna nieréwnosci z dwoma modutami na ptaszczyznie
zespolonej

Na rysunku 3.13 zbiér H przedstawiony zostat btgkitnym kolorem. Analogicznie
jak poprzednio dodajemy odcinek taczacy punkty z; i z,, aby zilustrowaé
interpretacje geometryczng. Warto zwroci¢ uwage, ze liczby z; 1 z, mozna tez
wyznaczy¢ za pomocg metody z przyktadu 3.16 — wystarczy odczyta¢ wartosci
zerujgce poszczegolne moduty.
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3.2.2. Algebraiczne wyznaczanie nierdwnosci opisujacej obszar

Przejdziemy teraz do analizy nieco bardziej ztozonych obszaréw na ptaszczyznie
zespolonej. W niektorych przypadkach interpretacja geometryczna okazuje si¢
niewystarczajaca — wowczas konieczne jest wyznaczenie odpowiednich ograniczen
w sposob analityczny.

Przyktad 3.18

Na ptaszczyznie zespolonej narysujemy zbiory:

a) A = {z € C: Re[(z +i)?] < 0};

b)B ={z € C:|z| < Im(Z + zi)};
c)C={zeC:1<|z+2-i| <3 AN —-4<Im(iz) < -1}

a) Gdy w definicji zbioru wystepujg operacje Re z, Im z lub sprzezenie z liczby
z € C, zazwyczaj nie jesteSmy w stanie zastosowac interpretacji geometryczne;.
W takich przypadkach nalezy:
 zapisac liczbe z w postaci algebraicznej, czyli z = x + yi (x,y € R);

* przeksztatci¢ warunek do odpowiedniej nierownosci opisujacej obszar.

Dla warunku ze zbioru A podnosimy do kwadratu’ wyrazenie w nawiasie
1 otrzymujemy:

Re[(x + yi +i)?] <0 - Re(x? —y% — 1+ 2xyi + 2xi — 2y) < 0.

Grupujemy uzyskany wynik, aby wyodrebni¢ czg$¢ rzeczywista i cze$¢ urojong
wyrazenia w nawiasie:

Re[(x2 —y? — 2y — 1) + (2xy + 2x)i] < 0.

Nastepnie wybieramy czg$¢ rzeczywista tego wyrazenia — jest to pierwszy
nawias bez jednostki urojonej i, poniewaz w postaci algebraicznej (3.1) zaktadamy,
ze obie warto$ci x i y sg liczbami rzeczywistymi.

Otrzymujemy zaleznos¢:

x2—y?2—-2y-1<0->x2-(y+1)?<0-> (x—y-Dx+y+1<0.

? Stosujemy wzor skroconego mnozenia: (a + b + ¢)? = a? + b2 + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc.
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Iloczyn dwoch liczb jest mniejszy lub réwny 0, gdy liczby te maja przeciwne
znaki lub sg rdwne 0. Stad uzyskujemy nier6wnos$ci opisujace obszar:
x—y—-120Ax+y+1<0)V(x—-y—-1<0Ax+y+1=0),
y<x—1Ay<—x-1DVy=2x—1Ay=—-x—-1).

W Sage wystarczy przekaza¢ zadane ograniczenie jako pierwszy argument
funkcji region_plot():

var('x y")

Z =X+ y*i

region_plot( real((z+i)"2) < 0, (x, -4, 4), (y, -4, 2),
incol='cyan', bordercol="'black’,

borderwidth=2, title='Zbiér $A$',

gridlines=True, plot_points=200 )

Wynik przedstawiony zostal na rysunku 3.14. Dla lepszej widocznosci
zwigkszamy grubo$¢ brzegu za pomoca argumentu borderwidth. Rysunki zawierajace
ostre krawedzie mogg by¢ mniej dokladne, dlatego dodajemy wigksza warto$¢
argumentu plot_points, co sprawia, ze wySwietlany obszar jest bardziej precyzyjny.

Zbior A

=

W

—4 4

Rysunek 3.14. Liczby z € C na ptaszczyZnie zespolonej spetniajgce warunek Re[(z + i)?] < 0
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b) Dla zbioru
B={z€C:|z| < Im(Z+ zi)}

ponownie stosujemy postaé¢ algebraiczng liczby zespolonej z = x + yi, gdzie

x,y € R, oraz wykorzystujemy wzory na modut (3.3) i sprz¢zenie (3.2):

Ix + yil <Im[x +yi+ (x +y)i]| - /x?+y? <Im(x — yi + xi — ).

Nastepnie grupujemy sktadniki po prawej stronie nierownos$ci i wybieramy czgsé
urojona:

VX2 +y2<Im[(x —y)+ (x—y)i] » Jx2+y2<x—y.

Nierownos¢ mozemy rownowaznie podnies¢ do kwadratu tylko wtedy, gdy obie
strony sa nieujemne (jezeli zachodzi warunek x —y < 0, to nier6wno$¢ jest
sprzeczna). Podnosimy nier6wno$¢ do kwadratu, zakladajac dodatkowo, ze prawa
strona jest nieujemna:

x—y=0Ax2+y?<x?-2xy+y? > y<x Axy<O.

Warunek xy < 0 oznacza, ze liczby x i y majg przeciwne znaki. Rozwigzania
znajduja si¢ zatem w II lub IV ¢wiartce. Jednak zatozenie y < x powoduje,
ze bierzemy pod uwage tylko rozwigzania z czwartej ¢wiartki, czyli:

x>0Ay<O0.

Wynik uzyskany za pomoca ponizszego kodu przedstawiony zostat
na rysunku 3.15.

region_plot( abs(z) < imag(conjugate(z) + z*i), (x, -1, 3), (y, -1, 1),

bordercol='black’, incol='cyan’', borderstyle='--', borderwidth=2,
title='Zbiér $B$', gridlines=True )
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Zbior B
1.0 t

0.5+

~1.0

Rysunek 3.15. Liczby zespolone z € C spetniajace nierdwnos$¢ |z| < Im(z + zi )

c) Zbior
C={zeC1<|z+2—-i]<3 AN —4<Im(iz) < -1}

jest czegscig wspolng dwdoch warunkow. Pierwszy z nich mozna zapisa¢ jako:

1<|z—-(-2+1i)| <3.

Nierownos¢ ta opisuje wszystkie liczby z € C, ktorych odleglosé¢ od punktu
Zy = —2 + i jest wigksza lub rowna 1 i mniejsza niz 3. Geometrycznie tworzg one
zatem pierscien o $rodku w punkcie (—2,1) z promieniem wewnetrznym 1
i zewnetrznym 3. Rysujemy go za pomocg ponizszego kodu:

rysl = region_plot( [1 < abs(z+2-i), abs(z+2-i) < 3], (x, -6, 2), (y, -3, 5),
incol='cyan', bordercol="'black’,

borderstyle='--', gridlines=True )

rysl += region_plot( abs(z+2-i) == 1, (x, -6, 2), (y, -3, 5),
bordercol="'black’, borderwidth=2 )

Pierscien ten jest wewngtrznie domknigty i zewngtrznie otwarty. Najpierw
rysujemy oba brzegi linig przerywang, a nastgpnie dodajemy brzeg wewnetrzny
nadpisany linig ciggla. Czg$¢ wspolng dwoch nieréwnosci nalezy koniecznie
umiesci¢ po przecinku w liScie bedacej pierwszym argumentem funkcji
region_plot().
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Drugie ograniczenie, czyli:
—4 < Im(iz) < -1,
wymaga rozwigzania algebraicznego. Po podstawieniu postaci z = x + yi, gdzie
x,y € R, otrzymujemy:

—4<Imlilx+y))]<-1-> —4<Im(-y+xi)<-1-> —4<x<-1.

Jest to prawostronnie domknigty pionowy pas miedzy prostymi pionowymi
x = —4 oraz x = —1. Ponownie zaznaczamy brzeg linig przerywang, a nastepnie
nadpisujemy prawg strong obszaru linig ciagla, korzystajac z nizej podanego kodu:

rys2 = region_plot( [-4 < imag(i*z), imag(i*z) < -1], (x, -6, 2), (y, -3, 5),
incol="cyan', bordercol="'black’,

borderstyle="--', gridlines=True )

rys2 += region_plot( imag(i*z) == -1, (x, -6, 2), (y, -3, 5),
bordercol='black’, borderwidth=2 )

Zbiér ¢
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Rysunek 3.16. Etapy konstrukcji zbioru C: pierscien, pionowy pas i ich przeciecie

Ostatecznie nalezy zaznaczy¢ liczby zespolone z € C nalezace do obu obszarow
jednoczesnie. Na rysunku 3.16 przedstawiono koncowy wykres, ktory otrzymujemy
poprzez odpowiednie potgczenie fragmentow kodu:

rys3 = region_plot( [1 < abs(z+2-i), abs(z+2-i) < 3,
-4 < imag(i*z), imag(i*z) < -1], (x, -6, 2), (y, -3, 5),
incol='cyan’', bordercol="black’, borderstyle="--',
title="Zbior $C$', gridlines=True )
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rys3 += region_plot( abs(z+2-i) == 1, (x, -6, 2), (y, -3, 5),
bordercol="black’, borderwidth=2)

rys3 += region_plot( imag(i*z) == -1, (x, -6, 2), (y, -1.8, 3.8),
bordercol="'black’, borderwidth=2 )

rysl.show(figsize=5)

rys2.show(figsize=5)

rys3.show(figsize=6)

3.2.3. Interpretacja geometryczna nieréwno$ci z argumentem

W systemie SageMath obowigzuje konwencja okre$lajaca gldowny argument liczby
zespolonej jako warto$§¢ z przedzialu (—m,m]. Powoduje to pojawienie si¢
nieciaglosci przy przej$ciu migdzy II a III ¢wiartka uktadu wspotrzednych.
W praktyce oznacza to, ze w niektorych przypadkach konieczne jest podzielenie
rysunku na dwie niezalezne czgSci, tak aby unikng¢ problemow z wizualizacja.
Ponizszy przyktad ilustruje mozliwe podejscia do rozwigzania tego zagadnienia.

Przyktad 3.19

Na ptaszczyznie zespolonej zaznaczymy zbiory:
T 11w

a)A —{ZE(C. 5Sargz<7},

b)B={zeC0<arg(-22) < };

c)C={ze(C: ESarg(z4)<n}.

a) Zapisujemy podwojng nierownosc¢ jako przecigcie dwoch warunkow:
T 11m
5Sargz<2n A OSargz<T.

Argument jest okreslony z doktadnoscig do 2m, wigc mozemy odjac t¢ wartos¢
stronami w drugiej nieréwnosci:

T I
3 <argz<2m A —2m<argz < s

Teraz przechodzimy na zapis w konwencji obowigzujacej w Sage:

T T
ESArgZSTrV —7T<Argz<—g.
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Aby zaznaczy¢ ten obszar na rysunku, stosujemy nastgpujace polecenia:

var('x y")

Z =X+ y*i

rys = region_plot( pi/3 < arg(z), (x, -4, 4), (y, 0, 4),
incol="'cyan', bordercol="black’,

borderwidth=2, title='Zbiér $A$' )

rys += region_plot( arg(z) < -pi/6, (x, -4, 4), (y, -4, -.01),
incol="'cyan', bordercol="black’,

borderstyle='--', gridlines=True )

rys

Zbidr A

Rysunek 3.17. Liczby na ptaszczyznie zespolonej spetniajace nieréwnoéé% <argz < 1%”

Wynik dzialania powyzszego kodu przedstawiono na rysunku 3.17.
Aby rozwigza¢ problem nieciagtosci migdzy II a III ¢wiartka, obszar dzielimy
na dwie czesci:

* najpierw zaznaczamy fragment nalezacy do i II ¢wiartki;
* nastepnie dodajemy pozostatg cze¢$¢ nalezaca do 1111 IV ¢wiartki.
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Wykonujemy to poprzez wprowadzenie odpowiednich ograniczen dla zakresu
wyswietlania w pionie, na przyktad: (y, 0, 4). Takie podejscie rozwigzuje problem
niecigglosci. Na rysunku widzimy, ze rzeczywiscie zaznaczono wszystkie liczby
zespolone z, ktorych argument nalezy do zadanego przedziatu.

b) W przypadku zbioru
4m
B = {z € C:0 < arg(—22) S?}

najpierw skorzystamy ze wzoru (3.7), zgodnie z ktorym argument iloczynu liczb
zespolonych rowny jest sumie argumentéw (z dokladnoscig do 2m). Dodatkowo
argument gtowny liczby rzeczywiste] ujemnej jest rowny m. W zwigzku z tym
otrzymujemy:

arg(—2z) = arg[(—2) - z] = arg(—2) + argz + 2k = m + arg z + 2km,
gdzie k € Z.

Po podstawieniu tej wartosci do poczatkowej nierdwnosci uzyskujemy
zalezno$¢:
4
0S7T+argz+2kn£?”,

ktorg przeksztatcamy ' do postaci:
s
-+ 2km < argz < 3 + 2km.

Nastepnie podstawiamy wszystkie mozliwe wartosci parametru k € Z,
dla ktérych argument mie$ci sie¢ w przedziale (—m,m]. W naszym przypadku
warunek ten spehlnia tylko wartos¢ k = 0. Po podstawieniu jej do nierownosci
otrzymujemy ograniczenie:

/[
T <Argz < £}

Poniewaz w tym przypadku nie wystepuje przejscie przez punkt niecigglosci,
mozemy zastosowa¢ pojedyncza komendg region plot(). Na rysunku 3.18
przedstawiona zostala interpretacja zbioru B bedaca efektem dziatania ponizszego
kodu:

10 Znak wyrazenia 2km nie ma znaczenia, poniewaz rozwigzania dla k € Z ulozone sg symetrycznie
wzgledem zera.
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region—pIOt( arg(z) < p|/3l (Xr '41 4)1 (YI '31 3)1
incol="'cyan', bordercol="'black', borderwidth=2,
title='Zbior $B$', gridlines=True )

41
3

Rysunek 3.18. Liczby na ptaszczyznie zespolonej spetniajgce warunek 0 < arg(—2z) <
¢) Na koniec przeanalizujemy sposob przedstawienia zbioru:
s
C= {z € C: 5 < arg(z*) < n}.

Ponownie korzystamy z wtasnosci argumentu iloczynu liczb zespolonych (3.7),
mianowicie:

arg(z*) = arg(z-z-z-z) = argz + argz + argz + arg z + 2km,
gdzie k € 7.

W odniesieniu do nieréwnosci otrzymujemy warunek w postaci:

s
§S4argz+2kn<n,
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ktory zapisujemy rownowaznie jako:
T lkm<argz<Z 4tk
g tokm=argz < +5km
Argument bedzie znajdowat si¢ w przedziale (—m, 7] dla parametrow k € Z
nalezacych do zbioru {—2,—1,0,1}. W ten sposdb otrzymujemy szukane ogra-
niczenia:

—7—ﬂ<Argz<—3—nv —3—7T<Argz<—E
8 — 4 8 — 4
VESArgz<Ev5—”SArgz<3—n.

8 4 8 4

Wykonujemy wizualizacj¢ tego obszaru na plaszczyznie zespolonej
(rysunek 3.19):

rys = region_plot( [pi/2 < arg(z”4), arg(z"~4) < pil, (X, -4, 4), (v, -3, 3),
incol='cyan', bordercol='black’', borderstyle="--',

title='Zbiér $C$', plot_points=300 )

rys += region_plot( arg(z) == pi/8, (x, 0, 4), (y, 0, 3),
bordercol="black’, borderwidth=2)

rys += region_plot( arg(z) == 5*pi/8, (x, -4, 0), (y, 0, 3),
bordercol="'black’, borderwidth=2 )

rys += region_plot( arg(z) == -7*pi/8, (x, -4, -.01), (y, -3, -.01),
gridlines=True, bordercol='black’, borderwidth=2 )

rys += region_plot( arg(z) == -3*pi/8, (x, 0, 4), (y, -3, 0),
bordercol="'black’, borderwidth=2 )

rys
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Zbior ¢

-3

Rysunek 3.19. Liczby na ptaszczyznie zespolonej spetniajgce warunek% <arg(zY <m

3.3. Pierwiastek z liczby zespolone;

W zbiorze liczb rzeczywistych R pierwiastek z liczby jest pojedynczg wartoscig
rzeczywistg. Dodatkowo pierwiastki parzystego stopnia mozemy wyciggac tylko
z liczb nieujemnych. Sytuacja zmienia si¢ w ciele liczb zespolonych C, gdzie
pierwiastkowanie jest mozliwe dla dowolnej liczby zespolonej. Co wiecej,
przyjmujemy, ze pierwiastek n-tego stopnia z niezerowej liczby zespolonej
Z stanowi zbidr n-elementowy:

Vz = {wg, w1, Wy, ., Wp_q}, gdzie w} =zdlak =0,1,2,..,n—1.

Pierwiastki zespolone majg réwniez interesujgca interpretacj¢ geometryczng.
Punkty w, tworza wierzchotki n-kata foremnego wpisanego w okrag o srodku
w punkcie (0, 0). W szczegdlnym przypadku, n = 2, otrzymujemy dwie liczby
lezace naprzeciwko siebie na okregu, symetryczne wzglgdem poczatku uktadu.
Wilasnos¢ ta pozwala wykorzystywaé geometri¢ plaszczyzny zespolonej
do konstruowania w uktadzie wspolrzgdnych wielokatow foremnych i innych figur
symetrycznych.

84



3.3.1. Obliczanie pierwiastka z liczby zespolonej

Zaczniemy od przedstawienia metody wyznaczania pierwiastkow kwadratowych
w ciele liczb zespolonych. Pierwiastek kwadratowy z dodatniej liczby rzeczywistej
obliczamy podobnie jak w przypadku zwyklych liczb rzeczywistych, z tg réznica,
ze w zbiorze liczb zespolonych otrzymujemy dwa rozwigzania — tworza one zbior
dwuelementowy, na przyktad:

V9 = {-3,3}.

Wiemy, ze dla jednostki urojonej i zachodzi réwnos$¢ i? = —1. Wynika stad,
ze pierwiastek kwadratowy z liczby —1 jest rowny:

V=1 = {—i,i}.

Ta obserwacja pozwala nam w prosty sposdb wyznacza¢ inne pierwiastki
kwadratowe z liczb rzeczywistych ujemnych, na przyktad:

V=25 =+/25-v/=1 =5 {—i,i} = {-5i,5i}.

Warto zauwazy¢, ze w kazdym z powyzszych przykladow oba pierwiastki
sg liczbami przeciwnymi. Okazuje si¢, ze taka wilasno$¢ ma kazdy pierwiastek
kwadratowy. Dla dowolnej liczby z € C jest to zbioér dwuelementowy:

Vz = {—wo, o},

gdzie liczbe wy = x + yi (dla liczby z niebedacej liczbg rzeczywista ujemna)

wyznaczamy ze WZOorow:
Re z+|z| Imz
x = ’— oraz =— 3.9
2 Y 2x ( )

Przyktad 3.20
Obliczymy pierwiastek kwadratowy:

V=16 + 30i.
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Dla liczby zespolonej z = —16 + 30i odczytujemy czg$¢ rzeczywista
Rez = —16 i cz¢s¢ urojong Imz = 30 oraz znajdujemy modul na podstawie
wzoru (3.3):

|z| = /(=16)2 + 302 = V1156 = 34.

Nastepnie obliczamy jeden z pierwiastkbw wy = x + yi, korzystajac
ze wzorow (3.9):

—-16+34 30
x=|[——=V¥9=3 y=-—-=5

W rezultacie otrzymujemy zbidr dwuelementowy:

V=16 + 30i = {-3 — 5i,3 + 5i}.

Weryfikacj¢ wyniku przeprowadzamy za pomoca ponizszego kodu. Warto
podkresli¢, ze w zapisie y = imag(z) / (2*x) konieczny jest nawias w mianowniku,
poniewaz w przeciwnym razie zmienna x znalazlaby si¢ w liczniku:

z=-16 + 30%i
x = sqrt( (real(z) + abs(z)) / 2)
y = imag(z) / (2*x)

w0 = X + y*i
print( 'Pierwiastek kwadratowy to zbior:', {-w0, w0} )
Out: Pierwiastek kwadratowy to zbidér: {-5*I - 3, 5*I + 3}

Definicja. Niech liczba zespolona z bedzie zapisana w postaci wyktadnicze;j:
z = |z| - e'?. Pierwiastek stopnia n jest zbiorem n-elementowym:

r\l/E = {(1)0, a)lr 0)2, e a)n—l}l

gdzie poszczegodlne pierwiastki wy dlak = 0,1, 2, ...,n — 1 obliczamy ze wzoru:

.p+2km

wr = 1/|z| e . (3.10)
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Zauwazmy, ze dla dwoch kolejnych pierwiastkow zachodzi rownos¢:

. 2(k+1
jpr2(k+m o

n
_ Wrs1 _ lzle n = _
¢ = = ke — € 7, dlak=0,1,2,..,n— 2.
k n |Z|'€l n

Whiosek. Jezeli znamy jeden z pierwiastkow w,, to pozostale mozemy uzyskaé,
2T
mnozac kolejne pierwiastki przez liczbe { = e'n, poniewaz:

W1 =wg ¢, dlak=0,1,2,..,n—2.

Wobec tego pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej z majg postac:

2T
Vz ={wg,wy - wy (% ., wo-{" 1), gdzie{ =e'n.

Przykiad 3.21

Obliczymy pierwiastek trzeciego stopnia:

V(@ +20)3.

Zgadujemy, ze jednym z pierwiastkow jest liczba:

2T
Mamy n = 3, wiec liczba { = e'n na podstawie wzoru Eulera (3.6) jest rowna:
_ BT 2n+, _2m 1+_\/§
(=e —cos3 LSlIl3— > 12.
Korzystajac z powyzszego wniosku, kolejne pierwiastki obliczamy jako:

Wy =wy-{ oraz w,;=w;"{.
W Sage t¢ operacj¢ wykonujemy, korzystajac z ponizszych polecen:

w0 = 1 + 2%j
n=3
z = exp(i*2*pi/n)

pierwiastki = [expand(w0 * z~k) for k in range(n)]
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pierwiastki
Out: [2*I + 1, (1/2*I - 1)*sqrt(3) -1 - 1/2,
-(1/2*1 - 1)*sqrt(3) - I - 1/2]

Lista pierwiastki zostatla utworzona za pomocg tzw. listy skltadanej z jgzyka
Python. Konstrukcja ta pozwala w zwigzly sposob wygenerowa¢ nowa liste
na podstawie innej (tutaj: range(n)), przy uzyciu petli for zapisanej w jednej linii.
Stosujemy sktadnie:

[element for zmienna in lista].

Na przyktad komenda

[x~2 for x in range(5)]
Out: [0, 1, 4, 9, 16]

pozwala uzyska¢ list¢ zawierajgcg kwadraty pigciu kolejnych liczb naturalnych,
poniewaz polecenie range(n) tworzy ciag kolejnych liczb od 0 do n—1.
W powyzszym kodzie zmienna x przechodzi po elementach listy [0, 1, 2, 3, 4],
za$ zapis X2 odpowiada za wyliczenie kwadratow kolejnych liczb.

Analogicznie w licie pierwiastki zmienna k przyjmuje wartosci [0, 1, 2],
a nastepnie obliczane sg pierwiastki:

wo- (¥, dlak=0,1,2.

Funkcja expand() stuzy jedynie do uproszczenia wynikow.
W dalszej czgsci ksigzki bedziemy stosowacé powyzsza metode generowania
pierwiastkow, warto jednak wspomnie¢ o dwoch alternatywnych podejsciach:

1. Bezpos$rednie rozwigzanie rownania wj = z za pomoca funkcji solve():

var('z")
rozw = solve( (14+2*)"3 == 2z"3,z)

Zwracane wyniki nie sg zbyt czytelne, dlatego nie wyswietlamy ich w catosci.
Mozemy jednak wykorzystac liste sktadana, aby otrzymac przyblizenia numeryczne

rozwigzan:

[r.rhs().n() for r in rozw]
Out: [1.00000000000000 + 2.00000000000000%*I,
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-2.23205080756888 - 0.133974596215562*1,
1.23205080756888 - 1.86602540378444*I]

Te same wyniki mozna uzyskaé¢ rowniez za pomoca r.n() dla listy pierwiastki.

2. Wykorzystanie obicktu CDF() oraz funkcji nth_root() z argumentem all=True,
ktora zwraca wszystkie pierwiastki danego stopnia:

CDF( (14+2*i)~3 ).nth_root(3, all=True)

Out: [1.2320508075688774 - 1.8660254037844386%*I,
1.0000000000000004 + 1.9999999999999998*I,
-2.2320508075688776 - 0.1339745962155603*I]

Otrzymane wyniki nieznacznie si¢ roznig ze wzgledu na sposob reprezentacji
liczb zmiennoprzecinkowych w jezyku Python.

3.3.2. Interpretacja geometryczna zbioru pierwiastkow

Pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej z € C tworza na plaszczyznie
zespolonej wierzchotki n-kata foremnego. Leza one na okregu o srodku
w punkcie (0,0) i promieniu réwnym 4/|z|. Kazdy kolejny pierwiastek jest
obrécony wzgledem poprzedniego o kat 27” wokot poczatku uktadu wspotrzednych.

Przykiad 3.22

Znajdziemy doktadne wartosci elementow zbioru
V=7 + 24i

oraz przedstawimy interpretacje geometryczng uzyskanych pierwiastkow.

Zapisujemy pierwiastek czwartego stopnia za pomocg dwoch pierwiastkow

kwadratowych:
V=7+24i = /\/—7 + 24i.
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Teraz dwukrotnie stosujemy wzory (3.9) — najpierw dla pierwszego pierwiastka:

1 ] =7+ (=7)?% + 242 24
Wy = X1 +yin xg = > =3, y1=ﬁ=4

V=7 + 24i = {~w}, w§} = (-3 — 4i,3 + 4i},

a nast¢pnie dla pierwiastka z jednego z uzyskanych wynikow, na przyktad 3 + 4i:

2 | 3 VTR 4
w0=XZ+yzl: x2= fzz’ yzzjzl

V3+4i={-wiwil={-2-1i2+i}

W podobny sposob otrzymaliby$my dwa pozostate pierwiastki dla liczby —3 — 4.

W Sage mozemy iterowa¢ w petli for po obiekcie range(2), ktory generuje
liste [0, 1] —powoduje to, ze wchodzimy do petli dwukrotnie. Znak podkreslenia ()
zaznacza jedynie, ze nie korzystamy ze zmiennej iteracyjnej (przyjmujacej wartosci
odpowiednio 0 i 1). Po wyjsciu z petli przypisujemy wynik do zmiennej wo,
ktoéra przechowuje doktadng wartos¢ jednego z uzyskanych pierwiastkow:

z = -7 + 24%i
for _in range(2):
x = sqgrt( (real(z) + abs(z))/ 2)
y = imag(z) / (2*x)
Z =X+ y*i
w0 =z
print('Jednym z pierwiastkéw jest liczba:")
show( LatexExpr(r'\omega_0="), w0 )

Out: Jednym z pierwiastkow jest liczba:

Kolejne pierwiastki czwartego stopnia uzyskujemy poprzez pomnozenie liczby

2T
wg = w3 przez czynnik { = e'n, ktory dla n = 4 na podstawie wzoru Eulera (3.6)
przyjmuje wartosc:
21 ki) T s
(=e"2 =e"2 =cosz+isin5=0+i-1=i.
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Wobec tego pozostale pierwiastki czwartego stopnia rowne sa odpowiednio:

(1)1=(1)0'l, (1)2=(1)1'l, (U3=(1)2'l.

Oznacza to, ze znajac jeden pierwiastek czwartego stopnia, pozostale mozemy
uzyska¢ poprzez mnozenie kolejnych pierwiastkow przez jednostke urojong i:

n=4

z = exp(i*2*pi/n)

pierwiastki = [w0 * z~k for k in range(n)]
pierwiastki

Out: [T+ 2,2*-1,-1-2,-2*%I + 1]

Zgodnie z przedstawiong wczesniej interpretacjg geometryczng liczby te tworza
wierzchotki wielokata foremnego, przy czym dla n =4 jest to kwadrat.
Rzeczywiscie mnozenie kolejnych pierwiastkow przez i powoduje obrot o kgt 90°
(por. przyktad 3.8). Ponizszy kod wizualizuje wynik dla pierwiastka dowolnego
stopnia — wystarczy umiesci¢ rozwigzania w liscie o nazwie pierwiastki:

rys = points( pierwiastki, color="red', size=40, zorder=7,
title=r'Elementy zbioru $\sqrt[4]{-7+24i}$ sq wierzchotkami kwadratu' )
rys += circle( (0, 0), abs(w0), aspect_ratio=1 )

rys += polygon( pierwiastki, color='gray’, linestyle="'--',

fill=False, gridlines=True )

rys

Efekt uruchomienia komoérki z tym kodem przedstawiono na rysunku 3.20.
Przeanalizujemy sposob dziatania poszczegolnych polecen:
 funkcja points() zaznacza na rysunku punkty zawarte w liScie pierwiastki ko-
lorem czerwonym — tworza one wierzchotki kwadratu;
 funkcja circle() kresli niebieski okrag o srodku w poczatku uktadu wspotrzed-
nych i promieniu rownym |wg|, natomiast argument aspect_ratio okresla sto-
sunek jednostek na pionowej osi OY do jednostek na osi poziomej OX — usta-
wiamy jego wartos¢ na 1, aby na obu osiach jednostki miaty takg sama dlugos¢;
 funkcja polygon() rysuje wielokat szarg linig przerywang, argument fill=False
sprawia, ze figura jest pusta w Srodku, natomiast komenda gridlines=True do-
daje linie siatki do rysunku — mozemy ja umiesci¢ jako argument dowolnej
funkcji.
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Elementy zbioru v -7+ 24i sg wierzchotkami kwadratu

Rysunek 3.20. Interpretacja geometryczna pierwiastka czwartego stopnia

Przy okazji warto zauwazy¢, ze sktadnia wykorzystujgca czynnik ¢ powoduje,
ze pierwiastki sg umieszczane w liscie pierwiastki w kolejnosci przeciwnej do ruchu
wskazowek zegara, dzigki czemu funkcja polygon() poprawnie rysuje kwadrat.

Przyktad 3.23

Wyznaczymy doktadne warto$ci elementow zbioru

Vi+i

oraz zaznaczymy uzyskane liczby na ptaszczyznie zespolone;j.

Jeden z pierwiastkow liczby z = 1 + i mozemy obliczy¢ na podstawie wzoru
(3.10), mianowicie jako:

wo = ]z - e'x, G.11)

dla n =6. Wartosci modutu |z| =2 i argumentu ¢ =§ liczby z zostaty

wyznaczone wczesniej w przykladzie 3.10. Po przeksztalceniach otrzymujemy:

A

L e s %
wy = |z| -6 = [V2-e'6 ='3/2-e'2a.
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Aby uzyska¢ pozostale rozwigzania, mnozymy kolejne pierwiastki przez
czynnik
2T 2T 4 T T 1 \/§

i— i— i .. ,
=en=eg6 =e3=coszt+ising=-+1—.
¢ 3 3 2 2

Ostatecznie szukane pierwiastki przyjmujg postac:
w1 =wy §  wy=wo (% w3 =wy- {3,

_ 4 _ 5
Wy = wo - G, ws = wq * .

W Sage wyliczamy potrzebne wielkosci oraz stosujemy wzor (3.11). Pierwiastek
rzeczywisty stopnia n mozemy zapisa¢ rOwnowaznie za pomocg potegowania:

z=i+1

n==~6

modul = abs(z)

phi = arg(z)

w0 = modul”~(1/n) * exp(i*phi/n)

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) for k in range(n)]
pierwiastki

Uzyskane pierwiastki nie sg czytelne, dlatego tutaj je pomijamy. W kodzie
zastosowali$my liste sktadang, ktora generuje elementy na podstawie formuty:

.2km

wy=wy- e n =wy- ¥ dlak=0,1,23,4,5.

wynikajacej ze wzoru (3.10). Nastepnie wynik przypisujemy do zmiennej
pierwiastki. Elementy tej listy zaznaczamy na ptaszczyznie zespolonej, stosujac kod
z przyktadu 3.22:

rys = points( pierwiastki, color="red’, size=40, zorder=7,
title=r'Elementy zbioru $\sqrt[6]{i+1}$ ' +

'to wierzchotki szesciokata foremnego' )

rys += circle( (0, 0), abs(w0), aspect_ratio=1 )

rys += polygon( pierwiastki, color="gray', linestyle="--',
fill=False, gridlines=True )

rys
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Elementy zbioru /i +1 to wierzchotki szesciokata foremnego

Rysunek 3.21. Interpretacja geometryczna pierwiastka szostego stopnia

Na rysunku 3.21 przedstawiono uzyskany rezultat. Pierwiastek szostego stopnia
jest zbiorem szes$cioelementowym, wigc jego elementy wyznaczaja na plaszczyznie
wierzchotki szesciokata foremnego. Poniewaz wszystkie pierwiastki majg
jednakowy modul, otrzymana figura jest wpisana w okrag o $rodku w poczatku
uktadu wspoétrzednych.

3.3.3. Wielokaty foremne

Poznane wlasnosSci pierwiastkow z liczb zespolonych na ptaszczyZnie zespolonej
mozemy wykorzysta¢ do konstruowania wielokatow foremnych w ukladzie
wspotrzednych.

Przyktad 3.24
Narysujemy siedmiokgt foremny, ktorego jeden =z wierzchotkow lezy
w punkcie (3, 1).

Przyjmujemy, ze jednym z elementéw pewnego pierwiastka siodmego stopnia
jest liczba zespolona odpowiadajgca punktowi (3, 1), czyli:
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Pozostate pierwiastki uzyskujemy, mnozac kolejne elementy przez czynnik

_ &
{(=e¢e7.

Szukany siedmiokat foremny mozemy zatem uzyska¢ za pomocg funkcji
polygon(), bazujac na kodzie z przyktadu 3.23:

wo=3+i
n=7

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) for k in range(n)]
polygon( pierwiastki, color="'green', thickness=2, aspect_ratio=1,
fill=False, gridlines=True, title='Siedmiokat foremny' )

Otrzymana figura przedstawiona jest na rysunku 3.22. W lidcie pierwiastki
znajdujg si¢ wszystkie pierwiastki siddmego stopnia. Pierwszym elementem jest
liczba w0, natomiast kolejne otrzymujemy po przemnozeniu przez czynnik .
Poszczegodlne pierwiastki sa generowane w kolejnosci przeciwnej do ruchu
wskazowek zegara.

Siedmiokat foremny
34

Rysunek 3.22. Siedmiokat foremny o wierzchotku w punkcie (3, 1)
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Przyktad 3.25
Narysujemy sze$ciokat foremny F, ktorego jednym z wierzchotkéw jest punkt
A = (4, 2), a $rodkiem symetrii — punkt S = (1, 2).

Wykonujemy przesunigcie rownolegte punktow A i S o jedna jednostke w lewo
i dwie jednostki w dot, tak aby $rodkiem symetrii figury F' (uzyskanej w wyniku
tego przeksztatcenia) byt poczatek uktadu wspotrzgdnych S’ = (0, 0). W wyniku tej
operacji otrzymujemy wspotrzedne jednego z wierzcholkoéw przesunietej figury:

A = (3,0).

Nastepnie, analogicznie jak w przyktadzie 3.24, przyjmujemy, ze punktowi A’
odpowiada liczba zespolona

(‘)0:3’

ktéra jest jednym z elementéw pewnego pierwiastka szostego stopnia. Kolejne
wierzchotki figury F' otrzymujemy, mnozac przez czynnik

_i&E
{=¢ 6.

Po wyznaczeniu wszystkich wierzchotkow figury F’ wykonujemy transformacje
odwrotng — przesuwamy z powrotem wszystkie wierzchotki réwnolegle
o wektor [1, 2]. W zapisie zespolonym oznacza to dodanie liczby 1 + 2i do kazdego
pierwiastka tworzacego wierzchotki figury F'. CzynnoS$ci te wykonujemy w Sage
za pomocg ponizszego kodu:

A =4 + 2%
S =1+ 2%
wo=A-S
n==~6

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) + S for k in range(n)]
polygon( pierwiastki, color="green’, thickness=2, aspect_ratio=1,

fill=False, gridlines=True, title='Szesciokat foremny" )
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Szesciokat foremny

Rysunek 3.23. Szes$ciokat foremny o wierzchotku w punkcie (4, 2) i Srodku symetrii (1, 2)

Wynik prezentujemy na rysunku 3.23. Definiujemy zmienne A i S jako liczby
zespolone odpowiadajgce punktom A i S. Zmienna wO reprezentuje punkt A’
uzyskany po przesunigciu réownoleglym. W liScie pierwiastki wyznaczane sg
wierzcholtki figury F’, natomiast dodajac zmienng S (zapis + S), wykonujemy
transformacj¢ odwrotng, czyli przesunigcie wszystkich wierzchotkéw do potozenia
poczatkowego.

Przyktad 3.26

Narysujemy cigg kwadratéw (Ky, K5, K3, ..., K5), ktorego pierwszym elementem jest
kwadrat K; o wierzchotku w punkcie (1, 3), a kazdy kolejny kwadrat jest wpisany
w poprzedni, tak ze jego wierzcholki stanowig s$rodki bokéw poprzedniego
kwadratu.

Wezmy kwadrat K, wpisany w kwadrat K;. Wyznaczymy stosunek o odleglosci
wierzchotkow figur K, i K; od poczatku uktadu wspohrzgdnych. Warto$¢ ta jest
réwna stosunkowi promienia okregu wpisanego r do promienia okrggu opisanego R

na kwadracie K, czyli:

20
-2t ¢

g = 2
7(1

x| =
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Widzimy, ze wynik nie zalezy od dtugosci boku a kwadratu K;. Nastepnie
okreslamy miar¢ kata 6, o ktory przesunigte sg wierzcholki figury K, wzgledem
kwadratu K :

Wzory te sg prawdziwe dla dowolnych dwoch kolejnych kwadratow. Wobec tego
dla liczby wg = 1+ 3i wspohrzgdne wierzchotkow j-tego kwadratu (wyrazone
za pomocg liczb zespolonych), gdzie j = 0,1, 2, ..., 6, uzyskujemy jako:

. .2kT L. i
wl =wy-en el -gl, dlak=0,1,2,3.

Czynnik e? powoduje obrot wierzchotkdw kolejnych kwadratow o kat 6,

natomiast czynnik o/ odpowiada za ich skalowanie. W Sage stosujemy ponizsze
polecenia:

w0 =1 + 3%
n=4

sigma = sqrt(2)/2
theta = pi/4

rys = Graphics()

kolory = ['red', 'orange’, 'yellow', 'green’, 'blue’, 'indigo', 'purple']

for j in range(7):
pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) *
exp(i*j*theta) * sigma”j for k in range(n)]
rys += polygon( pierwiastki, color=kolory[j],
thickness=2, aspect_ratio=1,
fill=False, title="Kwadraty' )

rys
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Kwadraty
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Rysunek 3.24. Ciagg kwadratow wpisanych

Efekt dziatania kodu przedstawiono na rysunku 3.24. Definiujemy zmienng rys
jako pusty obiekt graficzny Graphics() oraz okreslamy kolory poszczegdlnych figur
w licie kolory. Nastepnie w petli for znajdujemy wierzchotki kolejnych kwadratéw
oraz dodajemy wielokaty uzyskane za pomocg funkcji polygon() do obiektu rys,
korzystajac z operatora +=. Przedstawione w tym rozdziale fragmenty kodu mozna
tatwo dostosowa¢ do innych danych — wystarczy zmodyfikowa¢ potozenie punktu
poczatkowego.

3.4. Rownania w ciele liczb zespolonych

W ciele liczb zespolonych kazde réwnanie wielomianowe n-tego stopnia
ma doktadnie n pierwiastkdw zespolonych, z uwzglednieniem ich krotnosci. Fakt
ten wynika z tzw. podstawowego twierdzenia algebry, zgodnie z ktorym kazdy
niezerowy wielomian o wspolczynnikach zespolonych ma co najmniej jeden
pierwiastek zespolony. Z tego powodu méwimy, ze ciato liczb zespolonych jest
algebraicznie domknigte.

Whasno$¢ t¢ mozna wyraznie zobrazowac dla rownan kwadratowych. W zbiorze
liczb rzeczywistych liczba rozwigzan takiego réwnania zalezy od znaku
wyroznika A. W szczegdlnosci, gdy A < 0, brak jest rozwigzan rzeczywistych.
W zbiorze liczb zespolonych kazde rownanie kwadratowe ma natomiast doktadnie
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dwa rozwigzania (liczac z krotnosciami). Dzieje si¢ tak nawet wtedy, gdy wyrdznik
jest ujemny — wowczas rozwigzaniami sg liczby zespolone zawierajace jednostke
urojong i. Co wiecej, w ciele liczb zespolonych nadal mozna stosowa¢ znane wzory
na pierwiastki rownania kwadratowego, co rozszerza zakres ich zastosowan poza
zbidr liczb rzeczywistych.

3.4.1. Réwnos¢ liczb zespolonych

Dwie liczby zespolone zapisane w postaci algebraicznej, czyli:

zy =x1+y1l oraz z, = x, +y,i, gdziexy,y1,%x,,¥, €ER,

sg rowne tylko wtedy, gdy rowne sa ich czesci rzeczywiste i cze$ci urojone, tzn.:

{xl = xz
V1= Y2

Przykiad 3.27

Znajdziemy liczby rzeczywiste x, y € R spelniajgce rownanie:

(1 +ix)(y — 2i) =3 — 4i.

Wykonujemy mnozenie wyrazen w nawiasach po lewej stronie rOwnania:

y—2i+xyi+2x =3 —4i.

Wyodrgbniamy po obu stronach czesci rzeczywista i urojona:

Qx+y)+ (xy —2)i =3 —4i.

Stosujemy warunek roéwnosci liczb zespolonych w postaci algebraicznej
1 otrzymujemy uktad dwoch rownan rzeczywistych:

{2x+y= 3
xy —2=—4.

Z pierwszego réwnania wyznaczamy zmienng y = 3 — 2x 1 podstawiamy ja

do drugiego rdwnania, uzyskujac réwnanie kwadratowe:

x(3—=2x)—2=—-4 > 3x—2x>-2=—-4 > 2x2-3x-2=0.
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Liczymy wyr6znik

A=(-3)2—4-2-(=2) =25

oraz zapisujemy rozwigzania rownania:

3-5 1 3+5
Xp==—=—= V X, =—=2.
2:2 2

Wracamy do wyznaczonej zmiennej y = 3 — 2x i podajemy rozwigzania uktadu

rownan:
1
xX=—-= {x= 2
2 Vv
{y: 4 y=_1'

W Sage uktady réwnan rozwigzujemy za pomocg funkcji solve(). Jako pierwszy
argument przekazujemy listg, w ktorej porownujemy cze$ci rzeczywiste
oraz urojone lewej i prawej strony rownania:

var('x y')

rownanie = (1 + i*x) * (y - 2*i) == 3 - 4%j

solve( [rownanie.lhs().real() == rownanie.rhs().real(),
rownanie.lhs().imag() == rownanie.rhs().imag()], [x, y] )
Out: [[x == 2,y == -1], [x == (-1/2), y == 4]]

Dwie liczby zespolone zapisane w postaci wyktadniczej (lub trygono-
metrycznej), czyli:

zy = |z;| - €1 oraz z, = |z,| - e'¥2,

sg rowne tylko wtedy, gdy rowne sg ich moduty, natomiast argumenty ro6znig si¢
o wielokrotnos$¢ kata 2w, tzn.:

{|Z1| = |z,|

01 = @, + 2kn dla pewnej liczby k € Z.
1 = %2 )

Przykiad 3.28

W liczbach zespolonych rozwigzemy rownanie:

|z]* =i (Z)°
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Stosujemy postaé wyktadnicza liczby z = |z| - e i zapisujemy roéwnanie
W postaci:
, —ip\° , _5i
lzI3=i-(lz| - e7) > |z]® =i-|z|° - e” 5.

Przenosimy wszystkie wyrazy na jedna strong i wytaczamy czynnik |z|3 przed
nawias:

z|°-i- e — |z =0 - |z|* - (|z|*-i -e5% —1) = 0.

Otrzymujemy dwa przypadki:

zP=0 Vv |z|?-i-e 5% —-1=0.

Pierwsza rownos$¢ spetniona jest tylko wtedy, gdy |z| = 0. Poniewaz modut
reprezentuje odlegltos¢ liczby zespolonej od poczatku uktadu wspoétrzednych,
warunek ten jest prawdziwy tylko dla liczby z, = 0.

W drugim przypadku przenosimy liczb¢ 1 na prawag stron¢ rdéwnania
1 zapisujemy liczby i oraz 1 w postaci wyktadniczej (3.4):

.TT . s .
|z|?-e'2-e7 %P =1 > |z]?- el(f_S(p) =1-e°,

Stosujemy warunek na rownos¢ liczb zespolonych w postaci wyktadnicze;j:
|z|? =1

s
5—5g0=0+2k71 (k € 7).

Modut jest liczba nieujemng, wigc pierwsza réwnos¢ mozna zapisa¢ jako
|z| = 1. Oznacza to, ze rozwigzania leza na okrggu jednostkowym. Z drugiego
roOwnania wyznaczamy za$§ argument jako:

T 2 .
[0 _E+Ekn’ gdzie k € Z.

Stosujemy konwencje z Sage, zgodnie z ktorag argument gtowny liczby
zespolonej nalezy do przedzialu (—m, ). Dzieje si¢ tak dla parametrow k € Z
ze zbioru {—2,—1,0,1,2}. Otrzymujemy zatem pi¢¢ kolejnych rozwigzan
zespolonych w postaci:

_i7_” _i3_” i iS_T[ L.9_n:
Zy=e 1OVZZ=e 10V23=610VZ4=610V25=610.
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W celu rozwigzania tego roOwnania w Sage, zapisujemy modutl i sprzezenie
w poczatkowym roéwnaniu jako |z| =./x2+y? oraz Z = x — yi. Pierwsze
rozwigzanie odpowiada liczbie zy = 0, drugie jest rowne z, = i, natomiast trzecie
rozwigzanie, [x == 0, y == -I], odrzucamy, poniewaz warto$¢ zmiennej y == -I
nie jest liczbg rzeczywista. Pozostale wyniki zostaly zapisane w postaci

algebraicznej po zastosowaniu wzoru Eulera (3.6):

rownanie = (sqrt(xN2+y~2))N3 == i * (x-y*i)N5
solve( [rownanie.lhs().real() == rownanie.rhs().real(),
rownanie.lhs().imag() == rownanie.rhs().imag()], [x, Y] )
Out: [[x ==0,y == 0],
[x==0,y==1],
[x==0,y ==-I],
[x == -1/2*sqrt(-1/2*sqrt(5) + 5/2),
== -1/4*sqrt(5) - 1/4],
[x == 1/2*sqrt(-1/2*sqrt(5) + 5/2),
y == -1/4*sqrt(5) - 1/4],
[x == -1/2*sqrt(1/2*sqrt(5) + 5/2),
y == 1/4*sqrt(5) - 1/4],
[x == 1/2*sqrt(1/2*sqrt(5) + 5/2),
y == 1/4*sqrt(5) - 1/4]]

3.4.2. Rownania wielomianowe

Rownanie kwadratowe postaci az? + bz + ¢ = 0, gdzie a,b,c € C oraz a # 0,

ma dwa pierwiastki zespolone:

-b-§8 -b+48
\ ZZ =
2a

2= 2a ’

(3.12)

przy czym liczba 6 € C jest dowolnym elementem zbioru VA, gdzie A = b? — 4ac.

Przyktad 3.29
W ciele liczb zespolonych rozwigzemy réwnanie kwadratowe:
z2—(1-Dz+2-2i=0.
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Obliczamy wyrdznik trojmianu kwadratowego:

A=(1-0)2—-4-1-(2-2))=1-2i—1-8+8i=-8+6i.

Chcemy wyznaczy¢ jeden z elementdéw zbioru:

VA = V=8 +6i = {-6,6}.

Korzystajac ze wzordow (3.9), znajdujemy pierwiastek § = x + yi, gdzie:

=51"

2 ’ 1

J—S +./(—8)% + 62

X = =1
Zatem & = 1 + 3i. Teraz stosujemy wzory (3.12), aby wyznaczy¢ pierwiastki

roOwnania kwadratowego:

1-i—(+30)

1—i+1+3i
A= 2.1

=20V ZZ=T—1+L

Ponizej przedstawiamy przyktadowy kod, ktory rozwigzuje ten problem w Sage:

var('x y")

Z =X+ y*i

rownanie = zA2 - (1-i)*z + 2-2%*i

solve( [rownanie.real(), rownanie.imag()], [x, y])
Out: [[x==1,y == 1],

[x == (-3/2*1 + 1/2), y == (1/2*1 - 1/2)],

[x == (3/2*I + 1/2), y == (-1/2*1 - 1/2)],
[x==0,y == -2]]

Tym razem zmienna rownanie zawiera wyrazenie, a nie réwnos¢, dlatego
nie korzystamy z funkcji lhs() i rhs(). W funkcji solve() nie musimy jawnie
zapisywac rownosci, poniewaz domyslnie przyjmuje ona, ze prawa strona rOwnania
jest rowna 0. Tutaj zapis solve(rownanie, z) nie zwrocitby oczekiwanego wyniku —
pierwiastek kwadratowy z liczby zespolonej nie zostalby obliczony, a wynik
pojawitby si¢ w symbolicznej postaci sqrt(6*I - 8). W naszym kodzie uzywamy
postaci algebraicznej liczby zespolonej z = x + yi, gdzie x,y € R, dlatego drugie
1 trzecie rozwigzanie odrzucamy jako nienalezace do zbioru liczb rzeczywistych.
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Przyktad 3.30

Rozwigzemy réwnanie trzeciego stopnia:
z3—iz?+z—-i=0.

Stosujemy metode grupowania:

z22(z—i)+(z—-0)=0> (z-D(EZ*+1)=0.

Korzystajac z réwnosci i =

na czynniki liniowe:

—1, rozktadamy wielomian drugiego stopnia
z2+1=(z-D(z+i).

Nastepnie z rownania otrzymujemy pierwiastki:

(z=1%(z+i)=0->z=iV z=-i.

Rozwiazanie z = i jest pierwiastkiem dwukrotnym, natomiast z = —i — jedno-
krotnym.

W ciele liczb zespolonych suma krotnosci pierwiastkow jest zawsze rowna
stopniowi rOwnania. W Sage stosujemy prostsza sktadnig:

var('z")

rownanie = zA3 - i*z"2 + z - i
solve(rownanie, z)

Out: [z==1, z == -I]

W celu okreslenia krotnosci pierwiastkdw mozna wykorzysta¢ funkcje roots():

rownanie.roots()
out: [(I, 2), (-1, 1)]

Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu w réwnaniu sg liczbami
rzeczywistymi, to zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

Zy jest pierwiastkiem o krotnosci k < Zz, jest pierwiastkiem o krotnosci k.

Zatem jezeli liczba zespolona z, € C jest rozwigzaniem rownania, to jej
sprzg¢zenie rowniez.
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Przykiad 3.31
Rozwiazemy réwnanie o wspotczynnikach rzeczywistych:
z* + 1322+ 36 =0.

Wprowadzamy zmienng pomocniczg z2 = t i rozwigzujemy uzyskane rownanie
kwadratowe:
t* + 13t + 36 = 0.

Liczymy wyroznik A = 132 — 4 - 1 - 36 = 25 oraz znajdujemy pierwiastki tego
rownania:
_ —13-5

. _ —1345
17 2.1

=—9 V thp=—7>—=—-4.
27 241
Wracamy do podstawienia 1 otrzymujemy dwa roOwnania zespolone:

72 =-9 Vv z%=—-4,

Ostateczne rozwigzania to:

z=-3iVz=3iVz==-2IV z=2L

Faktycznie widzimy, ze wystgpuja one w parach sprzezonych. W Sage stosujemy
kod:

rownanie = z~4 + 13*z"2 + 36
solve(rownanie, z)
Out: [z == (-2*]), z == (2*1), z == (-3*]I), z == (3*I)]

3.4.3. Twierdzenie Bézouta

Twierdzenie (Bézouta).
Liczba 2z, € C jest pierwiastkiem rownania W (z) =0 tylko wtedy, gdy
(z—20) | W(2).

Oznacza to, ze liczba zespolona z, jest rozwigzaniem rownania W (z) = 0 tylko

wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez dwumian (z — zy). Innymi stowy,
dwumian (z — z,) pojawia si¢ w rozktadzie wielomianu W na czynniki liniowe.
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Przyktad 3.32
W ciele liczb zespolonych rozwigzemy rownanie wielomianowe:
z° —z* + 1323 — 1322 + 362 — 36 = 0.

Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu W w rownaniu W(z) =0
sg liczbami calkowitymi, to ewentualne catkowite rozwigzania musza by¢
dzielnikami wyrazu wolnego, czyli w tym przypadku liczby —36. Odgadujemy,
ze liczba zy = 1 jest pierwiastkiem tego rownania, a nastgpnie stosujemy schemat
Hornera, aby zmniejszy¢ stopien wielomianu IW:

-1 13 —13 36 —36
zyp=1 | 1-1=1 1-0=0 1-13 =13 1-0=0 1-36 =36
1 0 13 0 36 0

Liczby w pierwszym wierszu sg wspolczynnikami wielomianu W. W kolejnych
krokach wykonujemy mnozenie liczby z dolnego wiersza przez liczbe z,
(zaznaczong kolorem czerwonym) oraz dodawanie warto$ci uzyskanych w dwoch
pierwszych wierszach. Liczby na dole sa wspoélczynnikami ilorazu bedacego
wynikiem dzielenia wielomianu W przez dwumian (z — z,). W prawym dolnym
rogu tabeli uzyskujemy reszte z dzielenia, ktora w przypadku dzielenia przez
dwumian (z — z,) zawsze jest rowna W (z,).

Otrzymujemy rozktad wielomianu W na czynniki:

W(z) = (z—1)(z* + 1322 + 36).

Od tej pory postepujemy analogicznie jak w przyktadzie 3.31. W Sage mozemy
skorzysta¢ z funkcji coefficients(), ktéra zwraca wspolczynniki wielomianu wraz
z odpowiadajacymi im potggami zmiennej:

W(z) = zA5 - z"4 + 13*z/~3 - 13*z"2 + 36*z - 36
W(z).coefficients()
Out: [[_361 O]I [361 1]1 [_131 2]/ [131 3]1 [-ll 4]1 [11 5]]

Warto$¢ konkretnego wspotczynnika mozna tez uzyskaé¢ za pomocg funkcji
coefficient(). Ponizej wyznaczamy wspolczynnik stojacy przy zmiennej z2:

W(z).coefficient(z"2)
Out: -13
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Przyktad 3.33

Wiedzac, ze jednym z rozwigzan rownania
z*— 223 +6z2-8z+8=0

jest liczba zy = 1 — i, wyznaczymy pozostate pierwiastki tego rownania.

Wykonujemy dzielenie wielomianu W, wystgpujacego po lewej stronie
réwnania, przez dwumian (z — z,) za pomoca schematu Hornera:

—2 6 -8 8
Zo=1—1i 1—i —2 4— 4 -8
—1—i 4 —4—4i 0

Otrzymujemy nast¢pujacy rozktad na czynniki:
W) =(z—(1-0)EZ+(—=1- Dz + 4z — 4 — 4i).

Wszystkie wspolczynniki wielomianu W sa rzeczywiste, zatem rozwigzaniem
réwnania jest rowniez sprzezenie z, = 1 + i. Tym razem korzystamy ze schematu
Hornera, aby wykona¢ dzielenie przez dwumian (z — Zz):

1 —il = 4 —4 —4i
Zo=1+i ! 14 0 4+ 4i
0 4 0

W efekcie otrzymujemy rownanie:

z-Q-))(z-Q+D))*+4 =0,

Z uzyskanej postaci iloczynowej mozemy odczytaé rozwigzania:

z=1—-ivz=14+iV z=-2iV z=2I

W Sage roéwnania do czwartego stopnia o wspotczynnikach catkowitych
mozemy rozwigzaé bezposrednio za pomocg funkcji solve():

var('z")

rownanie = zN4 - 2*z~3 4+ 6*z"2 - 8%z + 8
solve(rownanie, z)

Out: [z==(-2*]),z==(2*]),z==(-1+1),z==(1+ 1)]
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Wiecej informacji na temat liczb zespolonych oraz ich zastosowan mozna
znalez¢ w pozycjach [2] 1 [3].

Duzo uSmiechu!
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4.7adania

4.1. Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 4.1
Dana jest liczba zespolona:
z=-1+iV3.

a) Znajdz modut i argument glowny liczby z.

b) Zapisz liczbe z w postaci wyktadniczej.

¢) Wyznacz liczbe zespolong uzyskang po obrocie liczby z na plaszczyznie zespolo-
nejokat @ = % przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara. Wynik przedstaw w po-
staci algebraiczne;.

d) Przedstaw obrot liczby z o kat 8 =75° zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

a) Aby obliczy¢ modut liczby z, korzystamy ze wzoru (3.3):

2l = (-2 + (¥3)" =2.

Argument mozna odczyta¢ z rysunku — na plaszczyznie zespolonej punkty
(0,0),(—1,v3)1(0,V3) tworza tréjkat o katach 30°, 60° i 90°. Poniewaz liczba
z lezy w drugiej ¢wiartce, jej argument gtowny jest rowny:

n om_2m

$=2%6T 3

W Sage wynik ten uzyskujemy za pomocg nastepujgcego kodu:

z = -1 + i*sqrt(3)

modul, phi = abs(z).simplify(), arg(z).simplify()
print(‘Modut liczby zespolonej:")

show( LatexExpr('|z|="), modul )
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print('Argument liczby zespolonej:")
show( LatexExpr(r'\varphi="), phi )
Out: Modut liczby zespolonej:

|z| =2

Argument liczby zespolonej:

2
w=g
b) Znajac modut i argument liczby z, zapisujemy ja w postaci wyktadniczej, czyli:

. 2n
z=|z|]-e®? =2 -¢"3.

Stosujemy argument hold=True, aby warto$¢ funkcji exp() nie zostala
wyliczona:

postac_wykladnicza = modul * exp(i*phi, hold=True)
print('Postaé wyktadnicza:")

show( LatexExpr('z="), postac_wykladnicza )

Out: Posta¢ wyktadnicza:

7Z = Ze (glﬂ.’)

¢) Aby znalez¢ liczbe zespolong z', uzyskang po obrocie liczby z o kat 6 przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara, stosujemy wzor:

7' =z-e',

Czesci rzeczywistg i urojong potrzebne do przedstawienia liczby z' w postaci
algebraicznej wyodrgbniamy za pomocg funkcji real() i imag(). W jezyku Python
mozemy stosowac sktadni¢ postaci a, b = 1, 2, ktoéra pozwala w jednej linii kodu
jednoczesnie przypisa¢ warto$¢ 1 do zmiennej a oraz liczbe 2 do zmiennej b. Z kolei
podczas uzywania funkcji show() nalezy zastosowaé cudzystow z powodu
obecnosci apostrofu w tekscie:

theta = pi/4
obrot = z * exp(i*theta)
X, Y = real(obrot), imag(obrot)
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print('Liczba zespolona po wykonaniu obrotu:")
show( LatexExpr("z'="), x,
LatexExpr(r'+i\left('), y, LatexExpr(r'\right)') )
Out: Liczba zespolona po wykonaniu obrotu:

2 =~ 332 - 12 + i (V32 - 142)

d) Na poczatku kat & =75° wyrazony w stopniach zapisujemy w radianach:

g =750 750. ___ 2
- N 180° 12

Aby wykona¢ obrot liczby z o kat 6 zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
stosujemy wzor:

Zapisujemy liczbe z' w postaci algebraicznej (3.1), korzystajagc ze wzoru
Eulera (3.6):

2T sy .TT T T
I — . l_. _l_: . l_: . — ] 1 —
z =2-e3-e 12=2-e4=2 (cos4+lsm4)
V2 V2
=2-<7+i-7>=v2+iv2.

W Sage stosujemy funkcj¢ canonicalize radical(), ktora pozwala uprosci¢
wyrazenia zawierajace pierwiastki:

theta = 75 * pi/180
obrot = z * exp(-i*theta)

print('Liczba zespolona po wykonaniu obrotu:")
show( LatexExpr("z'="), obrot.canonicalize_radical() )

Out: Liczba zespolona po wykonaniu obrotu:

z' =+ 1V2
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Ponizsza wizualizacje obrotu na plaszczyznie zespolonej przedstawiono

na rysunku 4.1:

rys = plot( vector(z.n()), color="green’, gridlines=True,

title=r'Obrot o kat $75™\circ$ ' +

'zgodnie z ruchem wskazéwek zegara')

rys += plot( vector(obrot.n()), color="red")

rys += point( z, color='green’, size=40, zorder=5,

legend_label='Poczatkowa liczba zespolona $z$')

rys += point( obrot, color="'red', size=40, zorder=5,

legend_label="Liczba $z'$ po obrocie" )

rys += arc( (0, 0), 1, sector=(arg(obrot), arg(z)),

thickness=2, color="purple')
rys += text( r'$75"\circ$', (0.2, 0.6),
color="'black’, fontsize=16 )

rys.axes_range(-3, 3, -1, 3)
rys

Obroét o kat 75

zgodnie z ruchem wskazowek zegara

3.0 .
1 « Poczatkowa liczba zespolona =
» Liczba =’ po obrocie
2:54
2:04
-3:5-
Eo
5179
-3 -2 -1 1 2 3
—0.5
_10 4

Rysunek 4.1. Obrét liczby zespolonej —1 + i+/3 0 kgt 75° zgodnie z ruchem wskazowek zegara
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Zadanie 4.2

Na plaszczyznie zespolonej narysuj zbiory:
AA={z€eC:2<|z—2+i|<5A|z+3i|<|z—4—-i|}
b)B={z€C:1<|z+3+i| <3 A Re(iz+2-3i)>1}.

a) Wyrazenie w module dla pierwszego ograniczenia, czyli:

2<|z—2+i| <5,
przyjmuje wartos¢ 0 dla liczby zespolonej zy = 2 — i. Tym samym nieréwnos$¢ ta
opisuje pierscien o $rodku w punkcie (2,—1) oraz promieniach réwnych
odpowiednio 2 i 5. Obszar ten zaznaczamy na ptaszczyznie zespolonej za pomocg
nastepujacych instrukcji:

var('x y")

Z =X+ y*i

rysl = region_plot( [2 < abs(z-2+i), abs(z-2+i) < 5], (x, -4, 8), (y, -7, 5),
incol='cyan', bordercol="'black', borderstyle="--',

title='Pierscien’, gridlines=True )

rysl += region_plot( abs(z-2+i) == 5, (%, -4, 8), (y, -7, 5),
bordercol="'black’, borderwidth=3 )

Moduty wystepujace w drugim ograniczeniu, czyli:
lz+3i|<|z—4-1i,
zerowane sa przez liczby zespolone — odpowiednio z; = —3i oraz z, = 4 + 1.
Nierownos$¢ ta opisuje pélptaszczyzne lezaca po stronie liczby z;, ktdora jest

ograniczona symetralng odcinka o koncach w punktach (0,—3)1i (4,1). W Sage
stosujemy polecenia:

rys2 = region_plot( [abs(z+3*i) < abs(z-4-i)], (x, -4, 8), (y, -7, 5),
incol="cyan’, bordercol="black’, borderwidth=3,
title="Potptaszczyzna’, gridlines=True )

rys2 += points( [(0, -3), (4, 1)], color="red’, size=40, zorder=5)
rys2 += line( [(0, -3), (4, 1)])

rys2 += text( ‘$z_1=-3i$’, (1, -3.5), color='black’, fontsize=12 )
rys2 += text( ‘$z_2=4+i$’, (5, 0.5), color='black’, fontsize=12 )
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Zbior A jest czescig wspdlng tych dwoch obszarow. Aby go narysowaé, taczymy
odpowiednio wczesniejsze fragmenty kodu:

rys3 = region_plot( [2 < abs(z-2+i), abs(z-2+i) < 5,

abs(z+3%*i) < abs(z-4-i)], (x, -4, 8), (y, -7, 5),

incol='cyan', bordercol='black', borderstyle="--',

title='Zbidr $A$', gridlines=True )

rys3 += region_plot( abs(z+3*i) == abs(z-4-i), (x, -1.55, 0.55), (y, -7, 5),
bordercol="black’, borderwidth=3)

rys3 += region_plot( abs(z+3*i) == abs(z-4-i), (x, 3.45, 5.55), (y, -7, 5),
bordercol="black’, borderwidth=3)

rys3 += arc( (2, -1), 5, sector=(3*pi/4, 7*pi/4),

color="'black’, thickness=3)

rysl.show(figsize=5)
rys2.show(figsize=5)
rys3.show(figsize=5)

Na rysunku 4.2 pokazano kolejne etapy powstawania koncowej ilustracji
zbioru A. Najpierw umieszczamy wszystkie ograniczenia w liscie bedacej pierw-
szym argumentem funkcji region_plot() i zaznaczamy brzeg tego obszaru linig prze-
rywang. Nastepnie nadpisujemy brzegi nalezace do tego zbioru linig ciagla. Stosu-
jemy funkcje arc(), aby zaznaczy¢ odpowiedni tuk nalezacy do tego obszaru.
Wartosci  liczbowe wystepujace w  poszczegdlnych funkcjach dobieramy
tak jak zwykle — metoda prob i bigdow.

Pierscien Potptaszczyzna Zbior A

Rysunek 4.2. Etapy powstawania zbioru A - pierscien, pétptaszczyzna oraz cze$¢ wspoélna tych
obszaréw
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b) Analogicznie jak w podpunkcie a), pierwsze ograniczenie, czyli:
1<|z+3+i] <3,
opisuje pierscien, ktory w tym przypadku jest domkniety wewngtrznie. Wyrazenie
w module przyjmuje warto$¢ 0 dla liczby z, = —3 — i, dlatego jest to pierscien
o srodku w punkcie (—3, —1) oraz promieniach rownych odpowiednio 1 i 3. Lewa
stron¢ nierdwnosci wystgpujacej w drugim ograniczeniu, czyli:
Re(iz + 2 —3i) > 1,
przeksztalcamy roéwnowaznie, stosujac posta¢ algebraiczng z = x + yi liczby
zespolonej z, gdzie x, y € R. Otrzymujemy:

Re[i(x —yi)+2—-3i] =Re[(y +2)+i(x —3)]| =y + 2.

W konsekwencji warunek ten opisuje polptaszczyzne dang nierownoscia:

y+2>1->y>-—1

Zbior B, bedacy czeScia wspdlng pierscienia i polptaszczyzny, zaznaczamy
na plaszczyznie zespolonej za pomoca ponizszego kodu. Wynik przedstawiono
na rysunku 4.3.

rys = region_plot( [1 < abs(z+3+i), abs(z+3+i) < 3,
real(i*conjugate(z) + 2-3*i) > 1], (x, -7, 1), (y, -2, 3),
incol='cyan', bordercol="'black', borderstyle="--',
title='Zbiér $B$', gridlines=True )

rys += arc( (-3, -1), 1, sector=(0, pi),

color="black’, thickness=3)

rys
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Zbidr B

Rysunek 4.3. Zbior B - czes$¢ wspolna pierscienia o srodku w punkcie (—3, —1) i p6tptaszczy-
myy>-—1

Zadanie 4.3

Zaznacz na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:

a)A={ZE(C: 7?n<arg(3iz)<27'r};

5
b) B ={z€ C: %Sarg(zg’) S?n}.

a) Wykorzystujac wzor (3.7), zgodnie z ktorym argument iloczynu liczb zespolonych
jest sumg ich argumentoéw (z doktadno$cia do 2m), otrzymujemy:

arg(3i - z) = arg(3i) + arg(z) + 2k = g +argz + 2km, gdzie k € Z.

W zwigzku z tym podwojng nierdwnos¢ opisujaca zbior A mozemy zapisaé row-
nowaznie jako koniunkcj¢ dwoch nierdéwnosci:

m w
?<E+argz+2kn<2n

8 3
- ?+2krc<argz A argz<7+2kn(ke Z).

Dopasowujemy wartosci parametru k € Z tak, aby uzyska¢ argument glowny
z zakresu (—1, 7|, zgodnego z konwencjg stosowang w Sage:

2T
k=0:?<Arg2Src,
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I
k=-1: —1'[<Argz<—§.

Obszar opisywany przez powyzsze nierdéwnosci przedstawiamy na rysunku 4.4,
W kodzie wykorzystane zostaly dwie funkcje region_plot(), poniewaz zbior A roz-
cigga si¢ na drugg i trzecig ¢wiartke:

var('x y")

Z =X+ y*i

rys = region_plot( 2*pi/3 < arg(z), (x, -4, 4), (v, 0, 3),
incol='cyan', bordercol="black’,

borderstyle='--', title='Zbiér $A$' )

rys += region_plot( arg(z) < -pi/2, (x, -4, 4), (y, -3, -.01),
incol='cyan', bordercol="black’,

borderstyle='--', gridlines=True )

rys

Rysunek 4.4. Rozwigzanie podpunktu a) - liczby spetniajgce nierdwnosé 7?" < arg(3iz) < 2w

b) Ponownie rozpoczynamy od przeksztatcenia argumentu liczby z3, czyli iloczynu
trzech liczb zespolonych, na sume ich argumentow (z doktadno$ciag do 2m). Uzy-
skujemy zalezno$¢:
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arg(z3) = arg(z-z-z) = argz + argz + argz + 2kmw = 3argz + 2km,
gdzie k € Z.
Przeksztalcamy podwojng nierownos¢ opisujaca zbidér B do postaci réwno-
waznej:
2

7T<3 + 2k <57T 7T+ km < <57T+2k (kez)
— —_— o — 4= e .
6= arg z T = 6 18 3 n_argz_lg 3 s

Dobieramy warto$ci parametru k € Z, tak aby argument gldéwny miescit si¢
w przedziale (—m,]. W tym przypadku otrzymujemy wigcej mozliwosci:

11m 7T
k=-1: ——<Argz< ——,
18 18

51

k=0:=<Argz <,
18

13 171
k=1.—<Argz < —.
18 18

Koncowy wynik prezentujemy na rysunku 4.5. W implementacji w Sage wystar-
czy bezposrednio umiescic poczatkowa nierowno$¢ wewnatrz funkcji re-
gion_plot():

region_plot( [pi/6 < arg(z”~3), arg(z”~3) < 5*pi/6], (X, -4, 4), (y, -3, 3),

incol="'cyan’, bordercol="'black’, borderwidth=3,
title="'Zbiér $B$', gridlines=True, plot_points=200 )
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Zbior B

__3.

Rysunek 4.5. Rozwigzanie podpunktu b) - obszar dla nieréwnosci % <arg(z®) < 5?"

Zadanie 4.4

Znajdz doktadne wartosci elementéw podanych zbioréw. Nastepnie zaznacz uzy-
skane liczby na ptaszczyznie zespolonej:

a)A=\/T+4i;
b) B = V2i;

)C={z€C:(z+1*=(2+20)*}.

a) W celu wyznaczenia pierwiastkow liczby zespolonej stosujemy wzory (3.9),
aby znalez¢ jeden z pierwiastkow wy = x + yi.

Otrzymujemy:
\/—3 +./(—3)% + 42
X = =1

y_2. - *

2 ' 1

Pierwiastek kwadratowy vz sktada sie z dwéch elementéw {—w, w,}, czyli:

V=3 + 40 = {—1-2i,1 + 2i}.
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W rezultacie otrzymujemy liczby przeciwne, ktére na plaszczyznie zespolonej
tworzg punkty symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Ilustracje
przedstawiamy na rysunku 4.6.

z = -3 + 4%j

x = sqrt( (real(z) + abs(z))/ 2)
y = imag(z) / (2*x)

w0 = X + y*i

rys = points( [-w0, w0], color='red', size=40, zorder=7,
title='Zbiér $A$', gridlines=True )

rys += circle( (0, 0), abs(w0), aspect_ratio=1 )

rys += line( [-w0, w0], color="'gray’, linestyle="'--")

rys

Zbior A

Rysunek 4.6. Elementy zbioru /—3 + 4i zaznaczone kolorem czerwonym

b) Wyznaczamy modut i argument gtdéwny liczby zespolonej z = 2i jako:
s

= 2’ = —
|z| =3
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Korzystajgc ze wzoru (3.11), obliczamy jeden z pierwiastkoOw trzeciego stopnia:
L i
Wy = Ylz| - e'n = V2 -e's.
Po zastosowaniu wzoru Eulera (3.6) uzyskujemy postac algebraiczng tego pier-
wiastka:

T T V3 1
Wy = 3i/z'(COSgﬂ-iSil’lg)= W(T-}‘El)

2T
Pozostate pierwiastki otrzymujemy, mnozac przez czynnik { = e"s . Sa to liczby:

51 57 57 V3 1
w, =3V2-e"6 =§/§~<cos?+isin?)= %-(—7+Ei>

or 3n 3n
Wy = 3\/§_el?= W-<c057+isin7>= W(0—1)=—§/§l

Interpretacjg geometryczng elementow pierwiastka trzeciego stopnia sg wierz-
chotki trojkata rownobocznego. Przedstawiamy je na rysunku 4.7, wykorzystujac
kod z przyktadu 3.23.

Zbior B

Rysunek 4.7. Elementy zbioru 3/2i tworzg wierzchotki tréjkata rownobocznego
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z,n = 2%, 3

modul = abs(z)

phi = arg(z)

w0 = modul”~(1/n) * exp(i*phi/n)

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) for k in range(n)]

rys = points( pierwiastki, color="red', size=40, zorder=7,
title='Zbiér $B$', gridlines=True )

rys += circle( (0, 0), abs(w0), aspect_ratio=1 )

rys += polygon( pierwiastki, color="'gray’,

linestyle="--', fill=False )

rys

c) Aby wyznaczy¢ elementy zbioru
C={zeC(z+D*=(2+2)*,

wprowadzamy podstawienie w = z + 1. Najpierw znajdujemy liczby zespolone
w € C spelniajgce ponizsze roOwnanie, ktdre zapisujemy rOwnowaznie przy uzyciu
pierwiastka:

w*=2+20)* - w="32+20)%

Jeden z pierwiastkow odgadujemy jako w, = 2 + 2i, a pozostale obliczamy

2T
poprzez mnozenie kolejnych rozwigzan przez czynnik { = e'+, ktéry na pod-
stawie obliczen zawartych w przyktadzie 3.22 jest rowny ¢ = i. Stad pozostate pier-

wiastki to:
(1)1=(1)0'i=_2+2i, (U2=(1)1'i=_2_2i, (1)3=(1)2'i=2_2i.
Wracamy do podstawienia z = w — 1, aby wyznaczy¢ elementy zbioru C. Uzy-

skane liczby na plaszczyznie zespolonej sa wierzchotkami kwadratu:

C={1+2i-3+2i-3—-2i,1-2i}
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W Sage zadanie tym razem rozwigzujemy za pomoca funkcji solve():

var('z")
rozw = solve( (z+1)"4 == (2+2*i)"4, z)

pierwiastki = [x.rhs() for x in rozw]

rys = points( pierwiastki, color="'red’, size=40, zorder=7,
title='Zbidér $C$', gridlines=True )

rys += circle( (-1, 0), 2*sqrt(2), linestyle="'--")

rys += polygon( sorted(pierwiastki, key=lambda x: arg(x)),

color='gray', linestyle="--', fill=False )
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Rysunek 4.8. Liczby zespolone z € C spetniajgce réwnanie (z + 1)* = (2 + 2i)*

Wynik zostal przedstawiony na rysunku 4.8. Funkcja solve() domyslnie
nie zwraca pierwiastkow w kolejnosci odpowiadajacej ich potozeniu wzdhuz bokow
figury, wiec bezposrednie uzycie polecenia polygon(pierwiastki) datoby bledny re-
zultat. W zwigzku z tym, aby poprawnie narysowa¢ wielokat, jako pierwszy argu-
ment funkcji polygon() przekazujemy pierwiastki posortowane wedlug argumentow
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gtownych za pomocg funkcji sorted(). Wykorzystujemy w tym celu parametr key
1 funkcj¢ anonimowa lambda dostgpng w jezyku Python.

Zadanie 4.5

Na ptaszczyznie narysuj ponizsze figury:

a) pieciokat foremny wpisany w okrag o srodku w punkcie S = (2, 1);

b) szesciokat foremny, ktorego jeden z wierzchotkéw znajduje si¢ w punkcie
A=(0,0).

a) Wykorzystamy podej$cie zaprezentowane w przyktadzie 3.25. Najpierw przesu-
wamy picciokat tak, aby S$rodek okrggu opisanego znalazt si¢ w punkcie
S’ = (0, 0). Nastepnie wybieramy dowolny wierzchotek poczatkowy, na przyktad
A = (—1,—3). Wowczas przesuniety punkt ma wspétrzedne A" = (—3, —4). Ko-
lejne wierzchotki wyznaczamy jako elementy pewnego pierwiastka piatego stop-
nia, gdzie jednym z elementéw tego zbioru jest liczba wy = —3 — 4i. Na konicu
wykonujemy transformacj¢ odwrotng, przesuwajac wszystkie punkty o wek-
tor §'S = [2, 1] (w kodzie dodajemy do kazdego pierwiastka liczbe 2 + i). Wynik
dziatania ponizszego kodu przedstawiony zostat na rysunku 4.9.

A=-1-3%
S=2+i
wo=A-S
n=>5

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) + S for k in range(n)]

rys = polygon( pierwiastki, color="green’, thickness=2, aspect_ratio=1,
fill=False, gridlines=True, title='Pieciokat foremny wpisany w okrag' )
rys += circle( (2, 1), 5, color="purple', thickness=2 )

rys
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Pieciokat foremny wpisany w okrag
6 -

il

....4_

Rysunek 4.9. Pieciokat foremny wpisany w okrag o §rodku w punkcie (2, 1)

b) Postepujemy analogicznie jak w podpunkcie a), tylko tym razem mozemy dowol-
nie wybra¢ $rodek symetrii S sze$ciokgta. Wybieramy punkt S = (1, 1), co w ko-

dzie zapisujemy jako liczbe zespolong 1 + i. Uzyskany rezultat zaprezentowano
na rysunku 4.10.

A=0
S=1+i
wo=A-S
n==6

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) + S for k in range(n)]
polygon( pierwiastki, color="green’, thickness=2, aspect_ratio=1,
fill=False, gridlines=True, title='Szesciokat foremny" )
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Szesciokat foremny

2.0

1.0

1.0 15 2.0

Rysunek 4.10. Szes$ciokat foremny o wierzchotku w punkcie (0, 0)

Zadanie 4.6

Na ptaszczyznie narysuj siedem szesciokagtow foremnych w taki sposob, aby pierw-
szy sze$ciokat mial wierzchotek w punkcie (4,5) i $rodek symetrii w poczatku
uktadu wspotrzednych, natomiast kazdy kolejny byt wpisany w poprzedni — wierz-
chotki kolejnego szesciokgta powinny leze¢ w srodkach bokéw poprzedniego.

Stosujemy podejscie opisane w przyktadzie 3.26. Dla szeSciokata foremnego sto-
sunek dlugosci promienia okrggu wpisanego r do promienia okrggu opisanego R

Wynosi:
a3
2

V3

T
TR a 2’
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gdzie a jest dtugoscig boku sze$ciokgta, natomiast miara kata 8, o ktéry obracamy
jego kolejne wierzchoiki, jest rowna:

n 6
przy czym n = 6 jest liczba bokow szesSciokata. Wynik zostat przedstawiony na ry-
sunku 4.11.

w0 = 4 + 5%j
n==~6

s = sqrt(3)/2
theta = pi/6

rys = Graphics()
col = ['red', 'orange’, 'yellow', 'green’, 'blue’, 'indigo’, 'purple']
for x in range(7):

pierwiastki = [w0 * exp(i*2*k*pi/n) *

exp(i*theta*x) * s~x for k in range(n)]

rys += polygon( pierwiastki, color=col[x],

thickness=2, aspect_ratio=1,

fill=False, gridlines=True )

rys

Zadanie 4.7
Rozwigz rownania:
a)z2+Q2+i)z—1+7i=0;

b)z+5z+4i(z—2z)—1+3i=0.
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7

Rysunek 4.11. Cigg szesciokatow foremnych - wierzchotki kolejnej figury sg srodkami bokdw
figury poprzedniej

a) Obliczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego:

A=24+i)?—4-1-(-1+7))=4+4i—1+4—28i =7 — 24i.

Stosujemy wzory (3.9), aby znalez¢ jeden z pierwiastkow § = x + yi liczby A:

7+ 72+(—24)2_4 24
2 I A B

6 =4 - 3i.

Nastepnie korzystamy ze wzorow (3.12) na pierwiastki rownania kwadrato-
wego:

—-2+1i)—(4-30)
Z; = =

) —-(2+i)+4-3i0) .
71 SEL = 21 =l-e

Wykorzystujemy powyzsze wzory, aby rozwigza¢ roOwnanie w Sage. Wspot-
czynniki trojmianu kwadratowego odczytujemy za pomocg listy skladanej oraz
funkgcji coefficients():
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W(z) =222+ (2 +i)*z- 1+ 7%i
¢, b, a = [w[0] for w in W(z).coefficients()]
delta = b2 - 4*a*c

x = sqrt( (real(delta) + abs(delta)) / 2 )
y = imag(delta) / (2*x)

d=x+ y*i

z1 = (-b-d)/(2*a)

z2 = (-b+d)/(2*a)

print('Rozwigzania rownania kwadratowego:')
show( LatexExpr('z_1="), z1)

show( LatexExpr('z_2="), z2)

Out: Rozwigzania rownania kwadratowego:
z1=1—3

Z, =—2i+1

b) Ze wzgledu na to, Ze w rOwnaniu pojawia si¢ symbol sprzezenia, przedstawiamy
liczbe z € C w postaci algebraicznej z = x + yi, gdzie x, y € R. Otrzymujemy:

(x+yi)+ Gx—5yi)+4i-[(x+y))—(x—yi)]—1+3i=0.

Po redukcji wyrazow podobnych uzyskujemy roéwnos¢:
6x—4yi+4i-2yi=1-3i » 6x—8y—4yi =1-3i.
Dwie liczby zespolone sg rowne, gdy rowne sa ich czesci rzeczywiste i urojone.
Stad uzyskujemy uktad rownan:
{ 6x—8y= 1
—4y = —=3.

Rozwiazujac go, otrzymujemy:
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Ostatecznie rozwigzaniem roOwnania jest liczba zespolona:

Z:g-}‘zl.

W Sage mozemy zastosowac kod wykorzystywany w przykladzie 3.29. Tutaj
dodatkowo odczytujemy cze$¢ rzeczywistg i urojong rozwigzania:

var('x y")
Z =X+ y*i

rownanie = z + conjugate(5*z) + 4*i*(z - conjugate(z)) - 1+3*i

rozw = solve( [rownanie.real(), rownanie.imag()], [x, y] )
X, Y = [x.rhs() for x in rozw[0]]
print('Rozwigzaniem jest liczba zespolona:', x+y*i)

Out: Rozwigzaniem jest liczba zespolona: 3/4*I + 7/6

Zadanie 4.8
Wyznacz modut i argument gléwny liczby zespolonej z € C spetniajacej rownanie:
11m 11m ;5
8~(cos c + isin c )~(1—i)1°~z=64-e 3,

Wprowadzamy oznaczenia:

51

11t 11m 10 Pl
zl=8-<cosT+LsmT), z,=(1-0)", Z3=64-€ 3.

Wyznaczamy modut i argument kazdej z tych liczb zespolonych. Liczba z; za-
pisana jest w postaci trygonometrycznej (3.5), wigc mamy:
11m

=8, =—
|Z4 | ?1 6

Dla liczby z, najpierw zapisujemy wartos¢ { = 1 — i w postaci wyktadniczej.
Modut wyznaczamy ze wzoru (3.3):

g1= 12+ (-1)2 =2
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Poniewaz promien wodzacy liczby { znajduje si¢ w czwartej ¢wiartce i tworzy
kat 45° z dodatnig potosig rzeczywista, jej argument wynosi:
s

0=——
4

Zapisujemy liczbe z, w postaci wykladniczej (3.4), aby wykona¢ potggowanie.
Wykorzystujemy wzor (3.8) oraz fakt, ze w postaci wyktadniczej mozemy dodawac
do argumentu dowolng wielokrotno$¢ liczby 2m:

107
)

T\ 10 . .
= (V7 ) = () e

Teraz mozemy zapisa¢ modul i argument tej liczby jako:

|2,| = 32 =_I
Zr| =94, @y = 2

Liczba z3 juz jest zapisana w postaci wyktadniczej, zatem wystarczy odczytac
interesujace nas wielkosci, a mianowicie:

5
|z3] = 64, @3 = ?

Szukana liczba zespolona z € C dla wprowadzonych oznaczen wyrazona jest

wzorem:
Z3

zZ = .
Zl.ZZ

Moduty iloczynu i ilorazu liczb zespolonych odpowiednio mnozymy i dzielimy.
Stad modut liczby z wynosi:

| Z3] 64
Izl = =
|z1| - |zz] 8-32

1
=7

Argumenty iloczynu i ilorazu liczb zespolonych odpowiednio dodajemy i odej-
mujemy, wobec czego argument gtoéwny liczby z to:
57 1lm ( n)

(P:(P3_‘P1_<P2=?_T_

T
2/ 3
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Ponizej przedstawiamy przykladowe rozwiazanie tego zadania w Sage:

z1 = 8 * ( cos(11*pi/6) + i*sin(11*pi/6) )
z2 = (1-i)~10
z3 = 64 * exp(i*5*pi/3)

abs(z1).simplify()
abs(z2)
modul_3 = abs(z3).simplify()

modul_1

modul_2

phi_1
phi_2
phi_3 = arg(z3).simplify()

arg(z1).simplify()
arg(z2)

modul = modul_3 / modul_1 / modul_2
phi = phi_3 - phi_1 - phi_2

print('"Modut liczby zespolonej to:', modul)
print('Argument liczby zespolonej to:', phi)
Out: Modut liczby zespolonej to: 1/4
Argument liczby zespolonej to: 1/3*pi

Zadanie 4.9
Wiedzac, ze liczba z, = 1 + i jest pierwiastkiem wielomianu
W(z) =23+ 3 -i)z%>+ (4 —4i)z—8—8i,

rozt6z ten wielomian na iloczyn dwumianow.

Wielomian W dzielimy przez dwumian (Z -1+ i)) za pomocg schematu Hor-
nera:

1 3—i 4—4i -8—8i
Zo=1+i ! 1+4i 4+ 4i 8 + 8i
1 4 8 0
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Uzyskujemy nastgpujacy rozktad na czynniki:
W@ =(z-1-10)-(z%+ 4z +8).

Nastgpnie obliczamy wyrdznik powstatego trojmianu kwadratowego:

A=4%2—-4.1-8=—16 = (4i)°

Korzystajgc ze wzorow (3.12) na pierwiastki trojmianu, otrzymujemy:

_—4—4i 4t 4i

Z1 = 51 =-=-2-2i, z,= 51 = -2+ 2i.

Ostateczny rozktad na czynniki liniowe ma postac:

Wiz)=0Z-1-D(Ez+2+2)(z+2-20).

W Sage prezentujemy alternatywne podejscie, deklarujac wielomian nad cialem
liczb zespolonych. W tym celu uzywamy instrukcji R.<z> = CC[], gdzie obiekt CC
jest tozsamy z ciatem ComplexField(prec=53). Dla zwigkszenia czytelno$ci wyniku
w pierwszej linii kodu nadpisujemy go obiektem o nizszej precyzji:

CC = ComplexField(prec=8)

R.<z> = CC[]

W = zA3 + (3-i)*z"2 + (4-4*i)*z - 8-8*i

factor(W)

Out: (z-1.0-1I)*(z+ 2.0 - 2.0*I) * (z + 2.0 + 2.0*I)

4.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 4.10

Dane sa liczby zespolone:
z=—2+iVv2 oraz w=6+8i.

Oblicz i zapisz w najprostszej postaci liczby:

Imw

Re(o?), : ) Arg (72

a) ; b)

v

|z
Zaktadamy, Ze argument gtéwny nalezy do przedziatu [0, 21).
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Zadanie 4.11

Wyznacz sprze¢zenie liczby z oraz zaznacz liczby z i Z na plaszczyznie zespolone;j:

a) z = 2i; b)z=-3—2i.

Zadanie 4.12
Na ptaszczyznie zespolonej zaznacz liczbg z oraz liczbg z' uzyskang w wyniku ob-
rotu liczby z o kat 8 przeciwnie do ruchu wskazowek zegara:

a)z=+2+iV2,0 =75 b) z=+vV3—1i,0 = 120°.

Zadanie 4.13
Na ptaszczyznie zespolonej zaznacz liczbg z oraz liczbg z' uzyskang w wyniku ob-
rotu liczby z o kat 8 zgodnie z ruchem wskazowek zegara:

a)z=1+2i,0 =105 b)z=—1+iV3,0 = 150°.

Zadanie 4.14

Podaj doktadng wartos¢ modutu i argumentu gtéwnego nalezacego do przedziatu
[0, 27) dla liczby zespolonej z:

7+i 3i-7
a)z = 3440 b)z = 2-57

Im(5+4i Re(i—4
¢) z = MG+, d) z = "422,

iv2—2 i+V3

__ Re(=1+3{)+Im(-2+5i) g = Re(5—4i)+Im(—2+3i)

€)z= vz > D 3+

Zadanie 4.15

Na ptaszczyznie zespolonej narysuj zbior:

a)A={z€C Im[(1 -0z +4+3i] > 2}
b)B={z€ C: Re[(1+2))z+2—-3i]<1};
c)C ={z€C: Re(z-2) > 4};
)D={z€C:|z—3+i| <|z+3—4il};
E={zeC1<|z-1]<|1-iV3]}
NF={zeC2<|z+1+i|<|3—-il}
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9)G={zeClz—-1+il<|z+1-i|<|z+3—-il};
h) H = {z € C: Re(zz) <9 A Im(zi) > 0};

DI={z€C:|z+3+i| <3 ARe(iz+2-3i)>1};
))J={z€C:Rez>1AImz>1A |z—-1—-i] <3}

Zadanie 4.16
Znajdz doktadne wartosci elementow podanych zbiorow. Zaznacz znalezione pier-
wiastki na ptaszczyznie zespolonej:

a) A =15 + 8i; b) B = V—i; ©) C =3/-3 +4i;
d)D =33 - 20)5; e)E=1—1; f) F = Y1.
Zadanie 4.17

Narysuj n-kat foremny, taki ze jednym z jego wierzchotkow jest punkt A, a §rodkiem
okregu opisanego na tym wielokacie jest punkt S:

ayn =3,4=(0,0),S = (3,3):
byn=8A4=(23),S=(20);

on=16,A=(1,1),S =(-1,-1).

Zadanie 4.18

W ciele liczb zespolonych rozwigz rownanie:

a) li;; (1 +30)3; b)i(z+32) =1 - 2i;
¢)3z—2z=(1+2i)? d)2z-3z+i(z—-i)=4—1i.
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4.3. Odpowiedzi do zadan

Zadanie 4.10

1 51
a) —14; —; c) —.
)-14; b) = )2
Zadanie 4.11
a) b)
20¢ ™) 20
15 15
1.0 10
05 0.5
0.0
-1.0 -0.5 05 10 —4.0 -35 -3.0 25 -2.0
-0.5 -0.5
-1.0 1.0
-1.5 -1.5
-2.04 L] -2.0
Zadanie 4.12
a) b)
2.0 20}{
1.5 151
1.0
0.5 0.5
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.‘5 1.0 15 2.0 *2‘»0 =15 71v‘0 -0.5 0.5 0 15 Z.‘O
=05 =05
-1.0 -1.01
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Zadanie 4.13
a) b)

-20 =15 -1.0 —CS_V 0: }0 15 2.0 -20 -15 -1.0 —O.S_v-s OS\ZO 1.5 2.0
N o M
Zadanie 4.14
a) |z =\/7,A1‘g2=%n; b) |z| =\/7,Argz=57:T;
Olzl=2,Argz =2  d)|z| = 2,Argz ==,
e) |z| =2.Arg2=%"; f) |z| =4,Argz=%,
Zadanie 4.15
a) b)
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-2

-3

-2

139



Zadanie 4.16
a)
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Zadanie 4.17
a)

74

b)

Zadanie 4.18

a)z = —83—0+20i;

c)Z=—3+%i;

_ 141,
b)z = 2+21,

=741
dz=—5+5L

Wszystkiego dobrego!
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Dodatek A.

Spis funkcji wystepujacych w ksigzce

Nazwa funkcji
abs()

acos()

acot()

arc()

arg()

asin()
assume()
assumptions()
atan()
axes_range()
binomial()
canonicalize radical()
CDF()

ceil()

circle()
coefficient()
coefficients()
ComplexField()
conjugate()
cos()

cot()

divisors()
exp()
expand()
factor()
factorial()
find_root()
floor()

forget()

ged()
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Opis

modut liczby zespolone;j

arcus cosinus

arcus cotangens

rysuje tuk okregu

argument liczby zespolone;j

arcus sinus

ustawia zatozenie o zmiennej

wyswietla aktualne zatozenia

arcus tangens

ustawia zakres osi na wykresie

symbol Newtona

upraszcza wyrazenia z pierwiastkami
polecenie do obliczen na liczbach zespolonych
zaokragla w gore do najblizszej liczby catkowite;j
rysuje okrag

zwraca wybrany wspotczynnik wielomianu
zwraca liste wszystkich wspotczynnikow

ciato liczb zespolonych o zadanej precyzji
sprzezenie liczby zespolonej

cosinus

cotangens

lista wszystkich dzielnikow liczby

eksponenta (funkcja wyktadnicza o podstawie e)
zapisuje wyrazenie w postaci ogélnej

zapisuje wyrazenie w postaci iloczynowej
silnia

znajduje przyblizone rozwigzanie rGwnania
zaokragla w dot do najblizszej liczby catkowitej
usuwa wcezesniejsze zalozenia

najwiekszy wspolny dzielnik (NWD)



Graphics()
imag()
LatexExpr()
lem()

lhs()

line()

In()

log()

n()

nth_root()
plot()

point()
points()
polygon()
print()
range()

real()
region_plot()
reset()

rhs()

round()

save()

show()
simplify()
simplify_full()
simplify_rational()
simplify_trig()
sin()

solve()
sorted()

sqrt()

tan()

text()

var()

vector()

tworzy pusty obiekt graficzny 2D

czeg$¢ urojona liczby zespolonej

konwertuje tekst na zapis w jezyku LaTeX
najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ (NWW)
lewa strona rownosci

rysuje odcinek

logarytm naturalny

logarytm (domyslnie naturalny, ale mozna zmieni¢ pod-
stawe)

przyblizenie numeryczne

pierwiastek n-tego stopnia

rysuje wykres funkcji

rysuje pojedynczy punkt

rysuje wiele punktow

rysuje wielokat

wypisuje na ekran

zakres liczb catkowitych

czg$¢ rzeczywista liczby zespolonej

rysuje obszar na ptaszczyznie

przywraca $rodowisko do poczatkowego stanu
prawa strona rownosci

zaokraglenie liczby

zapisuje obiekt do pliku

wyswietla obiekt

upraszcza wyrazenie ogolnie

upraszcza wyrazenie maksymalnie
upraszcza utamki algebraiczne

upraszcza wyrazenia trygonometryczne
sinus

rozwigzuje rownanie, nierdwnosc¢ lub uktad rownan
sortuje elementy listy

pierwiastek kwadratowy

tangens

dodaje napis do wykresu

deklaruje zmienne symboliczne

tworzy wektor
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Streszczenie

Ksigzka stanowi pierwsza czgs¢ serii poswigconej algebrze w systemie SageMath
i obejmuje zagadnienia zwigzane z liczbami zespolonymi. Na poczatku przedsta-
wiono sposob korzystania z platformy CoCalc oraz notatnikow Jupyter, co pozwala
szybko zapozna¢ si¢ ze srodowiskiem pracy w SageMath. Nast¢pnie zaprezento-
wano podstawowe elementy sktadni jezyka Sage wraz z najczgsciej popetnianymi
btgdami. Szczegodlny nacisk potozono na definiowanie funkcji, tworzenie rysunkow
oraz rozwigzywanie rownan. Wszystkie omawiane poj¢cia i techniki zilustrowano
licznymi przyktadami, ktoére umozliwiaja stopniowe przyswajanie materiatu i samo-
dzielne poszukiwanie nowych rozwigzan.

Kolejne rozdziaty wprowadzaja podstawowa teori¢ dotyczaca liczb zespolo-
nych. Oméwiono w nich takze zagadnienia zwigzane z zaznaczaniem obszarow
na plaszczyznie zespolonej, pierwiastkowaniem w ciele liczb zespolonych oraz roz-
wigzywaniem réwnan zespolonych. Rysunki ilustrujagce omawiane pojgcia zostaly
wykonane w SageMath, a przy kazdym z nich zamieszczono odpowiedni kod Zro-
dlowy. Material przedstawiono za pomoca wielu praktycznych przyktadow, ktore
prezentuja zard6wno sposob recznego rozwigzywania konkretnych zadan, jak i ich
implementacj¢ w jezyku Sage.
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Abstract

This book is the first in a series on algebra in SageMath and focuses on topics related
to complex numbers. It begins with an introduction to the CoCalc platform and Ju-
pyter notebooks, allowing readers to quickly become familiar with the SageMath
working environment. The book then presents the basic elements of Sage syntax,
along with common errors. Particular emphasis is placed on defining functions, cre-
ating diagrams, and solving equations. All concepts and techniques are illustrated
with numerous examples, enabling gradual learning and independent development
of new solutions.

Subsequent chapters introduce the fundamental theory of complex numbers.
They also cover topics such as plotting regions in the complex plane, extracting roots
in the field of complex numbers, and solving complex equations. The diagrams il-
lustrating the concepts are created in SageMath, with each accompanied by the cor-
responding source code. The material is presented through practical examples that
demonstrate both manual solutions to specific problems and their implementation
in Sage.
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