Rozdziat 1
O liczbie chromatycznej grafu tablicy Cayleya grupy skonczonej

Piotr Grzeszczukf

Streszczenie. Tablica Cayleya grupy skoriczonej G rzgdu n nazywa si¢ kwadratowa
tablice n X n, ktérej wiersze 1 kolumny indeksowane sa elementami grupy, natomiast
pola wypelnione sa iloczynami odpowiednich elementéw grupy. Kazdy wiersz i kazda
kolumna takiej tablicy nie zawiera powtarzajacych si¢ elementéw. Jest zatem przykta-
dem kwadratu taciniskiego. Z grupa G zwiazemy graf Cayleya % (G) = Cay(G>,S),
ktérego wierzchotkami sa pary (g,/) € G*. Symetryczny zbiér wyznaczajacy kra-
wedzie jest postaci S = (G* x {e})U ({e}) x G*)U{(g,2) | g € G*}. Graf %(G)
koduje catkowicie strukture grupy G. Oznacza to, ze dla grup G i H grafy %(G)
1% (H) sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy grupy sa izomorficzne. Graf % (G)
jest grafem tablicy Cayleya dla odpowiednio dobranych permutacji indeksujacych
wiersze i kolumny. Gtéwnym celem pracy jest prezentacja wynikéw dotyczacych
wyznaczenia liczby chromatycznej grafu % (G) i opis zwiazkéw tego zagadnienia
z hipoteza Halla-Paige’a dla grup skoficzonych.

Stowa kluczowe: graf, grupa, tablica Cayleya grupy, kwadrat tacifiski, liczba chro-
matyczna

1.1. Kwadraty lacinskie i tablice Cayleya grup skonczonych

W pracy rozwazamy skoriczone grafy proste, czyli pary & = (V,E), gdzie V jest
skoficzonym zbiorem wierzchotkéw, za$ E zbiorem krawedzi, ktére bedziemy utozsa-
miaé z 2-elementowymi podzbiorami zbioru V. Notacja u ~ v oznacza¢ bedzie, ze
wierzchotki u i v sg potaczone krawedzia.

Przyjmijmy oznaczenie [n] = {0,1,...,n — 1}. Kwadratowa tablice L = [;;] roz-
miaréw n x n, gdzie [;; € [n], nazywa si¢ kwadratem faciniskim rzedu n, jesli w kazdym
wierszu i kazdej kolumnie tablicy L wystepuja wszystkie elementy zbioru [n]. In-
nymi stowy, kazdy wiersz i kazda kolumna wypelnione sa permutacjami elementéw
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zbioru [n]. Z kazdym kwadratem tacifiskim stowarzyszony jest graf ¢ (L), ktérego
wierzchotkami sa tréjki (i, j;;;). Dwa wierzchotki (i, j;1;;) i (i, j'; 17 ;) sa potaczone
krawedzia w ¢ (L) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi doktadnie jeden z warunkéw:
i=1ilub ] = j,, lub lij = li’j“

%4 (L) jest grafem regularnym stopnia 3(n — 1). Przypomnijmy, ze m-klika w grafie
nazywa si¢ podgraf izomorficzny z grafem petnym K,,,. Kazda para wierzchotkéw
nalezacych do kliki jest potaczona krawedzia. Zbiér wierzchotkéw grafu kwadratu
tacinskiego moze by¢ przedstawiony jako roztaczna suma n-klik wierszowych, jako
roztaczna suma n-klik kolumnowych oraz jako roztaczna suma n-klik diagonalnych
(czyli ztozonych z wierzchotkéw pochodzacych od r6znych kolumn i wierszy kwa-
dratu). Kazdy wierzchotek nalezy do doktadnie jednej kliki kazdego typu.

(1,1;0) o
0| 1| 2 \

(2,151)
11210
210 |1

(3,1;2) o

Rysunek 1.1: Kwadrat tacinski rzgdu 3 i jego graf

Przypomnijmy, ze jesli M jest niepustym zbiorem, to méwimy, ze graf 4 = (V,E)
jest M-kolorowalny, jesli istnieje funkcja c: V — M przyjmujaca rézne wartosci dla
par wierzchotkéw potaczonych krawedzia. Tak wigc

jesli u~v, to c(u)#c(v).

Moéwimy wéwczas, ze funkcja ¢ wiasciwie koloruje graf. Najmniejsza moc zbioru M
takiego, ze ¢ jest M-kolorowalny nazywa si¢ liczba chromatyczna grafu i oznacza
x(%). Poniewaz graf kwadratu tacifiskiego rzedu n zawiera n-kliki, mamy oczywista
nieréwnos¢ x(4(L)) > n.

Naturalna metode konstrukcji kwadratéw laciiskich dostarczaja grupy skoniczone.
Niech G oznacza grupg skonczona rzedu n oraz niech o: [n] — G bedzie dowolna
bijekcja. Mozemy wéwczas utworzy¢ kwadratowa n x n tablice Ls(G) = [I;j] 0 wyra-
zach nalezacych do grupy G, gdzie [;; = 6(i)o (). Jest to tablica mnozent w grupie
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G i jest nazywana tablica Cayleya. Poniewaz lewostronne i prawostronne mnozenia
przez ustalony element sa bijekcjami, tablice Cayleya sa kwadratami facinskimi. Dla
dowolnej bijekcji 7: [n] — G mozemy zbudowa¢ kolejna tablice Lo = [Ij;] taka,
ze Ij; = ©(i)o(j). Jest to réwniez kwadrat taciriski. Zauwazmy, ze odwzorowanie
¢©: 9(Ls) — 9 (L) dane wzorem ¢(i, j;0(i)o(j)) = (t7'o(i), j;o(i)o(j)) jest
izomorfizmem graféw. Ponizej przedstawiamy tablice Cayleya dla grup rzedu 4:
grupy cyklicznej Zq4 i grupy Kleina G = {e,a,b,c} ~ 7, X 7.

0 1 2 3 a b c
1 2 3 0 a c b
2 3 0 1 b ¢ a
3 0 1 2 c b a
Rysunek 1.2: Tablica grupy Z4 Rysunek 1.3: Tablica grupy Kleina

W powyzszych tablicach tym samym kolorem oznaczone sa komérki odpowiada-
jace wierzchotkom tworzacym kliki diagonalne w grafach ¢ (L(Z4)) 1 9 (L(Zy X Z3)).
Pytanie o liczby chromatyczne tych graféw sprowadza si¢ zatem do wyznaczenia mi-
nimalnej liczby symboli potrzebnych do wpisania bez powtérzen w wiersze, kolumny
oraz w komorki tego samego koloru. Ponizej pokazujemy 6-kolorowanie grafu grupy
cyklicznej i 4-kolorowanie grafu grupy Kleina.

3 4 0 1 1 2 3
2 3 5 0 2 0 1
1 2 4 5 3 2 0
0 1 3 4 1 0 3

Rysunek 1.4: 6-kolorowanie grafu grupy Zq4 Rysunek 1.5: 4-kolorowanie grafu grupy Z, x Z;

Rysunki [I.3]i[T.5] przedstawiaja dwa kwadraty tacifiskie. Jesli elementy wpisane
w komorki tych kwadratéw oznaczymy odpowiednio przez [;; oraz I j» to pary (Lij, 1] j)
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sa r6zne dla réznych par indekséw (i, j). Takie kwadraty tacinskie nazywa sig¢ or-
togonalnymi. Istnienie ortogonalnego kwadratu facinskiego dla L = [/;;] jest zatem
réwnowazne n-kolorowalnosci grafu ¢ (L).

Grafy kwadratéw taciniskich zbudowanych na tablicach mnozen grup skoniczonych
posiadaja opis w terminach graféw Cayleya. Przypomnijmy, ze jesli G jest grupa
skoniczona, to podzbidr S C G\ {e} jest symetryczny, jesli s € S wtedy i tylko wtedy,
gdy s~! € S. Grafem Cayleya Cay(G,S) nazywa si¢ graf, dla ktérego G jest zbiorem
wierzchotkéw i dwa wierzchotki x,y € G faczy krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy
x = sy dla pewnego s € S. W pracy Baginski 1 Grzeszczuk| (2021) badane byty grafy
Cayleya % (G) = Cay(G?,S), zbudowane na kwadratach kartezjafiskich G = G x G
oraz symetrycznych zbiorach postaci

§=(G"x{e})U({e} xG)U{((g,8) g€ G},

gdzie G* = G\ {e}. Zauwazmy, ze jesli (x1,y1) i (x2,y2) sa wierzchotkami grafu
gz(G), to

(x1,y1) ~ (x2,y2) wtedy i tylko wtedy, gdy
x1 =x2 lub y; = yp lub (x2,y2) = (sx1,sy1) dla pewnego s € G*.

W Baginski i Grzeszczuk| (2021) wykazano, ze grafy % (G) wyznaczaja grupg
G. Oznacza to, ze dla grup G i H grafy ¥ (G) i 4 (H) sa izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy grupy sa izomorficzne.

Dla dowolnego elementu g € G niech
We={(8,x) [x€ G}, Kg={(x,¢)|x€G}, Dg={(xg,x)|xeG}.

Zbiory te tworza |G|-kliki w grafie % (G) i nazywac je bedziemy kolejno klikami
wierszowymi, kolumnowymi i diagonalnymi. Wyznaczaja one rozbicia zbioru wierz-

chotkow
G*=JW,=JK,= | Ds.
geG geG g€G

Z tatwoscia mozna zauwazy¢, ze graf % (G) mozna identyfikowaé z rozwazanym
wyzej grafem tablicy Cayleya (Lo ), gdzie 0,7: [n] — G sa bijekcjami takimi, ze
(i) =o(m—1—i) " dlaie [n).

1.2. Liczba chromatyczna grafu % (G)

Poniewaz graf % (G) zawiera |G|-kliki, otrzymujemy oczywiste oszacowanie
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x(#(G)) = |Gl.

Okazuje sig, ze zagadnienie wyznaczenia liczby chromatycznej grafu % (G) jest Scisle
powiazane z teorio-grupowa hipoteza Halla-Paige’a o istnieniu kompletnych bijekcji
w grupach skonczonych.

Przypomnijmy, ze jesli G jest grupa rzedu p*m (gdzie p{m 1 p jest liczba pierwsza)
to, zgodnie z twierdzeniem Sylowa, grupa G posiada podgrupe rzedu p*. Jest to
oczywiscie maksymalna p-podgrupa grupy G. Nazywa si¢ ja p-podgrupa Sylowa.

Bijekcja 6: G — G nazywana jest kompletna, jesli odwzorowanie g — go(g)
jest rowniez bijekcja. M. Hall i L.J. Paige w pracy |[Hall 1 Paige|(1955)) sformutowali
nastgpujace przypuszczenie:

Hipoteza Halla-Paige’a: Skoriczona grupa G posiada kompletng bijekcje wtedy
i tylko wtedy, gdy 2-podgrupa Sylowa w G nie jest cykliczna.

Zwiazek hipotezy Halla-Paige’a z zagadnieniem kolorowalnosci graféw % (G)
wyjasnia nastgpujace Stwierdzenie:

Stwierdzenie 1.1. Jesli G jest grupq skoriczong, to (% (G)) = |G| wtedy i tylko
wtedy, gdy grupa G posiada kompletnq bijekcje.

Dowdd. Przypusémy, ze % (% (G)) =|G|iniech ¢: G x G — G oznacza funkcjg kolo-
rujaca. Dla dowolnego x € G* rozwazmy klike diagonalng D, = {(gx,g) | g € G}. Po-
niewaz |D,| = |G| i wierzchotki nalezace do Dy maja rézne kolory, istnieje doktadnie
jeden wierzchotek (7(x)x, 7(x)) koloru c(e,e). Zauwazmy, ze T(x) # e. Rzeczywiscie,
(x,e) ~ (e,e), wigc c(x,e) # c(e,e), astad T(x) # e.
Odwzorowanie 7 jest bijekcja. Jesli bowiem 7(x) = 7(y), to wierzchotki (7(x)x, T(x))

i (7(y)y,7(y)) = (7(x)y,7(x)) naleza do kliki kolumnowej K;(,). Poniewaz sa
one tego samego koloru musi zachodzi¢ réwnos¢ x = y. Ponadto wierzchotki
(T(x)x,t(x)) 1 (t(x)x,7(y)) sa w grafie % (G) potaczone krawedzia. Zatem 7(x)x #
T(y)y, o ile x # y. Stad wynika, Ze odwzorowania x — 7(x) oraz x — T(x)x sa bijek-
cjami. Z tatwoscia sprawdzamy teraz, ze ¢ = T~ kompletna bijekcja.

Przypusémy, ze grupa G posiada kompletng bijekcje 0. Woéwczas odwzorowania
7= 6! oraz x — 7(x)x sa bijekcjami. Funkcje c: G x G — G kolorujaca graf % (G)
okreslimy wzorem

c(x,y) = 1(x)y.

Nalezy pokazac, ze dla s € G kazdy z nastgpujacych trzech warunkéw implikuje s =

e:

1) c(sx,y) = c(x,y);
2) c(x,sy) = c(x,y);
3) c(sx,sy) = c(x,y).
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W pierwszym przypadku mamy 7(sx)y = 7(x)y. To implikuje 7(sx) = 7(x), czylis = e.
W drugim przypadku otrzymujemy 7(x)sy = t(x)y, a stad oczywiscie wynika, ze s = e.

W ostatnim przypadku mamy réwnos¢ 7(sx)sy = t(x)y. Stad wynika, ze 7(sx)s = 7(x),
a wiec 7(sx)sx = 7(x)x. Poniewaz odwzorowanie x — 7(x)x jest bijekcja, otrzymu-
jemy s =e.

Ostatecznie funkcja ¢(x,y) = 7(x)y okresla wtasciwe kolorowanie grafu % (G).

Przedstawimy teraz kilka elementarnych wtasno$ci umozliwiajacych wyznaczanie
liczb chromatycznych graféw % (G).

Lemat 1.1. Jesli H jest podgrupq normalng grupy G, to
X((G)) < x(%(H)) - x(%2(G/H)).

W szczegdlnosci, jesli graf %> (H) jest |H|-kolorowalny i graf % (G/H) jest |G/H |-
kolorowalny, to graf % (G)) jest |G|-kolorowalny.

Dowdd. Niechcy: HxH — M, cg/p: G/H x G/H — S beda funkcjami koloruja-
cymi odpowiednio grafy % (H) i %(G/H).

Ustalmy zbiér {go = e,g1,...,8m—1} reprezentantéw warstw grupy G wzgledem
podgrupy H. Kazdy element g € G ma jednoznaczne przedstawienie

g = hgi,

dla pewnych i € [m] oraz h € H.
Udowodnimy, ze funkcja cg: G X G — M X S dana wzorem

cG(mgishagj) = (cu(hi,h2),cn(8iH , g,H))

koloruje whasciwie graf % (G)). W tym celu nalezy pokazaé, ze funkcja cg jest r6zno-
wartoSciowa na klikach kolumnowych, wierszowych oraz diagonalnych. Rozwazmy
dwa wierzchotki (h1gi,h2g;) i (h3gk,hag:) potaczone krawedzia w %> (G). Jesli naleza
one do tej samej kliki kolumnowej, to hpg; = hag;, a wigc hy = hy 1 g; = g;. Jesli funk-
cja cg przyjmuje w tych wierzchotkach réwne wartosci, to poréwnanie pierwszych
wspétrzednych daje rownosé cy(hy,hy) = cy(hs, hy). Poniewaz (hy,hy) ~ (hs,hy)
(w grafie % (H)), otrzymujemy réwnoS¢ h; = h3. Poréwnanie drugich wspétrzed-
nych wartosci funkcji cg daje ¢/ (giH,gjH) = cg/n(grH,g1H). Poniewaz j =,
(gif,8;H) ~ (gxH,g;H), wykorzystujac fakt, ze cg/p jest funkcja kolorujaca graf
% (G/H), otrzymujemy réwnos¢ g;H = giH, czyli g; = g;.

Analogicznie rozumujemy, gdy wierzchotki naleza do tej samej kliki wierszowe;j.
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Przypus$émy, ze oba rozwazane wierzchotki naleza do kliki diagonalnej. Mamy
wowczas

(h3gk,hagi) = (hgihi8i, hgihag;),
dla pewnych ¢ € [m] oraz h € H. Poniewaz H jest podgrupa normalna, wigc
hgih1gi = hsga oraz hgihyg; = hegp,

dla pewnych «, B € [m] oraz hs,he € H. Jesli funkcja cg przyjmuje dla tych wierz-
chotkéw réwne wartosci, to poréwnanie drugich wspétrzgdnych daje

cG/n(giH,giH) = cG/n(gaH,8pH) = c/r(8H - giH g H - g jH).

Poniewaz (g;H,gH) ~ (g:H - giH,g:H - g jH) w grafie %,(G/H), z powyzszego Wy-
nika, ze g;H = H, czyli g; = g1 = e. Tak wigc,

(h3gk: hagi) = (i gi; hhag ).
Poréwnujac pierwsze wspétrzedne wartosci funkcji cg, otrzymujemy
CH (h1 y hz) —=CH (hhl s hhz).

Jednak (hy,hy) ~ (hhy,hhy) w grafie %> (H)), a wigc h = e. To konczy dowdd.

Z Lematu [[.T| oraz Stwierdzenia [[.T wynika, ze jesli H jest podgrupa normalna
w G oraz H i G/H maja kompletne bijekcje, to grupa G réwniez posiada taka bijekcje.
Przedstawimy teraz efektywna konstrukcje takiej bijekcji. Niech bowiem 6: H — H
oraz ¥: G/H — G/H beda kompletnymi bijekcjami. Niech T oznacza permutacje
zbioru reprezentantéw warstw {gj, ..., gy} okreslong warunkiem

T(gi)=g; = w(gH)=g;H.

Kazdy element grupy G ma jednoznaczne przedstawienie w postaci xg; = g;x’, gdzie
x,x € Horaz i€ {1,2,...,m}. Wéwczas odwzorowanie ¥: G — G dane wzorem

V(gix) = o(x)7(g:)

jest kompletna bijekcja. Oczywiscie 1 jest bijekcja.
Pozostaje pokazaé, ze §(g) = g0 (g) jest funkcja réznowartosciowa. Niech wigc
gix¥(gix) = gy (g;y), czyli
8ix0 (x)7(gi) = g;y0 (y)7(g))- (1.1

Dziatajac na powyzsza réwnos¢ kanonicznym epimorfizmem 1n: G — G/H, otrzy-
mujemy
8iT(gi)H = gjt(gj)H, czyli gily(giH) = g;HY(g,H).
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Stad wynika, ze g;H = g;H, czyli i = j. Z réwnosci (1.1) wynika, ze x5 (x) = yo(y),
czylix=y.

Pokazemy jak konstruowaé kompletne bijekcje dla grup faktoryzowalnych. Przy-
pomnijmy, ze grupa faktoryzowalna nazywa si¢ skoniczong grupe G posiadajaca
dwie podgrupy A, B takie, ze ANB = {e} oraz G = AB = BA. W takiej grupie kazdy
element ma jednoznaczne przedstawienie w postaci ab, gdzie a € A, b € B.

Stwierdzenie 1.2. Jesli G = AB jest grupq faktoryzowalng i podgrupy A, B posiadajq
kompletne bijekcje, to G tez posiada kompletnq bijekcje.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnych elementéw a € A, b € B istnieja jednoznacznie
wyznaczone elementy a* € A oraz b* € B takie, ze

ab=>b"a".

Oczywiscie a* = a*(a,b) i b* = b*(a,b), co oznacza, ze sa to funkcje zalezne od
dwoéch parametrow. Zauwazmy, ze element b* jednoznacznie wyznacza b; w tym
sensie, ze jesli

aby =b*ay, (1.2)

dla pewnych a; € A, by € B, to by = b oraz a; = a*. Rzeczywiscie, na mocy zatozen
stwierdzenia oraz rownosci (1.2)) mamy

b* =ab(a*)"! oraz b* =abja;’,

czyli bia; ' = b(a*)~", a stad b, 'b = a; 'a*. Poniewaz AN B = {e}, otrzymujemy
réwnosci b = by oraz a; = a*.

Niech 0: A — A, 7: B — B oznaczaja kompletne bijekcje. Rozwazymy odwzoro-
wanie ¥: G — G zdefiniowane wzorem

8(ab*) = o(a)T(b).

Z udowodnionej wyzej wlasnosci wynika, ze ¥ jest dobrze okreslona bijekcja. Ponadto
0(g) = gV (g) jest réwniez bijekcja. Mamy bowiem

§(ab") = ab*® (ab*) = ab*(6(a))*7(b) = ac(a)bz(b).

Poniewaz odwzorowania a — ac(a), b — bt(b) sa bijekcjami, z jednoznacznosci
rozktadu w G wynika, ze 0 jest bijekcja, a w konsekwencji ¥ jest kompletna bijekcja.
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Na mocy Lematu|l.1{oraz powyzszego stwierdzenia mamy

Whiosek 1.1. Niech G = AB bedzie grupq faktoryzowalnq oraz niech (% (A)) = |A]
i X(%(B)) = |B|. Wowczas x(%(G)) = |G].

Stwierdzenie 1.3. Nastepujqce grupy posiadajq kompletne bijekcje:

1) grupy rzedu nieparzystego;
2) grupy 7, gdzie n > 1, czyli elementarne 2-grupy rzedu wigkszego od 2;

Dowdéd. 1) Udowodnimy, ze odwzorowanie identyczno$ciowe grupy rzedu nieparzy-
stego jest kompletng bijekcja. W tym celu wystarczy pokazaé, ze jesli s,x € G sa

takie, ze (sx)2 =%, to s = e. Zauwazmy, ze wéwczas sxs = x, a stad x~Lsx = s~ 1.

Sprzeganie jest automorfizmem grupy G, wiec x~'s~'x = 5. Mamy zatem

x s =x M by =x" sl =35,
czyli x>s = sx*>. Rozwazmy podgrupe H = (s, x). Element element x” nalezy do jej
centrum Z(H). Z nieparzystosci rzedu H wnosimy, ze x € Z(H ). W szczeg6lnosci xs =
sx, awiec s =xis%=e. Grupa G nie zawiera elementoéw rzedu 2, wige s = e. To
pokazuje, ze identyczno$¢ na grupie G jest kompletna bijekcja.

2) Niech G bedzie elementarna grupa abelowg rzedu 2", gdzie n > 1. Mozna ja
traktowac jako grupe addytywna ciata Fo.. Niech & oznacza dowolny element ciata
F,» nienalezacy do podciata prostego Z,. Wowczas odwzorowanie & : Fon — Fon,
zdefiniowane wzorem o(x) = Ex, jest automorfizmem grupy addytywnej G = IF‘;.
Zauwazmy, ze jeli s+ 0 (s) =0,to (1+&)s =0, czylis =0, gdyz 1 + & # 0 w ciele
Fyn. Przeksztalcenie o jest zatem kompletna bijekcja.

Przypomnijmy, ze grupa D,, izometrii wlasnych n-kata foremnego (grupa diedralna)
ma opis
D,=(s,h|s*=H"=1, hs=sh!).

Przyktad 1.1. (a) Grupa permutacji parzystych A4 posiada kompletna bijekcje. Wy-
starczy zauwazy¢, ze jest to grupa faktoryzowalna, to jest A4 = AB dla
A= {e? (1,2)(3,4), (1>3)(274)7 (134)(273)} ~ Zp X 2y,
B={e,(1,2,3),(1,2,4)} ~Zs.

(b) Grupa D4 posiada kompletna bijekcje o

AR GIRRRIGE
o(x)|[1|n]| s |hs|h3| B |K3s|h*s
xo (x)||1|n*|h%s| s |hs|hs| B3 | h

(c) Grupa kwatenionow Q = {1, —1,i,—i, j,—j,k, —k} posiada kompletna bijekcj¢ o:
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x =1 =i jI=j] K—%
o) (1] | jl—k|—1]—i| &|—j
xo(x)||1] —i|—k| Jj{—j| k|—1| i

(d) Grupa symetryczna S4 zawiera podgrupe izomorficzna z D4 (bo kazdej izometrii
kwadratu odpowiada permutacja zbioru wierzchotkéw). Sy jest faktoryzowalna, przy
czym A ~ D4, B ~ 75. Zatem S, posiada kompletna bijekcje.

(e) Zauwazmy, ze grupa A4 jest w naturalny sposéb podgrupa w As oraz Sy jest
podgrupa w Ss. Mamy rozklady As = A4 - B, S5 = S4- B, gdzie B jest podgrupa
cykliczng rzedu 5 (generowang przez cykl (1,2,3,4,5)). Z powyzszych przyktadéw
wynika, ze obie grupy, As i Ss, posiadaja kompletne bijekcje.

Stwierdzenie 1.4. Grupa G posiadajqca cykliczng 2-podgrupe Sylowa nie ma kom-
pletnej bijekcji.

Dowdd. Zatézmy, ze G jest grupa rzedu 28m, gdzie m jest liczba nieparzysta. Wy-
korzystamy twierdzenie Burnside’a o grupach z cyklicznymi 2-podgrupami Sylowa.
Mianowicie, jesli G ma cykliczng 2-podgrupe Sylowa H rzedu 2%, to istnieje epimor-
fizm grup ¢: G — H. Zalézmy, ze 6: G — G jest kompletna bijekcja. Wowczas
{xo(x) | x € G} = G oraz w zbiorze {@(xc(x)) | x € G} kazdy element grupy H
wystepuje z krotnoscig m. Ponadto grupa H, jako grupa cykliczna, posiada doktadnie
jeden element rzgdu 2, ktéry oznaczymy przez h. Zauwazmy, ze w grupie cyklicznej
H iloczyn wszystkich jej elementéw (niezaleznie od kolejnosci czynnikéw) jest réwny
h. Tak wiec

h=n"=[]ekox)=[Tex [[elck)=nr"n"=e.

xeG xeG xeG

Uzyskana sprzeczno$¢ pokazuje, ze G nie ma kompletnej bijekcji.
Korzystajac ze Stwierdzenia [[.T] otrzymujemy
Whiosek 1.2. Jesli grupa G posiada cykliczng 2-podgrupe Sylowa, to
1 ((G)) > |G].

Powyzszy wniosek wyjasnia r6znicg migdzy kolorowaniami graféw stowarzyszo-
nych z grupami Zy4 i Zy X Z, (por. Rysunek[1.2]i Rysunek [I.3).

Lemat 1.2. Dla dowolnego n > 1 grupa Z, & Zy» posiada kompletnq bijekcje.

Dowod. Rozwazmy funkcje 6: Zo @ Zon — Zo P Zon taka, ze
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(0,2k) gdyi=0, 0<k<2m 1,
(1,2k+1) gdyi=0, 2" ! <k <2
(0,2k+1) gdyi=1, 0 <k<2"
(1,2k) gdyi=1, 2" ' <k <2l

o(i,k) =

Oczywiscie o jest bijekcja. Nalezy pokazac, ze funkcja (i, k) = (i,k) + o (i, k) réw-
niez jest bijekcja. Mamy

(0,3k) gdyi=0, 0<k<2"1;
(1,3k+1) gdyi=0, 2" ' <k<2vl;
(1,3k+1) gdyi=1, 0<k<2" ]
(0,3k) gdyi=1, 2" ' <k<2 L,

8(i,k) =

Poniewaz dla k,/ € [2"] mamy 3k = 3/ (mod 2") wtedy i tylko wtedy, gdy k =1,
odwzorowanie 0 jest réznowartosciowe, a wigc jest bijekcja.

W konsekwencji otrzymujemy opis liczby chromatycznej grafu % (G) dla skon-
czonych grup abelowych.

Twierdzenie 1.1. Jesli G jest skoriczonq grupq abelowq, to x(%(G)) = |G| wtedy
i tylko wtedy, gdy G ma niecykliczng 2-podgrupe Sylowa.

Dowéd. Z Wniosku wynika, ze jesli x(¢(G)) = |G|, to 2-podgrupa Sylowa
grupy G nie jest cykliczna. Na podstawie Lematu Stwierdzenia|l.1|i Stwierdzenia
[[.3] wystarczy wykazaé, ze niecykliczne abelowe 2-grupy maja kompletne bijekcje.
Zastosujemy indukcje wzgledem rzedu grupy. Jesli G ~ Zj @ Zj», to na podstawie
Lematu(1.2] ¥ (% (G)) = |G|. Ponadto, jesli G nie jest postaci Za & Zy», to G zawiera
podgrupe H izomorficzna z grupa Z, ® 7, taka, ze G/H nie jest cykliczna. Wéwczas
na podstawie zatozenia indukcyjnego X (% (G/H)| = |G/H| oraz wykorzystujac
Lemat[I.T] otrzymujemy

X(%(G)) < 2(%(H))x(%:(H)) = |H| - |G/H| = |G|.
Ostatecznie ¥ (% (G)) = |G|.

Hipoteza Halla-Paige’a badana byta przez wielu autoréw (por. Evans| (2018))).
Istotne postepy poczyniono w pracach M. Halla i L.J. Paige’aHall 1 Paige| (1955))
i/Paige| (1951). Potwierdzono tam jej prawdziwos$¢ miedzy innymi w klasach: grup
rozwigzalnych, grup symetrycznych S, (n > 3) oraz grup prostych typu A,,. Redukcje
hipotezy do sporadycznych grup prostych przeprowadzit S. Wilcox w pracy Wilcox
(2009). Przypadek sporadycznych grup prostych zostat zbadany przez A.B. Evansa
w pracy |Evans|(2009) i definitywnie zakoniczony w|Bray, Cai, Cameron, Spigai Zhang
(2020). Hipoteza Halla-Paige’a zostata zatem pozytywnie potwierdzona. W zwiazku
z tym mozemy sformutowaé odpowiedni rezultat o liczbie chromatycznej grafu % (G).
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Twierdzenie 1.2. Jesli G jest grupq skoriczong, to X (% (G)) = |G| wtedy i tylko wtedy,
gdy G ma niecykliczng 2-podgrupe Sylowa.

1.3. Grupy z cyklicznymi 2-podgrupami Sylowa

Zajmiemy si¢ teraz przypadkiem grup z cyklicznymi 2-podgrupami Sylowa. Zgod-
nie z twierdzeniem Burnside’a sg to rozszerzenia grup rzedu nieparzystego przez
cykliczne 2-grupy, czyli grupy G zawierajace podgrupy normalne H nieparzystego
rzgdu takie, ze G/H jest cykliczng 2-grupa. Sytuacja w catej ogdlnosci jest daleka od
kompletnego wyjasnienia.

W pracy |Goddyn, Halasz 1 Mahmoodian| (2019) pokazano

Twierdzenie 1.3. Jesli G jest abelowq grupq z cykliczng 2-podgrupq Sylowa i L(G)
Jjest grafem tablicy Cayleya grupy G, to x(L(G)) = |G|+ 2.

Dowdd tego faktu jest rachunkowo i kombinatorycznie ztozony. Ponizej przedsta-
wimy stosunkowo prosty argument dla grup cyklicznych parzystego rzedu.

Twierdzenie 1.4. Dla dowolnej liczby naturalnej n, X(%>(Zan)) = 2n+ 2.

Dowdd. Dlaliczb catkowitych k < m przyjmijmy oznaczenie [k,m] = {k,k+1,...,m}.
Zauwazmy, ze zbior rdéznic liczb z dwéch przedziatéw jest przedziatem postaci

kI —[s,t] ={x—y|x€ k], y€[s,t] =[k—1t,1—35].

Poniewaz grupa Z,, nie posiada kompletnej bijekcji, x(42(Z2,)) = 2n+ 1. Roz-
wazmy iniekcje 6: Zoy — Zont2, okreslong wzorem:

o(x) = x, jesli 0<x<n—1,
1 x+1, jesli n<x<2n—1.

Udowodnimy, ze funkcja c: Zy, X Zy; — Zon+» zdefiniowana wzorem
c(x,y)=0(x)+y (mod2n+2)

jest odwzorowaniem kolorujacym wiasciwie graf % (Zyy,).

Dla k € [2n] definiujemy nastgpujace zbiory:

Kliki diagonalne: D; ={(0,2n—k),(1,2n—k+1),...,(k—1,2n—1),

(k,0), (k+1,1),(k+2,2),...,2n—1,2n—k—1)};
Kliki wierszowe: W, = {(0,k), (1,k),(2,k),...,(2n—1,k)};

Kliki kolumnowe: K; = {(k,0), (k,1),(k,2),...,(k,2n—1)}.
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Zbiory Dy, W, 1 K sa parami roztagcznymi klikami maksymalnej mocy w grafie
% (Zay), wyznaczajacymi rozbicia zbioru wierzchotkéw :

Loy X Loy = WoUW U ...UW,,_1,

Loy X Ly = KoUK U...UKp,_1,

oraz
Loy X Loy = DogUD{U...UDy, 1.

Udowodnimy, ze funkcja c jest réznowarto$ciowa po ograniczeniu do kazdej z tych
klik. Zauwazmy, ze jesli (i,k) € Wy, to ¢(i,k) = o(i) +k (mod 2n+2). Poniewaz
jestiniekcja, jeslii # j, to c(i,k) # c(j, k). Podobnie, jesli i # j oraz (k,i), (k, j) € Ki, to

clk,i)=0o(k)+i (mod2n+2)#o(k)+j (mod2n+2)=c(k,j).

Pozostaje udowodnié, ze wierzchotki z kliki diagonalnej D; maja r6zne kolory.
Rozwazmy rozbicie zbioru wierzchotkéw Zj» x Zo» na dwa roztaczne podzbiory
Zon X Zon = LUR, gdzie L = [O,H— 1] X Zop, 1R = [n,2n— 1] X ZLon.

Przypadek 1: k € [0,n — 1]
Zauwazmy, ze
LNDy={(j,2n—k+j)| j€[0,k—1}U{(k+1i,i)|i€ [0,n—k—1]}.
Poniewaz o(x) = x dla x < n— 1, wierzchotki ze zbioru L N Dy maja kolory
c(j,2n—k+j)=2n—k+2j (mod 2n+2)
lub
clk+i,i) =k+2i (mod 2n+2).

Jednoczesnie,
RNDy={(k+11)|l€[n—k2n—k—1]},
a poniewaz o (x) = x+ 1 dla x > n, wierzchotki nalezace do zbioru RN Dy maja kolory

clk+1,1)=k+2l+1 (mod 2n+2).

Oczywiscie kolory wierzchotkéw ze zbioru RN Dy, sg rézne i maja r6zna parzystosé
od wierzchotkdéw ze zbioru LN Dy. W zwiazku z tym nie ma powtdrzen kolorow
w zbiorach LN Dy oraz RN Dy.

Wykazemy, ze nie ma powtorzen kolorow w zbiorze L N Dy. Zat6zmy przeciwnie

C(]72n_k+.]) :C(k+i,i),
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dla pewnych j € [0,k — 1] oraz i € [0,n —k — 1]. To implikuje, ze
2n—k+2j=k+2i (mod2n+2)
co mozna sprowadzi¢ do
2(n—k)=2(i—j) (mod 2n+2).
Z drugiej strony, i — j € [0,n —k— 1] — [0,k — 1] = [l —k,n—k — 1]. Zatem
2(n—k)—2(i—j) €[2,2n—2]

oraz 2(n—k) #Z2(i—j) (mod 2n+2). W konsekwencji nie ma powtdrzen koloré6w
w zbiorze LN Dy.

Przypadek 2: k € [n,2n — 1]
W tym przypadku
LNDy={(j,2n—k+j)|je[0,n—1]}
oraz
RNDy={(i,2n—k+i)|i€ [nk—1}U{(k+1,1)|1€[0,2n—k—1]}.
Wierzchoftki nalezace do zbioru LN Dy maja kolory
c(j,2n—k+j)=2n—k+2j (mod 2n+2),
za$ nalezace do RN Dy,
c(i,2n—k+1i)=2n—k+2i+1 (mod 2n+2)

lub
clk+1,l)=k+21+1 (mod 2n+2).

Podobnie jak w Przypadku 1, wystarczy wykazac, ze nie ma powtdérzen koloréw
wierzchotkéw w zbiorze RN Dy. Przypusémy przeciwnie, ze

c(i,2n—k+1i) =c(k+1,1),
dla pewnych i € [n,k— 1] oraz [ € [0,2n — k — 1]. To implikuje, ze
2n—k+2i+1=k+2[+1 (mod 2n+2),
a wiec

2(n—k)=2(1—i) (mod 2n+2).
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Zauwazmy, ze [ —i € [0,2n—k— 1] —[n,k— 1] = [l —k,n—k — 1]. Stad,
2(n—k)—2(I—j) € 2,2n—-2].

To pokazuje, ze 2(n—k) #Z 2(i — j) (mod 2n+2); wigc nie ma powtdrzen koloréw
w zbiorze wierzchotkéw RN Dy.
Funkcja ¢ okresla zatem wiasciwe kolorowanie grafu % (Z,,). Tak wigc

X(%(Z2,)) <2n+2.

Pozostaje wykluczy¢ przypadek x (%, (Z,,)) = 2n+ 1. Wynika to z ponizszego Stwier-
dzenia

Stwierdzenie 1.5. Jesli G jest grupq rzedu n takq, ze X(%(G)) > n, to zachodzi
nierownosé (% (G)) = n+2.

Dowdd. Przypomnijmy najpierw, ze podzbior A zbioru wierzchotkéw grafu ¢ na-
zywa si¢ niezaleznym, jesli zadne dwa wierzchotki z A nie sa polaczone krawedzia.
Przypusémy, ze x(%(G)) = n+ 1. Wéwczas zbiér G x G moze by¢ podzielony na
n+ 1 niezaleznych podzbioréw A; ztozonych z wierzchotkéw tego samego koloru.
Zauwazmy, ze |A;| > n dla pewnego i. Jesli przeciwnie, |A;| < n— 1 dla wszystkich i,

to
n+1

n?=|GxGl=Y |Al<(n+1)(n—1)=n"—1,
i=1

co prowadzi do sprzecznosci.

Niech teraz A = A; bedzie takim niezaleznym podzbiorem, ze |A| > n. Wybierzmy
n-elementowa klike C. Dla dowolnego x € C definiujemy podzbior Ay = {xa | a € A}.
Oczywiscie |A;| = |A| oraz zbiory A, sa parami roztaczne. Rzeczywiscie, jesli xa; =
yap, gdzie a; € A, x # y oraz x,y € C, to

ylxesiy lx= azal_1 €.,

co jest niemozliwe. Poniewaz | |J A,| > n®> widzimy, Zze |[A| =n i |J A, okresla

xeC xeC
rozbicie zbioru wierzchotkéw G x G wyznaczajace n-kolorowanie grafu % (G). To

przeczy naszemu zatozeniu, ze ¥ (% (G)) = n+ 1. Ostatecznie, (4 (G)) > n+2.

Przeanalizujemy teraz przypadek grupy nieabelowej minimalnego rzedu, czyli
grupy diedralnej D3. Grupa ta ma opis

Dy={(s,h|s* =0 =1, sh=h""s).
Oczywiscie D3 posiada cykliczng 2-podgrupe Sylowa. Zatem y (%, (D3)) > 8.

Rozwazmy bijekcje o, 7: [6] — Ds:
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i [o[1]2]3[4
o (i)||h%s|hs| s |h|h?
(@) || 1 |k |h?|s|hs|h®s

—| N

Wyznaczaja one tablice Cayleya Ly przedstawiona na Rysunku[T.6]

Wes| hs | s | W2 | h | 1 H?’S|H3S| H®| S |HS | H

hs | S |m2s| h | 1 | K2 HS |H2S| 1 |H3S| S | H?

S | W2slhs| 1 | B2 | h S |HS| H |H?>S \H3S| H?

h | B2 | 1 | hs | 25| s H? | H3 |H3S| 1 | H |HS

Rl 1| h || s |hs| | H | H2| S |H3| 1 |H2S

1| A | B2 s | hs | W2 1 | H |HS| H? | H3 |H3S

Rysunek 1.6: Tablica Cayleya Ls¢(D3) Rysunek 1.7: Kolorowanie grafu 4% (D3)

Rysunekprzedstawia 8-kolorowanie grafu % (D3). OtrzymaliSmy je wykorzy-
stujac kompletna bijekcje grupy D4, czyli grupy izometrii wtasnych kwadratu. Grupa
ta ma algebraiczny opis:

Dy=(S,H|S*=H*=1,SH=H"'S).
Grupa D4 posiada kompletna bijekcje o:

x |[1|H|H?|H?| S |HS |H*S|H?S
o) |[1|H]| S |HS|H?| H? |H3S|H*S
xo(x)|[1|H?*|H?S| S |HS|HS|H? | H

Rozwazmy iniekcje v: D3 — Day:

x |[1[r|R?|s| hs | h%s
v(x)|[1|H|H?|S|HS|H?S

Funkcje kolorujaca ¢: D3 X D3 — D4 graf %, (D3) okreslamy wzorem

c(x,y) =07 (v(x) - v(y).
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Jej wartosci zawieraja odpowiednie pola tablicy z Rysunku Pola tej tablicy inter-
pretujemy jako elementy iloczynu kartezjanskiego, czyli pary (x,y), przy czym usta-
lamy naturalny porzadek w D3: 1,h,h?, s, hs, h’s. Pola tego samego koloru w kwadra-
cie L7 odpowiadaja klikom diagonalnym w grafie ¢, (D3). Tak wigc x (¢ (D3)) = 8.

Zauwazmy, ze grupy diedralne D,, zawieraja co najmniej dwa elementy rzedu
2, a wigc maja niecykliczne 2-podgrupy Sylowa. Zatem y (%5 (D2y,)) = |Day| = 4n.
Niestety, podobnej metody jak w przypadku grupy D3 nie mozna zastosowac bezpo-
Srednio dla innych grup diedralych z cyklicznymi 2-podgrupami Sylowa, czyli grup
Dy, 11, gdzie n > 2. W szczegdlnosci, sprawdzony zostat przypadek grafu grupy Ds.
Kompletna bijekcja dla grupy Dg nie wyznacza kolorowania grafu % (Ds). Otwarte
pozostaje zatem pytanie:

Pytanie 1.1. Czy dla liczby nieparzystej n, x (% (D,)) =2n+2?

__ Zauwazmy, ze jeSli grupa G ma cykliczna 2-podgrupe Sylowa, to iloczyn prosty
G = G x Z, ma niecykliczna 2-podgrupe Sylowa. Ponadto % (G) jest podgrafem
W % (G). Z Lematu|l.1{oraz Twierdzenia|l.2| wynika teraz, ze

X(%(G)) < x(%(G)) = |G| =2-|G.

Lepsze oszacowanie dla liczby chromatycznej grafu % (G) mozna otrzymaé dla
grup, ktérych rzad jest podzielny przez 4. Rzeczywiscie, jesli G ma cyklicznag 2-
podgrupe Sylowa, |G| = 2¥m, gdzie k > 2 i m jest liczba nieparzysta, to na podstawie
twierdzenia Burnside’a G zawiera taka podgrupe normalna H rzedu m, ze G/H ~ Z.
Na podstawie Lematu [I.T|oraz Twierdzenia[I.4] otrzymujemy oszacowanie:

1

H(G) < A H)H(B2) =mC+2) = [6l+2m = (14 315 ) 161

Whiosek 1.3. Jesli G jest grupq rzedu 2%m, gdzie m jest liczbq nieparzysta, to

6l < 2((6) < (14 57 ) 161,
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